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PRÉFACE. 


La  première  édi^km  de  cet  Ourrage,  qui  fiiit 
suite  à mes  Étémens  de  CtdcuJ!  éUfférentiel  et  dB 
Calcul  intégrât.^  ne  renfermait  que  les  pnncipes 
fondamentaux  de  la  Mécanique,  et  leurS'  plue 
simples  applications.  Dans  cette  seconde  , 
adopté  un  cadre  phis  étendu  et  cliercbé‘  à ras>« 
sembler  toutes  les  théories  essentielles  deia  9|é^ 
canique  des  modernes,  c'est-à-dire  de  celle  qui 
s’élève  à ce  degré  de  généralité'  introduit  dans 
cette  science  par  Lagrange  et  Lapl^ce,  et  dbnJE 
s’éfcarte  entièrement  I»  manière  restrmnte  avec  la- 
quelle Fenvisageaient  La  Caille , Bezout , Bossut 
et  quelques  antres  géomètres. 

s'est  long-temps  borné , dans  les  traités  d* 
Mécanique , à n’employer  les  équations  du  mou- 
vement que  dans  l'hypothèse'  où  il  s’effectue  dans 
on  plan.  C’était  voir  la  nature  en  profil',  et  non 
sous  son‘ aspect  lè  plus  ordinaire.  H était  donc  îrar 
portant  de  considérer  les  corps  comme  se  mouvant 
d’une  manière  quelconque  dans  Fespace;  et,  ponr 
parvenir  à ce  but,  là  Géométrie  analytique  à trois 
dimensions  devenait  indispensable.  En  appNquant 
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ce  puissant  ressort  à la  Mécanique , cette  science 
a dû  changer  de  face , mais  en  changer  pour  la 
'dernière  fois.  • 

La  généralité  qu’elle  a acquise,  et  qui  per- 
met d’embrasser  beaucoup  d’objets  à la  fois , 
épai^e  un  temps  qu’on  doit  d’autant  plus  mé- 
nager, que  le  domaine  de  nos  connaissances  s’ac- 
ct^t  tou$  ,les  jours.  Néanmoins,, je  ne  pense  pas 
que  ce  soit  là  une  raison  d’être  trop  laconique, 
et.  dejajsser  désirer  ces  développemens]  qui  fa- 
cilitent, l’intelligence  d’un  ouvrage  de  ce  genre. 
Quelqu’un  a prétendu  que  les  difficultés  dont  il 
peut  être  hérissé  étaient  avantageuses  à l’esprit, 
et  qu’nfi  cheinçhnnt  à les  vaincre  on  le  fortifiait  par 
cet  < exercice.  Cette  assertion  ne  doit  pas  déplaire 
aux'  écrivains  qui  s’inquiètent  peu  d’être  intelli- 
gibles : ce  qu’il  y a de  certain , c’est  que  ces  tran* 
sitions  brusques ,,  qui  déroutent  le  lecteur,  nui- 
sent rarement  à l’auteur  ; car  le  lecteur  attribue 
presque  toujours  l’embarras  qu’il  éprouve  à la 
didiculté  inhérente  à la  matière  qu’il  étudie. 
C’est  I une  des  causes  quj  ont  détourné  des  Ma- 
thématiques beaucoup  d’hommes  qui  auraient 

enrichir  cet  le  science  de  leurs  découvertes  ,,  et 
que  de  pénibles  efforts  ont  découragés.  11  en  est 
d’autres  qui,  avec  plus  de.pejfséyérance,  »e  faussent 
l’ejsprit , parce  que  , manquant  des  données  né- 
cessaires, ils  ne  peuvenf,  que  s’égarer.  11  en  est 
bien, autrement  dp  celui  qui  s’accoutume  de  bonne 
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heure  à suivre  une  marche  méthodique  : sas  £a-. 
cultes  intellectuelles  s’accroissent  à mesure  qu’un 
ouvrage  lie  fait  penser  davantage,  et  qu’il  i con- 
tracte l’habitude  de  se  rendre  raison  de  tout. 

' iLa  Statique  est  la  partie  de  la  Mécanique  qui 
comporte  le  moins  de  connaissances  mathémati- 
ques, et  dont,  par  cette  raison , l’étude  est  le  plus 
répandue.  Les  anciens  mêmes  la  cultivaient , et 
n’avaient  aucune  notion  de  la  Dynamique.  Ce 
n’est  point  que  la  Statique  n’attendit  encore  de 
grands  progrès  : elle  s’est  perfectionnée  dans. les, 
temps  modernes,  mais  ce  n’est  que  de  .nos  jours 
qu’elle  est  sortie  de  la  carrière  étroite  des  cas 
particuliers,  et  que  l’on  est  parvenu  à réduire. à 
des  équations  générales  toutes  les  questions  qu’on 
peut  se- proposer  sur  l’équilibre. 

Je  démontre  facilement  ces  équations  à l’aide  de 
quelques  expressions  trigonométriques  d’un  fré-- 
quent  usage,  et  de  la  notation  qui  a tant  con- 
tribué à opérer  cette  heureuse  révolution  dans  la 
Science.  Traitant  ensuite  du  centre  de. gravité, 
j’en  détermine  les  formules  les  plus  générales,  à 
l’aide  du  Calcul  différentiel , et  je  me  sers  du 
même  moyen  pour  démontrer,  en  peu  de  mots 
le  théorème  si  fécond  et  si  ingénieux  de  .Guldin , 
et  pour  parvenir  à l’équation  de  la  chaînette, 
courbe  que  l’Architecture  et  i la  • Navigation  ont 
rendue  célèbre.  • . / 

Le  Calcul  différentiel  n’entre  en  quelque  sorte 
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q«e  d’une  nmitère  accsssoire  dons  hr  Statique;  ü 
jove  on  plus  grand  réèr  dama  1»  Ûpnaoniqne  ; c’cast 
K»  qu’il  dericnt  tQRrt'à<fait  indispensable.  En  efiet, 
comment,  si  l’on  ne  remployai^;,  pourrait-o»  ré^ 
sopdre  1»  plupart  des  problèmes  r qui  eoncemcnt 
lei  nwavenaent  des  corps,.  k}csque  les  données  pre- 
mières de  ces  problèmes  qui  sont  la  TÎtesse,.  et  le 
ft>rce'  acceléramâce , oot  pour  expressions  des  eoeffi- 
ciens  différentiels  ? Je  m’attache  particulièrement 
à bien  fiaire  saisir  le  sem  qu’on  doit  attribuer  è ces 
quantités , et  je  les  détermine  sans  recourir  arene 
mfinimeot  petita.> 

Le  mouTement  qui  s’effectue  en  ligue  droite 
présente  diverses  circonstances  qui  donnent  Heu 
à autant  de  problèmes.  C’est  là  que  L’on  cob>- 
mence  à .voir  comment  les  équations  du  mour* 
ventent  en  font  connaître  toutes  les  propriétés  , 
lorsqu’on  parvient  à les  intégrer. 

M’appuyanii  ensuite  sur  la  proposition  du  pa- 
rallélépipède des  vitesses,  je  dtmne  les  équations 
générales  du  mouvement  curviligne;  j’examine 
en -particulier  le  cas  où  le  mobile  est  assujetti  à 
se  mouvoirtsur  une  courbe  ou  sur  une  surface  dont 
on  a les  équations  ; je  fois  connaître  le  principe 
des  aires  et  la  brile  propriété  des  centres  fixes. 

' Le  mouvement  en  ligne  courbe  m’amène  à 
traiter  du  mouvement  sur  la  ejeloïde , du  mou- 
vement d’oscillation  , du  tautochronisme,  et  des 
propriétés  curieuses  du  peudule  simple. 
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, l^e  « aontottr  y n)e  fountit.  iVoasion 

de  dçtcrmittc»  l’expression  de  la  gravité-,,  et  d’exa.- 
roines  <f«rlle  est.  ]«  sAtuiie  de  W lbc«e  «oatKifiige 
ee  attdene  V«fiet.  > - 

Conparani  entrai  eUes  ces  deux  lercesi,.  jet  dâ> 
teroiâne  rwtessitd  de  k.  pesanteur  dans  Vk}fpo~ 
thèse  où  le  glok»  tevrestre  sertit  inunofaite  ; c’est 
aûwltpie  yo^vens  la  première  donnée  qui  va  aae 
servir  à la  vérificatpont  de  k loi  deiNewtou.,  Le 
proUàme  d*  Système  du  oaoode.  me  iouroit  «a» 
suite  la  plus  brillante  application  de  l’iutégsation 
des  éqaatioos  du  mouvement  Curviligne , et  en 
complète  k tbéode.  , il 

^vvtoB  employant  les  mesures,  kutiv^  de  Pi- 
cacd,  pour  évaluer  la  chute  d’un  cerps  à la  région 
de  k luae  eu  une  naioute  dé  temps,  u’tvait  trouvé 
qu’une  difil^eAœd’UnpQiiceietdemi,  entre  le  résul- 
tat foucui  par  k théorie  et  celui  que  doune  l’obser* 
vation^k  oo  pouvais  rien  cOnckoie  de  ce  calcul, 
car  on  sent  qu’une  erreur  peut  s’atténuer  par  des 
compen^tioDS  ; partant  de  donném  moins  inexao 
to$i  jic  avis  pstfveuixà  un  résultat, encore  plus  apr 
proebé^  ! I;  - , , ,n.-  . 

Ayant  ainsi,  démoutré  qulc  k loiide  rattractioq 
se  réalisait,  àntrès-peu  de  chose -près,  relative- 
ment à la  lune,  je  cherche- ensuite  à déduire  cette 
loi  de  k démonstration  à f^riori  de  celles  de  Ké^ 
{detv  C’est  là  que,  sans  employer  cette  multitude 
de  propositions  et  de  corollaH-es  dont  1a  marche 
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est  si  lente  dans  le  géomètre  anglais,  je  par- 
viens à trouver  l’équation  de  la  trajectoire , sans 
même  supposer  que  la  loi  de  la  raison  inverse  du 
carré  de  la  distance  existe  ; ,de  sorte  qu’en  modi- 
fiant convenablement  un  des  élémens  de  la  courbe, 
on  peut  établir  toutes  sortes  d’hypothèses  sur  la 
loi  de  l’attraction.  Enfin , je  montre  que  lorsqu’on 
suppose  que  cette  loi  est  celle  de  la  raison  inverse 
du  carré  de  la  distance , on  tombe  sur  une  sec- 
tion conique.  La  manière  dont  je  déduis  l'expres- 
sion des  axes  principaux , et  tous  les  autres  élé- 
mens de  la  courbe,  présente  un  degré  de  sim- 
plicité auquel , à ma  connaissance , on  n’était  pas 
encore  parvenu  jusqu’à  ce  jour.  Cela  me  donne 
lieu  de  démontrer  avec  une  extrême  facilité  ^ que 
les  carrés  des  révolutions  sont  comme  les  cubes 
des  distances , et  que  l’ellipse  donnée  par  l’obseï^ 
vation  nécessite  que  la  loi  de  l’attraction  soit  celle 
de  la  raison  inverse  du  carré  de  la  distance. 

Le  mouvement  des  projectiles  est  encore  une 
dépendance  de  la  gravitation  , c’est  le  cas  où  cette 
force  est  combinée  avec  une  force  d’impulsion.  Je 
considère  d’abord  ce  mouvement  dans  la  vide;  je 
le  démontre  ensuite  dans  un  milieu  résistant. 

On  n’a  pu,  jusqu’à  présent , intégrer  sous  forme 
finie  les  équations  différentielles  de  la  courbe 
décrite  par  les  projectiles  dans  ce  milieu  résistant, 
mais  on  a le  moyen  de  la  construire  par  points. 
Cette  opération  graphique  était  un  objet  assez 
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peu 'éclairci , dans  les  ouvrages  qui  ont  précédé  le 
mien  : je  crois  l’avoir  expliqué  d’une  manière 
d’autant  plus  satisfaisante , . que  je  n’ai  pas  même 
employé  les  infiniment  petits. 

' Dans  ce  qui  précède,  le  mouvement  n’agissait 
que  sur  un  corps;  on  peut  demander  mainte- 
nant quels  en  sont  les  effets  lorsque  plusieurs  mo- 
biles'se  rencontrent.  Cela  nous  porte  è considérer 
le  choc  des  corp>s;  on  voit  ensuite  se  manifester 
les  principes  de  la  conservation  du 'centre  de  gra- 
vité et  des  forces  vives:  ce  dernier  nous  conduit, 
par  analogie , au  beau  théorème  de  Carnot. 

U y eut  autrefois  une  controverse  célèbre  sur  les 
forces  vives  : j’en  parle,  non  pour  rappeler  une 
dispute  sur  le  fond  de  laquelle  on  est  d’accord', 
mais  pour  donner  une  idée  préci|e  de  la  notion 
des  forces  vives. 

Jusqu’ici  les  corps  sont  supposés  agir  libre- 
ment : il  était  utile  de  considérer  encore  les 
mouvemens  qui  leur  sont  communiqués,  lorsque 
ces  mouvemens  sont  altérés  par  la  liaison  mu- 
tuelle de  ces  corps.  Les  procédés  que  nous  avons 
indiqués  deviendraient  inapplicables  dans  cette 
circonstance,  si  nous  ne  surmontions  cet  obstacle 
à l’aide  du  fameux  principe  de  d’Alerabert.  Ce 
principe,  par  sa  grande  simplicité,  était  difficile 
à démontrer,  et  je  crois  l’avoir  fait  d’une  ma- 
nière qui  ne  laisse  rien  à désirer. 

‘Après  avoir  donné  quelques  applications  sim-' 
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ple^ji  ^ m’ea  sers  pour  détemiine;r  successive- 
ment le  mouvemeat  de  rotation  d,’un  corps  ^ les 
proprie'tés  du  pendule  composé,  et  le  double 
mouvement  que  prend  un.  corps;  libre  qui,  par 
Vactiiw  d’une  force,  quelconque.,,  est,  entraîné  dans 
l’espace. 

Le  pj^incipe  de  d’Alembert ,,  rendu  familier  par 
L’usage,  quan  eu  &iL  dans  lai  solution  de  tous  qes 
problèmes,  reçoit  ensuite  la,  plus  bellei  appUca^ 
tioulocsqu’oa.détermine  le  mouvement  d’un  ^ysr* 
tèsu*  quelconque  de  corps,  ce  qui  complète  la 
Dynanaique  ; aussi  déduit- on  avec  une  extrême 
facilité , des  équations  de  ce  mouvement , les 
principes  des  aires,  et  ceux  de  la  conservation  dé- 
centre de  gravité  elj  des  forces  vives,  dans  toute 
leur  généralité.  Ce  dernier  principe  ne  se  dé- 
montre ordinairement  qu’à  l’aide  du  calcul  des 
variations , mais  j’y  suis  parvenu  par  un  autre 
moyen,  pour  ne  point  sortir  du  geure  de  cou- 
naissances  qui  peuvent  sudlre  à l’étude  de  cet  Ou- 
vrage. 

La  troisième  partie  comprend  l’Hydrostatique. 
Me  fondant  sur  le  principe  de  l’égalité  de  presr 
sion,  jie  démontre  les  équatious  générales  de  l’é- 
quilibre des  fluides , et  j’en  donne  l’application 
aux  çaj>  des  fluides  élastiques  et  des  fluides  pe- 
sans.  J’explique  la  théorie  des  pompes , celle  de 
l’aréomètre , etc. , et  je  termine  l’Hydrostatique 
par  une  dénxonstration  fort  simple  de  la  fornuile 
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générale  , avec  laquelle  on  détermine  ,par  le 
baromètre  la  Itanteur  des  différeas  Ueux  de  la 
teire.  J’ai  introduit  dans  >cette  troisième  pairtiettine 
théorie  des  corps  flottaos , qui  manquait  entière- 
ment à la  première  édition.  Adoptant,  comme 
Bouguer,  une  marche  en  quelque  sorte  .géomé- 
trique, qui  fait  paifaitement  sentir  la  manière 
dont  toutes  les  choses  se  passent , je  détermme  la 
position  du  métacentre  ; et  ÿe  déduis  ensruite  les 
conditions  d’équilibre  des  corps  flottans  de  la  .for- 
mule qui  donne  la  vitesse  dans  le  mouvement  de 
rotation. 

La  quatrième  partie  de  cet  Ouvrage,  entière- 
ment ajoutée  à cette  seconde  édition,  compmnd 
l’Hydrodynamique.  Je  m’y  suis  beaucoup  étendu 
sur  l’écoulement  des  eaux,,  dans  l’hypothèse  du 
.parallélisme  des  tranches,  parce  que,  dans -cotte 
partie  4^  la  Mécanique , c’est  ce  qui  est  le  ,plus 
utile  et  le  plifê  d’âccord  avec  l’expéneuce.  Je  •'ter- 
mine cet  Ouvrage  par  la  théorie  des  équations  gé- 
nérales du  mouvement  des  fluides.  Cette  matiènCi, 
depus  Euler,  ne  me  parait  pas  s’étre  beaucoup 
édaircie,  et  soit  par  du  uouvelles  notations , soit 
.par  des  considérations  géométriques  qui  -nou^ 
dirigent  -dans  la  marche  de  l’>analy6e  , je  crois 
être  parvenu  à la  rendre  tout->à-fait  intelligible. 

11  est  beaucoMp  d’autres  - augmentatioBS  impor- 
tantes  que  j’ai  iiét  subir  à cet, 'Ouvrage  .-  sans 
parler  de  ce  qui  concerne  le  frottement , je  >me 
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bornerai  à citer  la  théorie  d’un  p>oiat  assujetti  à 
se  mouvoir  sur  une  courbe  ou  sur  une  surface , et 
celles  des  vitesses  virtuelles  et  du  plan  principal. 
La  première  de  ces  théories,  si  utile  dans  les 
problèmes  physico  - mathématiques , me  donne 
l’occasion  de  déterminer  directement  les  expres- 
sions des  cosinus , en  fonction  des  coefllciens  dif- 
férentiels fournis  par  les  équations  de  la  courbe 
ou  de  la  surface  courbe.  Lagrange  n’y  étant  par- 
venu que  par  des  moyens  trop  indirects , j’ai  cru 
devoir , par  des  démonstrations  nouvelles , ratta- 
cher cet  objet  aux  formules  connues  de  la  Géo- 
métrie analytique.  v 

Le  principe  des  vitesses  virtuelles,  que  ce  grand 
géomètre  a pris  pour  base  de  sa  Mécanique , était 
susceptible  de  recevoir  quelques  améliorations 
dans  sa  démonstration  générale.  C’est  ce  que  j’ai 
eu  en  vue  en  traitant  ce  sujet.  Je  me  suis  atta- 
ché surtout  à donner  plus  de  rigueur  aux  raison- 
nemens  qui  s’appuient  sur  la  considération  des  in- 
finiment petits.  ' 

Indépendamment  de  toutes  ces  augmentations, 
cet  Ouvrage  a subi  des  changemens  non  moins 
avantageux  dans  la  disposition  de  ses  parties.  En 
général , j’ai  toujours  cherché  à coordonner  mes 
démonstrations  à une  idée  principale,  afin  de  ne 
pas  sortir  de  cette  unité  qui  est  la  première  règle 
à suivre  dans  toutes  les  productions  de  l’esprit 
humain. 
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J’ai  cru  rendre  le  début  de  la  Statique  plus  fa- 
cile et  plus  agréable  en  amenant  la  proposition 
du  parallélogramme  des  forces  d’une  manière  dif- 
férente que  je  ne  le  faisais  dans  la  première  édi- 
tion. Ceux  néanmoins  qui  préféreraient  la  dé- 
monstration de  M.  Ducbayla,  la  trouveront  dans 
la  note  premièré , avec  de  nouveaux  éclaircisse- 
mens,  et  présentée  d’une  manière  qui  la  rattache 
immédiatement  an  plan  de  l’Ouvrage. 

Ainsi  que  dans  mes  Élémens  de  Calcul  diffé- 
rentiel et  de  Calcid  intégral,  j’ai  désigné  par  de 
fins  caractères  les  objets  qui  sont  le  moins  élé- 
mentaires, et  qu’on  pourra  supprimer  à une  pre- 
mière lecture.  L’étude  en  deviendra  plus  fruc- 
tueuse lorsque,  par  ce  travail  préparatoire,  on 
aura  acquis  de  l’habitude  à se  servir  des  équations 
fondamentales  de  la  Mécanique. 
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DE  MÉCANIQUE. 


PREMIÈRE  PARTIE/ 

STATIQUE. 


NOTIONS  PRÉLIMINAIRES. 


I.  La  Mécanique  est  la  science  qui  tJite  des  lois  de 
1 équilibre  et  de  celles  du  mouvement,  b Mécanique  ap- 
pliquée aux  solides  se  divise  en  Statiquej't  en  Dynamique, 
suivant  que  ces  solides  sont  en  équilibre  u en  mouvemeul. 

La  Mécanique  appliquée  aux  fluides,  ontient  aussi  deux 
parties,  l’Hydrostatique  qui  est  la  slatjue  des  fluides,  et 
l’Hydrodynamique  qui  nous  fait  connilre  les  propriétés 
qui  résultent  de  leur  mouvement. 

a.  La  Statique  ayant  pour  but  de  dverminer  les  Icis  de 
I équilibre  des  corps,  cet  équilibre  peultoujours  être  censé 
produit  par  la  destruction  mutuelle  deplusieurs  force. 

3.  Ou  appelle  force  ou  puiseance  bute  cause  qui  im- 
prime à un  corps  ou  à un  point  matépel  le  mouvemeit  ou 
une  tendance  au  mouvement.  < 

• q.  Lorsqu'une  force  agit  sur  un  poût  matériel , élit  pe^t 
le  faire  de  deux  manières  ; ou  en  euDainant  le  point  -veis 
elle,  ou  en  le  poussant  d’un  côté  oppesé.  Nous  adopteron 
aUm,  de  Mécanique.  i 1 
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la  prekiière  hypothèse  toutes  les  fois  que  nous  ne  prévien- 
drons (BS  du  contraire. 

5.  Uopoint  materiel  étant  sollicité-  par  une  force  unique, 
doit  natirellement  se  mouvoir  en  ligne  droite  *,  car  il  n’y 
a aucuneraison  poué  qu’il  aille  plutAt  à droite  qu'à  gauche. 

6.  Getti  droite  suivant  laquelle  une  force  agit,  est  la 
ligne  de  dtectiun. 

<],  L’effetd’une  foqpe  dépend,  i®.  de  son  intensité;  a®,  de 
son  point  d\]>p1ication;  3°.  de  sa  direction;  4'’-  du  sens  dans 
lequel  elle  a^  suivant  cette  direction. 

8.  L’intenité  d’une  force  est  sa  faculté  plus  ou  moins 
grande  à impimer  le  mouvement. 

g.  Il  est  cerlin  que  si  deux  forces  directement  opposées 
tiennent  un  pott  materiel  ou  une  droite  inflexible  en  équi- 
libre, l’intens^  de  l’une  de  ces  forces  peut  être  arbi- 
traire, pourvu  y’on  donne  à l’autre  la  même  intensité.  Ce 
que  nous  disonsJe  deux  forces  pouvant  s’appliquer  à plu- 
sieurs , on  voit  u’il  suffit  de  connaître  les  rapports  des 
forces  et  non  leul  valeurs  absolues  pour  établir  les  condi» 
lions  de  l’éqnilibi. 

lo.  Ayant  pris  ne  force  pour  unité,  on  dit  qu’une  autre 
force  lai  est  égale ,orsque,  lui  étant  directement  opposée, 
elle  la  tient  en  éqiiibre. 

Deux  forces  égals  appliquées  à un  même  point  matériel 
et  agissant  dans  la  néme  direction  et  dans  le  même  sens, 
constituent  une  fone  double  : cette  force  deviendra  triple , 
si  elh  résulte  de  la  Eunion  de  trois  forces  égales,  et  ainsi  de 
suite;  de  sorte  que  es  forces  croissent  comme  leurs  inten- 
sités. Par  conséqu^t , si  plusieurs  forces  appliquées  au 
point  M (6g.  i),  teaient  toutes  à entraîner  ce  point  dans 
b seas  de  M en  B,  »n devra  ajouter  ensemble) ces  forces,. 
>arcc  que  leur  effe»  sera  le  même  que. celui  .d’une:  seule 
force  qui  agirait  avec  la  somme  de  leurs  intensités.  Par  la 
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même  raison,  ou  derra  retrancher  de  ta  soin  me  de  ces 
forces,  c'est-à-dire  regarder  comme  négatives,  celles  qui 
tendent  à entraîner  ce  point  M vers  !e  point  A. 

11.  L’unité  de  force  étant  arbitraire,  on  peut  la  repré- 
senter par  une  partie  quelconque  de  sa  direction. 

12.  Il  est  à oliserver  que  lorsqu’une  force  estappliqoée  à 
un  corps , tous  les  |>oints  de  ce  corps  étant  liés  entre  eux , 
l’un  ne  peut  se  mouvoir  sans  entraîner  les  autres^  par  con- 
séquent, une  force  appliquée  à un  point  A (fg.  i)  aura  le  Fig.  i. 
mémo  eflfet  que  si  elle  était  appliquée  à tout  autre  point 

M , pris  sur  la  direction  AB  de  cette  force. 

Lors  même  que  l’on  ne  considérerait  pas  un  corps,  on 
peut  concevoir  les  points  de  l’espace  pris  sur  la  ligne  de 
direction  comme  des  points  mathématiques,  et  l’on  sent  que 
l’un  ne  peut  se  mouvoir  sans  entraîner  les  antres. 

13.  Il  suit  de  l’art.  i2,  qu’en  plaçant  sur  la  ligne  de  di- 
rection, un  obstacle  invincible,  la  force  n’aura  aucun  efiet. 

14.  Deux  forces  égales  P et  Q (lig.  2 et' 3)  , qui,  appli-  Pig- 
quées  aux  points  A et  B d’une  droite  inflexible  AB,  et  dans 

sa  direction,  agissent  en  sens  contraires,  se  fontéquilibre; 
car  si  P tend  à transporter  A de  A en  a , le  point  B , Hé  à A' 
par  les  points  intermédiaires,  devra  parcourir  Bé  = A<z  ; 
mais,  par  hypothèse,  la  force  Q tend  à entraldér  B d’une 
quantité  Bà'  = Aa , donc  B ne  pouvant  obéir  à l’une  des 
forces  plutôt  qu’à  l’autre,  restera  immobile,  et  le  repos 
s’introduira  dans  le  système,  art.  i3.  Il  en  .sera  de  même 
si  les  forces  P et  Q,  au  lieu  de  tendre  chacune  à entraî- 
ner les  points  A et  B,  agissent  sur  ces  points  par  pulsion. 

15.  Qoand  la  droite  AB  se  réduit  h un  point , les  deux 

forces  égales  et  directement  opposées  se  font  encore  équi- 
libre ; mais  si  ces'  forces  sont  inégales , la  plus  grande , 
animée  par  la  différence  de  leurs  intensités,  entraînera  le 
point  M.  , , , 

!..  ' 
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De  la  composition  et  de  la  décomposition  de» 
Jorces  qui  sont  appliquées  à un  point. 

16.  Lorsque  deux  forces  agissent  sur  un  mobile,  et  qu’elles 
forment  entre  elles  un  angle  dont  le  saiiiinet  est  le  point 
d’application  de  ces  forces , l’équilibre  ne  peut  subsister.  En 

Eig  4-  effet,  supposons  que  les  forces  F et  Q (iig.  4)  fussent  en 
équilibre,  on  pourrait  introduire  dans  le  système  une  force 
P*  égale  et  directement  opposée  à P.  Cette  force,  en  rerlu 
de  l’équilibre  de  P et  de  Q,  aurait  tout  son  effet  et  entraî- 
nerait le  point  M dans  le  sens  de  M en  P';  mais  P et  P'  de- 
vant se  détruire,  puisque  ces  forces  sont  égales  et  direc- 
tement opposées,  il  en  résulterait  que  la  force  Q agirait 
comme  si  elle  était  seule,  et  entraînerait  le  point  M dans 
le  sens  de  M vers  Q;  et  comme  il  est  impossible  que  le 
point  M puisse  suivre  deux  cbemins  à la  fois,  on  ne  peut 
sans  absurdité  admettre  l’équilibre  de  P et  de  Q. 

1 7.  L’équilibre  ne  pouvant  subsister  entre  deux  forces  P et 
Q qui  ne  sont  pas  en  ligne  droite,  le  point  M se  mouvra 
suivant  une  certaine  direction  MR,  comme  s’il  était  solli- 
cité par  une  force  unique  B.  Cette  force  est  appelée  la  ri- 
tultanU  des  deux  autres , et  celles-ci  en  sont  les  compo- 
santes [note  première  (*)]. 

Observons  que  deux  forces  qui  ont  une  résultante  ne 
concourent  pas  toujours  en  un  point.  Par  exemple, si  deux 
forces  parallèles  P et  Q agissent  sur  un  corps  et  qu’une 
force  R produise  le  même  effet,  celle-ci  sera  la  résultante 
des  deux  autres. 

18.  Le  cas  le  plus  simple,  après  celui  de  l’équilibre  de 
deux  forces  égales  qui  agissent  sur,  un  même  point,  est 
celui  de  l’équilibre  de  trois  forces  égales  appliquées  à ce 

I 

('}  y ayez  les  Notes  à la  fin  de  l’onvrage,  page  43g  et  suivantes. 
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point  : soient  P,  Q et  R oes  trois  forces,  pour  fjii'f^les  se 
inetlent  en  équilibre,  il  faut  qu’elles  diriient  en  trois  par- 
ties égales  (lig.  5)  la  circonférence  dont  leur  point  oom-  Fig.  5. 
mun  d’application  M e$t  le  centre;  car  «alors  toutes  les 
raisons  que  l’on  pourrait  donner  pour  prouver  que  ce 
point  doit  se  mouvoir  sur  la  direction  de  l’une  de  ces 
forces , pouvant  s’appliquer  à l’une  des  deux  autres,  U en 
résulte  que  le  point  M ne  cédera  de  préférence  i aucune, 
et  par  conséquent  restera  immobile. 

ig.  Les  angles  égaux  PMQ , PMR  et  QMK  (Dg.  5)  étant  Fig  5. 
mesurés  par  le  tiers  de  la  circonférence , sont  chacun  de 
I angle  droit,  ou  de  i2o”  {diviê.  eexagisim.').  Par  consé- 
quent , si  l’une  des  trois  droites  PM , QM , RM  (fig.  S)'  est  Fig.  5. 
prolongée  en  M,  dans  l’angle  formé  par  les  deux  autres, 
elle  partagera  cet  angle  en  deux  parties  égales.  En  efiet, 

MS  étant,  par  exemple,  le  prolongement  de  RM,  on  voit 
que  les  angles  PMS  et  QMS  sont  égaux  comme  supplé- 
mens  des  angles  égaiix  PMR,  QMR,  d’ob  il  suit  que  MS 
partage  l’angle  PMQ  en  deux  parties  égales. 

20.  Soient  maintenant  deux  forces  égales  P et  Q (fiÿ  6)  Fig.  6. 
appliquées  perpendiculairement  aux  extrémités  A et  B d’une 
droite  AB;  nous  allons  prouver  que  la  résultante  de  ces 
forces  passe  par  le  milieu  O de  la  droite  AB,  et  égale  en  in- 
tensité la  somme  des  intensités  des  forces  P et  Q.  Pour  cet 
efiet,  menons  par  les  points  A et  B les  quatre  droites  AC, 

AD  , BC  , BD  , qui  fassent  chacune  avec  AB  un  angle  de 
3 angle  droit;  les  triangles  ACB,  ADB  , seront  isoscèles,  et 
auront  des  côtés  égaux  AC,  CB,  AD  et  DB.  ^ 

Cela  suffira  pour  prouver,  d’une  part , que  les  droites  AB. 
et  CD  SC  coupent  au  point  O à angles  droits,  et  de  l’autre 
<|uc  la  figure  ACBD  est  une  losange  ; les  côtés  de  cette  lo- 
xange  et  leurs  prolongcmens  détermineront , en  se  rencon- 
trant , quatre  angles  obtus  ACB , ADB , P' .AC , Q'BC , qui  se- 
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ront' é^nx"chacu«  h angle  droit;  car  l’angle  CAD  étatit 
par  ciHistruction  égal  à ^ artgU  droit,  l’angle  FAC  qui  en 
est  le  supplément  doit  être  de  f tmgle  droit,  autrement  la 
somme  de  CAD  et  de  CAP'  ne  vaudrait  pas  deux  angles 
■droite;  et  comme  les'côbés  opiMsés  de  la  losange  sont  paral- 
lèles, l’angle  ACB  équivaut  è CAF , et  par  conséquent  est 
aussi  .égal 'à  \ angle  droit'.  11  en  est  de  même  des  autres 
angleS' CBQ'  et  ADBi' Cela  posé,  la  direction  de  CD  coupant 
en  deux  parties  égales  l’angle  ACB  qui  est  de  ^ ar^le  droit, 
il  s’enwit,  art.  19,  que  les  trois  angles  ACB,  AGS,  BCS 
seront  égaux.  On  prouverait  pareillement  qu’il  existe  trois 
angles  égaux  aux  points  A , B et  D^  ,, 

7 ai.  Maintenant  nous  pouvons  appliquer  aux  points  A, 

B,  Ç,  D,  que  nous  considérerons  comme 'liés  entre  eux, 
ckmsp  forces  égales,  distribuées  de  la. aorte  :> 

' au  point  A les  trois  forces  égales  P , P',  P*, 

au  point  B les  trois  forces  égales  Q,  Q',  Q*, 

'■  ■ ail  point  C les  trois  forces  égales  S , S',  S”, 

au  point  D les  trois  forces  égales  V,  V',  V'; 

forant  des  angles  de  5 ang.'droit,  elles  se  feront  équilibre. 

Mais  les  forces  égales  F et- V*,  Q'  et  V'  qui  agissent  en 
sens  contraires,  se  détruisent  deux  à deux,  art.  i4;  il  en 
est  de  même  des  forces  P*  et  S',  Q*  et  S>*.  Donc , pour  que 
l'équilibre  se  maintienne  dans  le  système,  il  faut  que  les 
quatre  forces  P,  Q,  S et  V se  contrebalancenj.  Ces  deux 
dernières  étant  égales  et  agis.sant  dans  le  même  sens,  peu- 
vent s’ajouter  et  s’appliquer  au  point  O de  leur  direction, 
f ij.  6.  Ainsi , il  y a équilibre  (fîg.  6)  entre  P,  Q et  une  force  R qui , 
égale  à leur  somme,  passerait  par  le  milieu  O de  AB.  ‘ 

Si  nous  supprimons  Pet  Q,  l’équilibre  sera  rompu,  et 
nous  ne  pourrons  le  rétablir  qu’en  plaçant  au  point  O une 
force  H'  égale  et  directement  opposée  à R;  cette  force  aura 
«hme  l’eCTet  de  P et  Q réunis,  et  par  conséquent  en  sera  la 
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réauUaiite*  11  suit  de  là  que' la  r^itultanta  de$  deux  forcn 
paraUiUt  igfkt  P«tQ,  équitwU  àlatammed»  cet  forpetf 
leur  ett  parùUife  et  ■dit'itfe-vu  deuK  pqrtiet  égaUt  la  per- 
pendiculaire AJB,  à la  directioa  ootmnune  d*  cet  forces. 

.Le  fond  de  cette  démoottration  »pÿ^ti«nt  à M.  Fonrier. 

y 

ad.  Pour  trouver  1er  conditiooa  dVqililibre  de  deux  forces 
fmrallëles  mégâln  P el  Q àppliqudeâ’ aux  extrémités  A et  B 
‘d’uné  ctroiie;;AB  i(Cg^  7),  aost  p Fooité  de  force,  et  suppo>  Fig.  9 
sons  P Bt=  Mp’et  Q àenp,  c’dàt«à-di«i’«kpriimii»  |»r  ni  : n 
le  ra  ppor  t' dés  isMes' Pet  Q ; per^ageoialepstasl»  AB  en:  deux 
parties  qui  soient  da^^s^ce  rappoett  ncpis  aurons 

„ . p:'q  ::  ad  : db.,,  («)., ..  ^ 

Portons  AD  de  A en  A',  et  Dfi  de  B en  B',  noos  aurons  en- 
core, parce  que  A'D  et  DB'  sont  doubles  de  .AD  et  de  DB, 

P : Q : A'P  : DB' 


.Par  conséquent,  si l’op  partage  4»'P  en  m paptife égales,  DB' 
le  sera  en  tk»  et  A'B' con|ttendra  autant  de  parties  é^Ies  que 
P -1-  Q contient  p\vt  conuoe  deux  des  points  de  division  a', 
a*,  a",  etc.,  Séparent  trois  parties,  que  trois  en  séparent 
quatre,  et  ainsi  de  anite,  A>' B' renfermera  un  point  do  di- 
vision de  moins  que  de  parties.  Appliquant  une  force  p à 
diaque  poiqt  de  division,  ü en  restera  une  dont  nous  porte- 
rons une  moitié  en  A'  et  Paùtre  en  iF,  et  tontes  nos  forces 
jiartieiles  seront  distribuées  sur  A'B'.  Or,  les  points  A'  et  D 
.étant  également  éloignés  de  A,  la  force.^p,  appliquée  en 
A',  fera  équilibre  à la  moitié  delà  force  p appliquée  en  D, 
et  leur  résultante  sera  ^le  à leur  somme,  et  passera  par  le 
point  A.  Il  en  sera  de  même  des  forces  p ci  p appliquées  en 
a'  et  en  a^,  des  forces  p eî  p' Appliquées  en  a’  et  en  , ainsi 
de  suite;  de  sorte  que  la  résnItantd’deToutcs  les  forces  par- 
tielles distribuées  sur  A'D  passera' par  le  point  A,  et  sera 
égale  à leur  somme,  c’est-à-dire  à P.  On  prouverait  qu’il  en 
est  de  même  de  OB'  à l’égarddeQ.  Ainsi , le  sjstème  de  tontes 
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le*  forces  partielles  distribuces  sur  A'B'  jieut  être  rem- 
placé par  deux  forces  P et  Q,  appliquées  aux  points  A et  B. 

Mais  on  peut  autrement  combiner  ces  forces  parallèles, 
car  en  les  prenant  deux  à deux  à égale  distance  du  milieu 
O de  A'B',  on  prouvera  facilement  que  la  résultante  de  tontes 
passe  pr  ce  point  O,  et  est  égale  à leur  somme  P Q. 

U ne  reste  plus  qn’à  déterminer  la  position  du  point  O. 
Pig-  :•  Pour  cela,  nous  remarquons  que  A'O  (fig;  '7),  moitié  de 
A'B',  équivaut  à AB;  remplaçant  cette  valeur  dans  l’é- 
quation suivante,  donnée  par  l’inspection  de  la  figure 

AO  = A'O— AA.  ' 

on  aura  AO=AB— AA',  ou  plutôt  AO=  AB — AD  = DB  ; 
on  reconnaîtra  de  même  que  OB= AD.  Mettant  ce*  valeurs 
de  DB  et  de  AD  dans  la  proportion  (a) , il  viendra 

Q : P ::  ao  :ob.  ..  (ô). 

Quand^P  et  Q sont  incommensurables,  cette  proportion, 
Fig.  7.  fondée  sur  le  partage  de  A'B'  (fig.  7)  en  m~f-n  prties  égales, 
n’est  plus  démontrée;  mais  elle  le  devient  en  prenant  pour 
points  de  division  ceux  de  la  droite  A'B'  qui , prce  qu’a- 
lors  An',  a'a",  etc. , sont  infiniment  petits  ('*) , est  continue. 
n3.  Cette  proportion  subsiste  encore  pour  des  forces 
Fig.  8.  p-trallèles  P et  Q appliquées  (fig.  8)  aux  points  C et  D d’une 
oblique  CD;  car  en  menant  AB  a angles  droits,  et  en  trans- 
portant les  points  d'application  aux  points  A et  B des  direc- 
tions de  P etdeQ,  la  proportion  (i)  a lieu;  et  si  l’on  j rem- 
place le  rapport  de  AO  à OB  par  celui  de  OC  à OD  fourni 
par  la  similitude  des  triangles  Af.'O,  BOD,  on  aura 

Q : P ::  OC  : od. 


f*)  Si  l'on  Toulail  rvilrr  la  cuii^iilcialion  des  iiiliiilmcm  pellti , dans  le 
ras  de  rincnnusensiirabiliie,  on  |>oarraic  dc'monlrer  par  l'ai. suide  la  jiii- 
IrsK  delà  proportion  prrci'deme,  on,  reqiii  retient  au  m^me,  de  criloci; 

Q:P-l-Q:;AO;.\F, 
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OmicIuods  que,  lonque  deux  forces  paraUiles  et  inégales  P 
et  Q sont  appliquées  aux  extrémités  C et  D <fune  droite 
CD  J leur  résultante  partage  cette  droite  en  deux  parties  qui 
sont  en  raison  inverse  des  intensités  de  ces  forces.  ^'6' 

24.  Ce  théorème  nous  offre  un  moyen  facile  de  démon- 
trer celui  du  parallélogramme  des  forces  dont  voici  l’c- 
nonoé  : Si  deux  forces  P et  Q qui  concourent  en  un  point 
A (hg-  9)  sont  représentées  pêr*les  parties  AB  et  AC^'i-  9- 
prises  sur  leurs  directions  et  proportionnelles  à leurs  in- 
tensités j la  résultante  de  ces  forces  sera  également  repré- 
sentée en  intensité  par  la  diagonale  du  parallélogramme 
construit  sur  AB  et  ACj  et  en  suivra  la  direction. 

Il  est  d’abord  évident  que  cette  résultante  passe  par  le 
point  de  concours;  car  l’action  mutuelle  des  deux  forces 

qu’on  obtient  «1  ajoulanl  les  anuSrëtlens  aux  conacijuena.  En  efièt,  ai 
celte  proportion  c'iait  inexacte,  ce  aérait  parce  que  aon  qualricnie  terme 
deTraii  être  plua  grand  ou  plua  petit  que  AB.  Soppnsooa-le  plua  grand  et 
t^al  à Ab  (üg.  8),  celte  bypotlièae  noua  donnerait  ^8’ 

Q:P  + Q::AO;Ai; 

alora,  en  partageant  Ab  en  partiel  t'galea  moindres  que  B&,  un  dca 
points  de  dirlsion  tomberait  entre  B et  et  en  appliquant  ù ce  point 
n la  foicc  Q,  on  aurait,  par  ce  qui  précMe, 

Q:P  + Q:;  Aty:  An. 

La  droite  AO',  qni  entre  dans  cette  proportion , est  plus  grande  que  AO  ; 
car , que  P et  Q soient  incomnienaurables  ou  non , le  point  O'  sera  le  mi 
Ueii  de  tAn  tout  aussi  bien  que  O était  celui  deuAB;  et  comme  An  anr- 
paaie  AB,  il  faut  aussi  que  AO'aurpaaae  AO.  Cela  pose,  on  lire  des  se- 
conds rapports  des  proportions  précédentes , 

AO:Ai::  AO':An; 
et  en  changeant  les  mojciu  de  place, 

AO  : AO'  ; ; A6  : An , 

proportion  absurde , pnisqnC  AO  est  plus  petit  que  AO',  comme  on  vient 
de  le  démontrer,  tandis  que  Ab  surpasac  An.  On  prouverait  de  la  iiiéuic 
manière  que  le  quatrième  It  rinc  de  la  proportion  ne  pourrait  être  plus 
petit  que  AB  , ce  qui  montre  qu’il  ne  diflï-re  pas  dè  eetic  droite  AB. 
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te  réunistant  poar  entraîner  ce  point,  il  ne  pent  qa'ap- 
partenir  à la  direction  de  la  force  unique  qui  est  la  ré» 
tuUante  des  deux  autres. 

3.5.  Les  forces  P et  Q,  en  concourant  en  un  point  A 
( fig.  9),  déterminent  un  plan  FAQ  dans  lequel  la  direc- 
tion de  la  résultante  doit  être  comprise.  En  effet,  si  cette 
résultante  était  située  au-dessus  decc  plan,  toutes  les  raisons 
qu’on  pourrait  donner*  pour  prouver  qu’elle  doit  suivre 
cette  direction  pourraient  s’appliquer  pour  prouver  qu’elle 
tloit  suivre  une  direction  située  symétriquement  au-dessous; 
donc  la  résultante  ne  spivra  ni  l’une  ni  l’autre. 

a6.  Il  ne  sera  pas.plps  diSicilc  de  démontrer  que  cette 
résultante  suivra  la  droite  AD  (Cg.  10,  ii  et  la)  qui  par- 
tage l’angle  de  ces  forces  en  deux  parties  égales. 

En  effet , la  droite  AD  partageant  l’angle  FAQ  en  deux 
parties  ^ales,  si  la  droite  An  était  la  résultante,  il  exis- 
terait une  autre  droite  An  absolument  située  , i l’égard  de 
AD,  de  AQ  et  de  AP,  comme  Am  l’est  à l’égard  de  AD, 
de  AP  et  de  AQ  ; de  sorte  que  toutes  les  raisons  qu’on 
pourrait  donner  pour  prouver  que  A/n  est  la  résultante, 
;K>urraienl  s’appliquer  pour  prouver  que  An  est  aussi  la 
résultante;  d’où  l’on  conclurait  qu’il  y aurait  deux  résul- 
tantes, ce  qui  est  impossible:  donc  la  résultante  ne  peut 
être  dirigée  que  suivant  AD. 

27.  Supposons  maintenant  que  deux  forces  inégales  P et 
Q concourent  en  A (6g  i3) , et  que  le  parallélogramme 
AUCD  ait  pour  côtés  les  droites  AB;  AC,  proportionnelles 
aux  forces  P et  Q,  et  situées  dans  leurs  directions.  Il  s agit 
de  démontrer  que  la  résultante  de  P cl  de  Q , <|ui , d’après 
ce  qui  précètle,  passe  par  le  point  A,  passera  aussi  par 
l'extrémité  D de  la  diagonale  AD.  Pour  cela,  ayant  pris 
DE  = AB  = P,  menons  la  parallèle  EF  à la  droite  AB , et 
appliquons  en  E et  en  F deux  forces  Q'  et  Q*  égales  à Q, 
et  dirigé-es  en  sens  contraires  dans  la  direction  de  LF;  ce» 
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forces  se  détruiront , et  par  cela  tnémè  nous  serons  en 
droit  de  substituer  aux  forces  P et  Ç les  quatre  forces 
I Q I Q’  et  Q*.  En  considérant  P et  Q'  comme  deux 
ftH'ces  appliquées  aux  points  B et  E de  la  droite  inflexible 
B£ , coaiine  on  a par  construction 

p!:Q' ::  DE  : BD, 

il  suit  du  dernier  thcorëme  qu’on  a démontré,  que  la 
résultante  R des  forces  P et  Q'  passera  par  le  point  D. 
iVun  autre  côté,  si  l’on  transporte  la  force  Q au  point  F 
de  sa  direction,  les  forces  égales  Q et  Q'  auront  une  ré- 
sultante S qui,  dirisatit  l’angle  Q'FQ  en  dens  parties  égales, 
art  &6 , passera  par  l'extrémité  D de  la  loza'nge  CDEF  ; nous 
aurons  donc  deux  résultantes  R et  S qui,  concourant  au  point 
D,  passeront  par  ce  point.  Il  en  sera  donc  de  même  de  la  ré- 
sultante de  P et  de  Q,qui  ne  diflêre  pas  de  celle  de  R et  de  & 

28.  Il  nous  reste  à démontrer  que  les  composantes  P 
et  Q étant  représentées  en  intensités  'par  les  droites  AB 
et  AC  (fig.  i4),  la  rcstiltante  doit  l’étre  par  ladiagonale  AD.  fig-  ‘4- 
En  effet , ai 'au  point  A (fi^.  i4)  , et  dans  la' direction 
de  la  diagonale  AD  du  parallélogramme  BAC  des  forces 
P=AB  et  Q=  AC,  on  applique  une’  force  inconnue  X 
égale  et  directement  opposée  à leur  résultante,  l’équilibre 
subsistera  entre  ces  trois  forces.  On  pourra  donc  regarder 
à son  tour  Q comme  directement  opposé  & la  résultante 
des  forces  X et  P;  d’oiù  il  suit  que  si,  par  l’extrémité  B 
de  cette  dernière,  ou  mène  BE  parallèle  à X,  cette  pa- 
rallèle rencontrant  en  E la  direction  de  la  diagonale  Q, 
déterminera  BE  pour  le  câté  qui , dans  le  parallélogramme 
I3AFE,  sera  opposé , et  égal  au  côté  X;  mais  BE  comme 
côté  du  parallélogramme  ED,  est  égal  à la  diagonale  AD 
du  parallélogramme  des  forces  P et  Q } donc  X = AD  : 
ce  qui  prouve  que  l’intensité  de  la  résultante  se  mesure  , 
par  la  longueur  de  la  diagonale. 
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2Ç).  Ua  des  premiers  corollaires  que  l’on  peut  tirer 
de  la  proposition  du  parallélogramme  des*  forces,  est  la 
relation  trigonométrique  qui  existe  entre  deux  forces  P et 
Q qui  concourent  en  un  point  A et  leur  résultante  II.  Pour 
Fig.  i5.  l'ohfenir,  prenons  sur  les  directions  de  ces  forces  (fig.  i5) 

des  parties  AB  et  AC  proportionnelles  à ces  forces,  et  ** 
construisons  le  parallélogramme  ABDG , nous  aurons 

P:Q;R::  AB:  AC:  AD. 

Le  côté  BD  étant  égal  à AC , on  peut  ne  considérer  que  les 
cétés  du  triangle  ABD , et  la  proportion  précédente  deriept 

P:  Q : R ::  AB  :BD  : AD. 

D’une  autre  part,  les  côtés  d’un  triangle  étant  proportionnels 
aux  sinus  des  angles  qni  leur  sont  opposés , on  a encore 

AB  : BD  : AD  ::  sin  BDA  : sinBAD  : sin  ABD. 

On  tire  de  ces  proportions  , 

P : Q : R ::  sinBDA  : sinBAD  : sin  ABD. 

Le  triangle  des  forces  est  ainsi  ramet^  à la  Trigonométrie. 

30.  Par  exemple,  si  l’on  donnait  les  deux  composantes  AC  et 
AB,  et  l’angle  BAC  qu’elles  formententreelles,etqu’on  voulût 
déterminer  la  résultante,  comme  l’angle  BAG  est  supplément 
de  l’angle  ABD , on  connaîtrait  dans  le  triangle  ABD  l’angle 
B et  les  deux  côtés  compris-,  il  serait  donc  iheile  de  déter- 
miner par  la  Trigonométrie  le  côté  opposé  AD  = R.  Au 
reste,  ou  calculerait  aisément  R par  la  formule  (*) 

R»  = P»  + Q»  — aPQ  cos  B. 

31.  Si  l’on  veut  que  l’angle  qui  entre  dans  cette  for- 
mule soit  l’angle  BAD  des  forces,  cet  angle  étant  supplé- 

Fig.  |5.  (’)  Pour  la  demomrer , le  triangle  AED  , rectangle  en  D,  noui  donne 

AD*  = (BD  — BE)« -4- AE" } 

mettant  dan*  cette  équation  AB  cos  B et  AB  «in  B 5 la  plare  de  BE  et  de 
AE,  i-t  rrniplaeant  sin’  B -f-  co*’  B par  l'nnilé  , on  rt-duim. 
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ment  de  l’angle  B , on  doit  avoir  cos  B = — cm  A ; par 
Conséquent  oii  a la  relation  suivante  entre  la  résultante  , 
les  deux  composantes  et  l’angle  qui  est  compris  eutre  ces 
dernières, 

R*  = P*  + Q’  + aPQ  cos  A. . . (i). 

3n.  Lorsqu’on  a plusieurs  forces  qui , quoique  situées 
dans  ces  plans  différens,  concourent  en  un  point  A,  on 
en  peut  toujours  déterminer  la  résultante;  car  il  sulTit 
de  composer  ces  forces  deux  à deux  et  de  leur  substituer 
leur  résultante , pour  diminuer  successivement  le  nombre 
des  forces  du  système  et  les  réduire  enfin  à une  seule. 

33.  Il  existe,  sur  la  composition  de  plusieurs  forces 
qni  concourent  en  un  point,  une  construction  graphique 
très  remarquable. 

La  voici  : soient  (6g.  17)  P,  P',  P*,  P*,  etc. , plusieurs  fig.  17. 
forces  qui  concourent  en  un  point  A , et  que  nous  représen* 
ferons  par  les  parties  Ap,  A.p\  Ap“,  Ap" , etc.,  de  leurs 
directions  : on  mènera  à Ap'  la  parallèle  pr  égale  à Ap', 
et  l’on  formera  le  parallélogramme  Aprp' -,  la  diagonah; 
Ar=Rserala  résultante  dePetdeP'  : menant  ensuite  rr  pa- 
rallèle et  égale  à Ap",  et  formant  le  parallélogramme  Arr'p*, 
la  diagonale  Ar  sera  la  résultante  de  R et  de  P*  ou  des  forces 
P,  P,  P*.  On  voit  que  par  ce  procédé  ou  construira  un  po- 
lygone Aprr'/-',  etc. , dont  les  côtés  seront  parallèles  aux  di- 
rections des  forces  P,  P,  P“,  etc. , et  dont  les  longueurs  res- 
pectives représenteront  les.  intensités  des  forces  P,  P , P*,  etc. 

Les  distances  de  A aux  angles  de-  ce  polygone  seront 

Ar  résultante  de  P et  de  P, 

A/  résultante  de  P,  de  P'  et  de  P*, 

A/ résbltantr  de  P,  de  P,  de  P et  de  P. 

En  continuant  ainsi,  l’on  voit  que  la  distance  de  A à l’ex- 
trémité /*)  du  dernier  côté  du  polygone  Arrr"... 
sera  égale  à la  résultante  de  toutes  les  forces. 
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• Des  forces  appliquées  à un  même  point  et  qui  sont 
' situées  dans  un  même  plan. 

Fig.  19.  34.  Soient  P,  V,  P",  P*,  etc.  (fig.  18),  différentes  forces 

situées  dans  un  plan  , et  qui  aboutissent  à un  point  A : nous 
mènerons  par  cc  point  les  axes  rectangulaires Âx et  Ay,  et  en 
représentant  ces  forces  P , P',  P“,  etc. , par  les  parties  AP, 
AP',  AP",  etc. , de  leurs  directions , nous  les  déuoinpo' 
serons  chacune  en  deux  autres  dirigées  suivant  tes  axes 
hx  et  A_y.  Pour  cet  effet,  soient  a,  m,  m",  etc.,  les  angles 
que  les  forces  P,  P',  P",  etc.,  font  avec  l’axe  des  x,  et  C,  fi", 
C,  etc.,  les  angles  quelles  font  avec  l’axe  desj'.  Comme 
on  sait  qu’en  général  lorsque  l’h)'pothénuse  AB  (fig.  19) 
d’un  triangle  rectangle,  fait  un  angle  A avec  l’un  des  côtés, 
le  côté  adjacent  a pour  expression  AB  cos  A,  taudis  que 
le  côté  op|K>sé  à l’angle  A est  égal  à AB  sinA  (*),  on 
' pourra  facilement  calculer  les  composantes  des  forces  P, 
P',  P",  P",  etc.,  suivant  les  axes;  car  la  force  P,  représen-, 
tée  par  AB,  faisant  un  angle  « suivant  l’axe  des  x,  et  un 
angle  S avec  celui  des^,  on  aura  pour  ses  composantes, 

AC  = Pcos«,  BC  = Pcosff. 

i ' 

On  trouverait  de  même  que  les  lorces  P',  P*,  P",  etc. , 
ont  pour  composantes  dans  le  sen.î  des  x , 

P'  cos  »,  P*  coi  »',  P*  cos  «t*,  etc. , 
et  dans  le  sens  des  y, 

Fcosf',  FcosC*,  P*  cos  C-,  etc. 

Si  l’on  ajoute  toutes  les  composantes  dirigées  suivant 


(*)  Pour  le  demonlrer,  il  suffit  àt  remarquer  qu’on  a Iles  (rroporliona 

(fig.  >9) 

AB  ; AC  ; : I ; ro$  A , AB  ; BC  ; I i ; ain  A i 
il'où  l'on  lire 

AC  =:  AB  cos  A,  BC  = ABsiuA. 
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Vue  des  X,  et  qu’on  fasse  la  même  chose  à l’égard  des 
composantes  dirigées  suivant  Vue  des  y,  en  représentant 
ces  sommes  par  X et  par  Y,  nous  aurons 

P cos  • -f-  P'  cos  ti'  + P*  cos  + etc.  — X, 

P cos  C P'  cos  * -1-  P*  cos  C*  -f*  etc.  = Y, 

et  alors  toutes  les  forces  seront  réduites  à deux,  l’une  X 
qui  agira  suivant  l’axe  des  x,  et  l’autre  Y qui  agira  suivant 
l’axe  des  J'.  Nommant  R la  résultante  de  ces  deux  forces, 
elle  nous  sera  donnée  par  l’équation 

X*  4-  Y*  = R*. 

35.  Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  attribué  1c  signe 
positif  à tous  les  cosinus , parce  que  nous  les  avons  consi- 
dérés en  général,  mais,  dans  la  pratique,  il  faudra  avoir 
égard  aux  signes  qui  doivent  les  affecter.  C’est  ce  qui  va 
s’éclaircir  par  les  considérations  suivantes.  Soit  donc  un 
point  M ( fig.  20  ),  que  sollicite  une  force  représentée 
en  intensité  par  la  droite  MP.  En  décomposant  cette  force 
en  deux  autres  dirigées  suivant  les  axes  rectangulaires  Mx, 
Mj^i'si  l’on  donne  l’angle  a que  celte  force  fait  avec  Taxe 
Mx,  ses  composantes  seront  évidemment 

MC  = MP  sin  a,  MO  = JVfP  cos  a. 

En  admettant  que  les  forces  dirigées  suivant  Mx  soient 
t^ositives  lorsqu’elles  agissent  de  M en  x,  la  composante 
MD  sera  positive.  Si  la  force  MP  prend  ensuite  la  position 
MP',  l’angle  a , mesuré  par  l’arc  AP,  augmentera , et  le  co> 
sinus  diminuera;  de  sorte  que  si.  la  force  MP  tombe  dans 
l’angle  droit  ^MB,  et  devient  MP*,  son  cosinus  changera  de 
signe;  et  l’on  voit  qu’en  effet  la  composante  de  MP*,  repré- 
sentée par  MD',  est  alors  négative,  et  tend  à entraîner  le 
point  M dans  un  sens  opposé  à.  celui  ob  elle  le  solllcit.vit 
quand  la  force  avait  la  position  MP,  et  que  la  composante 
était  MO.  Voilé  donc  deux  forces,  MD  et  MD*,  qui  sont  do  « 
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tigiies  contraires;  et  l’on  Toit  que  pour  déterminer  cessigncs, 
il  sufiit  d’attribuer  à oos  « la  valeur  qui  lui  convient,  eu 
égard  à l’angle  auquel  il  correspond.  De  cette  manière,  nous 
pourrons  admettre  que  toutes  les  force  MP,  MP',  etc. , qui 
sollicitent  un  point  M,  soient  positives,  pourvu  qu’on  choi- 
sisse convenablement  le  signe  qui  appartient  au  cosinus. 

36.  Si  la  force  que  nous  considérons  tombait,  comme  MP*, 
au-dessous  de  AB,  il  faudrait  donc  , en  mesurant  l’angle  • 
par  un  are  ALBP",  considérer  un  angle  plus  grand  que  la 
demi-circonicrence.  Pour  éviter  ces  inconvéniens,  nous  con- 
viendrons de  mesurer  les  angles  « et  C indistinctement  de 
chaque  côté  de  leurs  ases  respectifs.  Ainsi,  lorsque  notre 
force  tombera  au-dessous  de  AB,  l’angle  «sera  mesuré,  non 
par  l’arc  ALBP*,  mais  par  l’arc  AP*,  qui  a le  même  cosinus. 
De  cette  manière,  nous  n’emploierons  plus  que  des  arcs  qui 
n’cxcèderont  pas  ^oo".  Il  est  vrai  quequand  on  donnera  l’angle 
» , comme  il  pourra  être  porté  de  A en  P,  ou  de  A en  P*,  il 
semble  qu’on  ne  pourra  plus  distinguer  entre  elles  les  di- 
rections des  forces  MP  et  MP* ; mais  tout  doute  cessera  à cet 
égard  si  l’on  fait  attention  que  l’anglef  déterminera  cechoix, 
puisque  cet  angle  est  aigu  pour  la  force  MP,  et  obtus  pour 
la  force  MP". 

37.  En  général , de  quelque  manière  qiie  soit  située 
notre  force,  comme  elle  doit  toniber  dans  l’un  des  quatre 
angles  droits  formés  autour  du  point  M , elle  ne  peut  prendra 
è l’égard  de  ces  angles  que  l’une  des  quatre  positions  indi- 
quées dans  les  fig.  a 1 , 22 , 23  et  24. 

Dan*  la  i'*,  a ri  Caigns donnent  coa  a et  coa  C potitifi, 

Dan»  la  a>a»,  « obtus  et  C aigu  donnent  co»  » négatif  et  co»  C positif, 

Dans  la  3*<,  a et  C obtus donnent  cos  c cl  cos  C négatifs, 

Dans  la  <{■><>,  a aigu  et  C obtus  donnent  cos  a positif  et  cos  a négatif. 

On  voit  que  tous  ces  angles  sont  mesurés  chacun  par  un 
arc  qui  uc  surpasse  pas  aoo”. 

38.  Il  esta  remarquer  que  les  signes  de  ces  cosinus  sont 
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* ceux  des  co<MxlonDées  «etjr  du  potnlfi.  Par.exemple,  lorsque 
le  point  B est  situé  dans  l’angle  x'  Ay  (fig.  2?.),  x est  négatif 
et^  positif,  et  l’on  a aussi  cos  <c  négatif  et  cos'C  positif. 

3g.  Pour  donner  un  exemple  delà  déterminafion  des  si- 
gnes des  cosinns , clierclions  la  résultante  des  forces  P,  P', 

P",  P",  P”,  disposées  cbmme  dans  la  fig.  26,  et  qui  toutes  Fig.  s5. 
tendent  à entraîner  le  point  A ; en  attribuant  le  signe  positif 
on  le  signe  négatif  anx  forcos'qiii  correspondent  àades  angles 
aigm  ou  obtus,  les  composantes  • ! 

^ de  P 'j  r -f-  P cos  «,  ^-j-  P 'cos  C 

* tic  P'  / 1 + P^  L'OS  »,  — P'  cos  C 

de  P"  > seront  < + P*  cos  «*,  — P"  ’cos  S’ 

,1e  P-  I ) P-  cos  a",  — P*  cos  r 

de  P”  J • — P”  cos  m'\  -}-  P‘»  cos  C». 

Onnjoutera  les  composantes  qui  agissent  dans  un  sens,  et 
l’on  relranchera  de  cette  somme  celles  qui  agissent  en  sens 
contraire , cl  l’on  obtiendra 

PeoS»-4-P^ cos«'  + P* cos«*  — P*cos  «"  — P"'  cos  =X,  pig.  35. 

P cos  C ■+•  P"  cos  C’— F cosC  — P*  cos  C"  — P*  cos  r = Y. 

4o.  Si  l’on  se  réserre  de  déterminer  les  signes  des  cosinus 
lorsque  l’on  passera  à la  pratique,  on  peut  donner  à tous 
les  cosinns  le  signe  positif,  et  l’on  aura  en  général 

P cos  « -j-  F cos  a -4- P"  cosm"  -j-  etc.  = X. . . (2) , 

P cosC  -f.  P'  cosC'  -f-  P^cosC"  + etc.  = Y.î . . (3). 

4i‘>  La  résultanteélant  ladiagonale  çFup  parai lél<^ramme 
dont  les  côtés  rectangulaires 'Sont  X , et.  Y, ;sçra  donnée^  par 
l’équation  * 

(4). 

'•  . ' ’ . 

Il  ne  s'agit  plus  que  d’en  déterminer  la  position.  Pour  cet 
effet,  si  nous  nompiODS  a et  ô les  angl.ç^i,.qp|Ç  cctte^résul- 
Elim.  de  Mècaitùjue.  2 
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tante  fait  avec  les  axes  coordonné!  > nous  auront  ' 

^X=Rcosa,  Y = Rcosi, 

d’où  nous  tirerons 

X Y 

cosa=^,  cosfc=^ (5). 

' R R 

Les  seules  données  du  problème  étant  P,  P',  P*,  etc*  i 
cos«,*cos  cos  •*,  etc.,  cos  C,  cos  S',  cos  C,  etc.,  ces 
données  feront  connaître  X et  Y,  'au  mojen  des  équa- 
tions (2)  et  (3).  Ces  valeurs  étant  substituées  dans  la  for- 
mule ([<^on  aura  la  résultante  R,  et  la  position  en  sera  dé- 
terminéepar  les  équations  (5).  ' 

■ 4^'  ^ direction  passant  par  le  point  A , anra 

pour  équation  celle  d’une  droite  menée  par  l’origine.  Cette 
équation  sera  donc  * 

sin  a m 

= , tanga,  ou  y = *— i 

changeant  sin  a en  cos  b , parce  que  les  angles  a et  h for-. 

Fin.  :S.  més  par  la  résultante  R avec  les  axes  Âx  et  (lig.  a6), 

sont  complémens  l’nn  de  l’antre , nous  obtiendrons 

cosé 

y — s , 

•'  cosa 

et  en  mettant  dans  cette  équation  les  valeurs  de  cos  a et  .de 
cos  b données  par  les  équations  (5),  on  anra 


43.  Dans  le  cas  de  l’équilibre,  l’intensité  de  résultante 
R étant  nulle,  la  fomule  (4)  devient 

V^X*  -f-  Y*  r=  O,  on  plutôt  X*  -f-  Y*  = o. 

Comme  tout  carré  est  essentiellement  positif,  et  qu’une 
somme  de  quantités  positivés  ne  peut  être  égale  à séro , è 
moins  que  chacune  ne  soit  nulle  séparément,  on  a 
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X = O.^T  = O. 

Telles  sont  les  équations  de  l’équilibre  de  plusieurs  forces 
qui,  étant  situées  dan*  un  même  plan,  sont  appliquées 
hnmédiatement  à un  point  ^ ' 

44<  Si  X seul  était  nui,  on  aurait 

= Y,  cosfl  = o,  cosé  = ±i. 

Ces  équations  font  Toir  que  la  résultante  serait  dirigée  sui- 
Tant  l’axe  desj'.  • 

On ’prouTerai^dejnéme  que- si  Y seul  était  nul,  la  résul- 
tante serait  dirigée  suivant  l’axe  des  x. 

m 

Observations  générales  sur  les  forces  situées  (F une 
^ manière  quelconque  dans  F espace. 

45.  Lorsque  trois  forces  agissent  d’une  manière  quel- 
conque dans  l’espace,  et  concourent  en  un  point , elles  don- 
nent lieu  k un  théorème  analogue  au  parallélogramme  des 
forces,  c’est  celui  de  leur  parallélépipède.  La  démonstra- 
tion en  est  très  iacile.  En  effet,  soient  ÂP,  AP'  et  AP",  trois 
forces  appliqué^  à un  point  A;  si  l’on  prend  les  lignes  AB, 

AC  et  AD  (fig.  27  },  proportionnelles  à ces  forces,  et  que  Fig. 
l’on  construise  le  parallélépipède  DE,  on  voit  d’abord  que 

la  diagonale  AE  de  la  base  de  ce  parallélépipèile  est  la  ré- . 
sultante  des  forces  AC  et  AB.  Remplaçant  ces  deux  forces 
par  AE,  la  résultante  cherchée  sera  celle  de  AE  et  de  AD, 
et  se  terminera  à l’extrémité  F de  la  droite  FE  parsjlèlc  et  '' 
égale  au  côté  AD;  elle  sera  donc  la  diagonale  AF  du  paraV 
lélépipède  DE.  f . ^ 

46.  Si  les  trois  forces  sont, rectangulaires,  l’angle  AEB 
est  droit , et  nous  avons 

AE*  = AB*  -I-  DE*; 

2.  . 


I 
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l’angle  E du  triangle  AEF  étant  également  droit , nous  avons 
encore  • 

^ AF*  = AE*  + FE*. 

* • * 

Remplaçant  AE*  par  sa  valeur  donnée  par  la  précénlenle 
équation  , nous  trouverons  , 

AF*  = AB*  + BE*  + FE*. 

Substituant  les  droites  AC  et  AD  à leurs  parallèles  BEel 
FK,  et  passant  à la  racine,  nous  obtiendrons  endii 

AF'=  l/ AB*  4-  AC*  + A'D*  (*)  ■, 

OU  ^ , 

R=  P**, 

• * 
en  désignant  par  R la  résultante  de  nos  trois  forces. 

47-  Deniêine  que  nous  avons  rapporté  à^deux  axes  rec- 
tangulaires les  forces  quf  agissent  dans  un  plan,  de  même 
nous  rapporterons  à trois  axes  rectangulaires  les  forces  qui 
agissent  dans  l’espace.  Ainsi  avant  fixé  trois  axes  reclangu- 
a<;.  laires  en  un  point  quelconqueO,  nous  mènerons  (fig.  29) , par 
le  point  d’application  d’une  force  P,  trbis  axes  rectangu- 
laires Ar,  Ay'et  A*,  parallèles  aux  axes  coordonnés;  et 
nommant  «t,  C,y , les  angles  que  cette  force  P,  représentée 
par  AD,  fait  respectivement  avec  ces  axes,  la  direction  de 
cette  force  sera  déterminée  lorsque  ces  angles  seront  connus. 


(')  Celle  foOHulc  revlciit  à celle  qui  exprime  I.1  distanre  des  pnitus  A 
a8.  F (fig.  î8),  car  sairnl  x',  y,  x’  le»  eoorclonnées  du  point  A et  i, 
y,  Z iclltr  du  point  F,  on  a • 

* ar  = pq=il=ol  = ol-oi  = *— 

•AC  = BE=QH  = HL-QL  = HL-PI  = r-y', 

AD  = FE  = FH-EH=.FH-AP  = e-s'4 
Siilnliiuanl,  il  rrieni, 

A F = t/(*  — j';*  + (7’— V)'  +(»  — *7’  • 


« 


I 
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48.  Ces  angles  serviront  égalcmeat  à faire, connaitre  les 
c<)inposanles  de  P suivant  les  axes  Ajc  , A)'  et  Az.  En  cITet  > 
DC  étant  pcrpSiidioulaire  au  plao^As,  l’angle  DCA,  sera 
droit  ; donc  le  triangle  rectangle  ADC , dans  lequel  l’angle 
D adjacent  au  côté  DC,  est  par  Lypothese  y,  nous  donnera 
(note  de  l’art.  34) 

DC=ADcos> (6). 

En  considérant  ensuite  tour  à tour  les  composantes  AB  et 
CB, on  pruuverait.de  même  qu’on  a 

AB  = AD  cos*,  BC  = AD  cos  . . (7)  ; 

.mettant  P à la  place  de  AD,  les  trois  composantes  rcctaii- 
gula'res  de  P seront  donc  P co»  « , P cos  ff  et  P cos  y.  ' 

4y.  Une  propriété  iiiqiortante  des  axe»  rectangulaires 
est  que,  lorsque  deux  des  trois  angles  *,C,y,  sont  donnés, 
le  troisième  en  résulte  nécessairement.  Pour  le  démontrer  , 
nous  remarquerons  d’al>ord  que  le  carré  de  la  diagonale  AD 
étant  égal  à la  somme  des  carrée  des  trois  composantes 
(art.  4^)>  nous  aurons 

AB'4-liC*4-DC‘  = AD*. 

Subs'ituant  dan.»  cette  équation  les  valeurs  des  termes  du 
premier  inemlirc,  doniiées.par  les  équations  7 et  6,  et  sup- 
priniant  ensuite  le  facteur  commun  AD*,  il  restera 

cos’  • -f-  cos*  ff  -|-  cos*  y = I . , . (8)  (note  seconde). 
(À-tte  équation  nous  donne 

cos  y = ± I — J _ _ J 

et  comme  on  tirerait  des  valeurs  analogues  pour  les  deux 
autres  cosinus,  il  eu  résulte  que  l’un  des  trois  angles  que 
fait  la  dirc-clion  de  la  force  Pavée  le»  axe»  Ax,  Ay  et  A:, 
est  déterminé  lorsque  les  deux  autres  le  sont. 

5o.  Le  double  signe  qui  alTccle  le  radical  de  l’équation 


Digiiized  by  Google 


32  aTATIQUE.  < 

9,  nous  indique  que  le  cosinus  de  l’un  des  angles , peut  être 
positif  ou  négatif.  J^e  premier  cas  arrive  lorsque  cet, angle 
est  aigu,  et  le  second  lorsqu’il  est  obtus.  * 

Or,  on  verra  facilement  que  l’angle  y sera  aigu  ou  ob- 
tus, selon  que  la  force  P tombera  au-dessus  ou  au-dm- 
sous  du  plan  xAj',  c’est-à-dire  du  côté  des  t positifs  ou  du 
cûté  des  s négatifs. 

La  même  observation  s’applique  aux  cosinus  des  angles 
I*  et  ?,  considérés  relativement  aux  axes  des  x et  des^.  En 
général,  les  signes  des  cosinus  seront  les  mêmes  que  ceux 
des  coordonnées  x,y,  z comptées  du  point  A. 

5i.  On  emploie  encore  pour  déterminer  les  signes  des 
cosinus,  une  règle  qui  est  fondée  sur  l’art.  lo^  eflet,  si 
Fi|;.  3o.  Ajf  (fig.  3o),  indique  la  direction  de  l’une  dés  compo- 
santes, cette  composante  sera  positive  ou  négative,  selon 
qu’elle  agira  de  A vers  x,  ou  de  A vers  x'.  Dans  le  pre- 
mier cas  son  effet  est  d’écarter  le  point  A de  l’orîgine  O 
des  coordonnées,  et  dans  le 'second  de  l’en  rapprocher.  C’est 
sur  cette  considération  qu’on  a établi  cette  règle  ; C/ne 
composante  est  posilwe  lorsqu’elle  tend  à augmenter  la  coor- 
donnée du  point  d'application  A;  elle  est  au  contraire  né- 
gative lorsqu’elle  tend  à diminuer  cette  coordonnée. 

Des forces  appliquées  à un  'même point,  et  qui  sont 
situées  dans  l’espace. 

53.  Soient  P, P',  P*,  etc.,  diverses  forces  qui  sollicitent 
nn  peint  A ; menons  par  ce  point  les  trois  axes  coordonnés 
Ax,  Ay,  Az , et  nommons 

«,C,y  les  angles  que  P fait  avec  les  axes  coordonnés, 
et.',  C,  y'  les  angles  que  P'  faitavec  ces  axes , 
n" , C*,  -/  les  angles  que  P*  fait  avec  ces  axes, 
etc.  etc. 

En  décomposant  ces  forces  suivant  les  axes  coordonnés , 
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roneù  D4K8  l’ufaqs,  APrLiQuics  a vu  point.  a3 
nous  trouTeroDS  (art.  48) 

P cos  m , P 00s  C , P C03  y pour  les  composantes  de  P, 

P' cos  , F cos  r,  P' cos  y' pour  ceUes  de  P', 

P"  cos  et* , P*  cos  C’,  P*  cos  y*  pour  cellesde  P*, 
etc.  etc.  etc.  etc. 

• 

Si  nous  nous  réservons,  comme  dans  l’article  (4o),  de  dé- 
terminer (es  signes  des  cosinus  lorsque  nous  passerons  ii  la 
pratique , et  que  nous  représentions  par  X,  Y,  Z jles  ooiq- 
posantüs  de  la  résultante  cherchée  suivant  chacun  des 
axes  coordonnés , nous  aurons 

P cos • -t-  F cos  P'  cos  <a*  etc.  = X. . . (9), 

P cosC  + P'  eos  S*  -f-  F cos  C"  + etc.  = Y. . . (10), 

P coay  + F cosy' -H  P*  cos  y"  + etc.  = Z. . . (i  i). 

53.  X,  Y,  Z étant  les  trois  projections  AB,  BC,  CD 
de  la  droite  AD  (fig.  29)  qui  représente  la  résultante  R,  ndus  Fig.  29. 
aurons  ( aj-t  46) 

AB*  -f  BC*  4-  CD*  = AD*, 

et  par  conséquent 

X*+  ï*-f  Z*r=R*. 

Ainsi  l’on  détermixsera  l’intensité  de  la  résultante  au  mo^en 
de  l’équation 

V'X’  + Y'+Z*...  (la). 

D’uae  autre  part , si  noos  appelons  a,  b,  c les  angles  qne  la 
résu^nte  fait  avec. les  axes  coordonnés,  les  composantes  de 
R suivant  chacun  des  axes,  seront 

R cosa,’’ R oos5,  Rcosc; 

et  comme  nous  avons  représenté  par  X , T,  Z ces  compo- 
santes, nous  aurons 

X=Roo$a,  Yr=Rqos(,  Z = Rcosc, 
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f'g.  ig-  d’oùuoiM  tirerons  ■ ' • : 

' ' X , Y ' • Z < * < 

cos  a = g-,  cosi  = — , cosc=  . fi3). 

’ Lorsque  les  forces  P,  F,  P',  etc.,  et  les  angles  -,  C,  y, 
• > y > etc-  > seront  donnés , les  formules  (9) , (i o)  et  (i  i ) 
nous  mettront  en  état  de  calculer  X,  Y et  Z.  Ces  valeurs 
étant  suljstituées  dans  l’équation  (iz),  nous  ferohs  connaître 
R.  On  pourra  donc  ensuite,  au  moyen  des  équations  (i3)  , 
'déterminer  les  angles  a,b,c  qui  fixent  la  position  dé  la  ré- 
sultante. 

54*  Dans  le  cas  de  l’équilibre , la  résultante  étant  nulle, 
l’équation  (12)  nous  donne 

X>  --H  Y*-f  Z*=:o. 

» 

Cette  équation 'est  la  somme  de  trois  carrés  qui  sont  tous 
essentiellement  positifs  ; par  conséquent  elle  n’est  possible 
que  d’autant  que  chaque  terme  soit  égala  zéro.  Ainsi  l’on  a 

X=o,  Y=o,  Z = p: 

‘ . * 

ces  valeurs  réduisent  les  ctjuations  (9),  (10)  et  (1 1)  à 

P cos  cos  a'-f-P*  cos  a"-f-P"  cos  etc.  = ot 
' Pcos  ff-fF  cos  S'-|-P’cosô'-|-P*cosC*-j-etc.  = o|. . . (i4)- 
Pcosy-f-F  cosy'-f-F  oosy*-[-F  cosy^-f-étc.  = oj 

Telles  sont  les  équations  d’équilibre  d’un  système  de  forces 
, situées  d’une  manière  quelconque  dans  l’espace  et*  appli- 
quées à un  même  point.  ■ 

55.  Ces  conditions  étant  remplies,  on  va-  prouver  que 
l’une  des  forces  est  égale  et  directement  opposée  à la  ré- 
sultante des  autres.  En  effet,  soient  R'  la  résultante  de 
toutes  les  forces  hors  P cos  -,  X',  Y',  Z'  ses  composantes  , et 
a,  b'  y c'  les  angles  qu’elle  fait  avec  les  trois  axes  j on  a 
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FonCEt  DANS  l’e^FaCE  , APPLIQUÉES  A ÜN  POINT.  a5 

r = P'  COS*'  + P*  cos  «*.  + P" cos  «•  + etc. ' 
Y'=Fcosf'  + P'co«r +P'cosC*  + etc., 

• Z'  = P cosy'  P cos  y*  + P cos  y*  + etc.  : 

au  moyen  de  ces  valeurs,  on  réduira  les  équations  (i4)  à; 

■ Pcos*+X'  = o,  ' ’ 

■'/  . f 

‘ > ■!->  . 

tt  • */  t • ‘ I 

éliminant  X',  Y',  Z'au  moyen  des  cqualious  . ^ ^ 

X'=R'cosa',  Y'=»R'coe^-',  Z' = R' cos c',  : 

il  viendra  - 

P cos  • =3  — R'  cos  a'  P 
Pcostf  = — R' cos  A' > . , . (lÿj. 

_ P cos  y = — .R'  (»?  c J _ . , . 

t ‘ 

Élevant  ces  équations  an  carré  et  les  ajoutant , on  trouvera 

P*  (cos*«  -f-cos*ff  cos*  y)  ~ R'*  (cos*  a'+  cos*  i'-|-  cos’  t-'); 

et  comme  la  somme  des  carrés  des  cosinus  des  angles  qu’une . 
force  fait  avec  les  trois'axesest  égale  à l’nuitc,  cette  jéqua- 


'•‘PcosC+Y  = O. 
P cos  + Z'  = o ; 


tion  se  réduit  à 
et  donue 


P*  = R'*, 


*t 


■ - . . .T..  ' I / ; 

on  ne. prend  ici  P qu’avec  le  signe  positif,  parce  que  les 
sigaes  qni  affectent  les  forces  dépendant  de  leurs  pqsitioiis 
respectives , doivent  être  déterminés  par  la  règle  des  cosinus 
que  nous  avons  expliquée  art.  35  et  suivans. 

Substituant  1.1  valeur  de  P dans  les  équations  (i5),  et  sup- 
primant ensuite  le  facteur  R',  ces  équations  deviennent^ 


. cos«  = 
cos  C = 
( co  s y — 


— cos  a . . . (i6), 

— cos  b'.  ...  (17), 

— OQS  a;''.  . . (iS). 
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Si  Pon  fait  cos  a'  = m,  P^^quation  (i6)  dous  donner 

' co  s m — — m.  , 

Ce»  Talenrs  de  cos  a et  de  cos  « nous  apj^rennent  que  les 
angles  a'  et  • sont  supplémens  l’un  de  l’autre  En  efiist,  si 
Fig.  3i.  cos  a est  représenté  par  AC  (fig.  3i),  co»  • le  sera  par 
AC^  = AC , et  alors  a — D AC , m — D'AC. 

Or  ces  angles  sont  supplémens  Pun  de  l’autre;  car,  à 
cause  de  AC= AC,  l’égalité  des  triangles  ADC,  D'AC  nous 
pronrant  celle  des  angles  DAC,  D'AC,  on  peut  cliaoger 
D'AC  en  DAC  dans  l’équation  ' 

D'AC  + D'AC'  = a angles  droits  ; 

et  Pon  Toit  que  les  angles  D'AC  et  DÂC  ou  o'  et  • sont  sup- 
plcmens  l’un  del’autre. 

On  prourerait  de  même,  au  moyen  des  équations  (17)  et 
(18)  , que  C et  é'sont  supplémens  l’un  de  l’autre,  et  qu’il 
en  est  de  même  des  angles  y et  c'.  , 

11  résulte  de  ce  qui  précède,  que  R'  et  P sont  directe- 
■ ment  opposés  ; car  si , par  exemple , R'  était  situé  au-des- 
sus du  plan  des  *,y  dans  la  région  des  m et  des^  posHRs, 
P serait  situé  an-<lessous,  et  dans  la  région  dn  x et  des^ 
négatifs. 

56.  Après  avoir  réduit  toutes  les  forées  k trois  Vorees 

rectangulaires  X,  Y,  Z,  nous  avons  vu  (art.  45)  que  la  ré- 
sultante R était  la  diagonale  d’un  parall^épipède  dont  les 
célés  contigus  AB , AC , AD  (fig.  27)  seraient  X , Y,  Z î par 
conséquent  rpour  déterminer  l’éqnation  de  la  résultante  B 
représentée  par  AF,  il  s’agit  dé  trouver  celle  d’une  droite 
AF  qui  passerait  par  l’origine  A dont  les  coordonnées 
sont  nulles,  et  par  le  point  F qui  a pour  coordonnées 
X,T,Z.  ...  • 

57.  On  peut  donner  plus  de  généralité  A ce  problème,  en 
• supposant  que  le  point  d’application  A ait  pour  ooordon- 
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roncxs  daks  l’kpack,  A»UQuAEa  a on  point.  &7 
nées  X,  y,  ^ ; alors  les  coordonnées  du  point  F ^fig.  3a)  Fig.  Sr« 
seront 

*'+x,  y+t,  *'+z. 

I ; . 

Cela  posé,  les  éqnaüous  de  la  résultante  étant  celles  d’une 
droite  dans  l’espace  ,.sont  de  la  forme  , , . 

* = ax  + b,  « = a>  + y...  (i9)i 

mettant  dans  ces  équations  les  coordonnées  do  point  F 
à la  place  de  x,y,  %,  nous  trouyerons  ' 

*'-l-Z=ax'-}-aX-f-é,  .s'-j-Z=o'y+a'T-f-y. . . (ao)  : 

les  coordonnées  x',y,‘z'  Au  point  A devant  aussi  satisfaire 
aux  équations  (>g),  nous  aurons 

»'  = ar'  + é,  s' = a'y • (ai). 

Retranchant  ces  équations  des  équations  (20) , nous  obtien- 
drons 

Z=aX,  Z=a'Y, 

d’où  nous  tirerons 


D’une  autre  p.irt , éliminant  h tH  b'  entre  les  équations  (19) 
et  (21),  nous  aurons 

» — s'=a(4r — x),  « — a'=a'(j' — y')i  . 

I 

mettant  dans  ces  équations  les  valeurs  de  a et  de  a,  il  vien- 
, dra  enfin  pour  les  équations  de  la  résultsmte  {net*  troisième) 

= (*—*')•  *—/=Y(.y*-y)- 
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Des  conditions  d‘iqutlibre  lorsfiu  l-e  point  auquel  sont  ap- 

pl'uquèes  diverses  forces,  est  assujetti  à rester  consta/n- 

Ofent  sur  une  surface  dont  V équation. est  donnée. 

I 

r>8-  Jusijn'&  pri'»cnt  vous  nvons  noppose  que  le  poîm  maicncl,  auqnd 
K>ol  appHqac'cs  )e«  forcei  P,  P,  P",  etc.,  cuit  libre  lorsquVu  le  son- 
mettait  à raettoo  de  ce»  fur\:e8ÿ  $i , au  cunuairc,  il  ctnii  assujetti  b tester 
constamment  sur  êue  niOnicsurfuce,  les  équations  (i4)  neauffiraient  pus, 
et  il  faudrait  que  la  lesiiltnnic  de  toutes  ces  forces,  au  lieu  dVfrc  nulle, 
fOU  nornnale  à la  surface  donnée.  Car,  si  elle  avait  nnc  autre  dirertioir, 
en  la  décomposant  en  deux  forces  , Punc  tangente  k la  surface , et 
Pautre  normale;  la  première  tendrait  b faire  glisser  le  (>otnt  ni.tteriel,  et 
la  seconde  seule  serait  dviruiic  |>ai  la  résistance  de  la  surface,  il  suit  de 
ce  qui  précède,  que  la  résultante  dcêfjutcs  Ks  forces  agit  sur  le  point 
mattriol  dans  le  sens  de  la  nc»rnialc  k la  sarface  donnée  ; et  puisque  la 
rèustaoce  que  cette  surface  oppose  b la  force  normale  en  entraîne  la 
destruction,  nous  considérerons  cctlc  resisumee  comme  une  force  qni 
serait  directciuyut  0|iposc^  à la  forcer  normale  que  nous  leprcscntcruos 
par  *'• 

Si  Ton  connaissait  riuirnsite  de  cette  force  N,  et  les  angles  9,  6',  4*, 
quVIle  forme  avec  des  nxes  parallèles  aux  coordonnées,  on  sent  qè^îl  suffi* 
»ui(  d^ajouter  6 nos  équations  d'équilibre  les  composantes  N eus  6», 
^ cos  h\  ^ cos  6"  de  la  force  normale,  cc  qni  fournirait  les  équations, 

N CO»  fl  4-  P co«  P'  ros  P"  cos  «'  4-ctc.  = o, 

N ros  S' 4-  P CO»  C 4-  P^  ^t>  ' C'  + P*  ‘ US  C"  4-  rtc.  t=  o, 

^ K cos  6"4-  P cos  ^4-  P' cos  y'  4-  P“  cosy"  *+-etc.  = o. 

3^.  Aous  simjdilkrans  CCS  équations  en  représentant,  comme  daa» 
Tai  t.  5i  , jur  \ , par  Y et  par  / le»  sumuies  des  couH>osaDUs  parallèles  b 
chaque  axe,  et  ces  équations  devtindioiil  , 

7<i  cesfl  4~  X 7=0 , K cos  6'4*  Y — ‘*f  ^ coi  fl" 4*Zt  = o. , . (aa). 

(k).  Il  s'agit  luuintcnant  de  déleimioct  le»  inconnues  cosfl,  cosfl',  cos  fl'' 
et  N.  Pour  cet  effet,  soit  L = o réquatimi  de  la  surface,  et  x', 
les  courdounéus  du  |H)iiit  niatériel  auquel  sont  appliquées  ces  forces,  rc 
qui  est  rrlcnn  sur  celte  surface;  la  normale  étant  une  ligne  droite  qui 
passe  par  le  point  x^,  y y s',  scs  éqtiailous  (lo^ec  ina  Théorie  des  courba  s 
du  ordre,  page  a(iu)  seront  ^ 

x — a'=  a (*  — *'),  Y—y=b(z  — x')...  (a3). 
liCs  diiTércuccs  x^a',  y-“Y\  ^ 4^^  entrent  flans  ces  équations  , 
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m’eisnl  antre  chose  qne  les  pmjcriinns  «Je  notre  dr^e  sur  les  a*es  coor- 
donnes, cherchons  les  relations  qni  existent  cnircccs  projections  et  les 
angles -4,  6',  fi'.  Pour  rel.i,  soit  MN  (lig.  33)  notre  droite  donncé  dans  ^'8' 
l'espace,  et  rapportée  anx  trois  ax^s  rectangulaires  réunis  h iin  poiut  O 
pris  pour  origine,  et  nommons  x\  jf',  s',  les  coordonnées 

des  points  M et  N ; si,  par  les  coordonnées 

MD  = s',  BD=yetNE  = s,  EC=,r. 

on  fait  passer  les  plans  DF  et  F.G,  ces  plans  seront  parallMes  h celui  des  . 
r,  z;  et  comme  la  distance  qni  les  scq  are  est  mesurée  p ir  la  paifiic  inter- 
ceptée BC  = X — x' de  l’axe  des  ar , et  qne  tuute  parnilèlc  h oet  axe  doU 
dtrd perpendiculaire  anx  deux  plans,  il  s'ensuit  qn’cn  mciianti’exticmite- 
M de  la  coordonner  s',  la  parallèle  MP  h l’axe  des  x,  cette  parallèle 
S' ra  pcrpcndienlaire  au  pl.  n F.G,  et  le  rencontrera  b une  distance 
MP=x— x'. 

Or , si  l’on  unit  le  point  P an  point  N , oit  la  droite  MN  rencontre  K , 
plan  EG,  on  foilaera  le  triangle  MNP , rectangle  en  P,  puisque  MP  est 
perpendiculaire  an  plan  F.G.  ür,  dans  un  triangle  rectangle,  le  edtéad- 
iaoentè  un  angle  étant  égal  h l’hEpoténose  mnltipliée  par  le  cosinns  de 
cet  angle,  nous  aurons 

MP  = MNcosM, 

«m 

• X — x'=MNcosfi; 

mais  MN  étant  une  droite  qni  passe  par  1rs  points  x , jr.  s et  x',  y',  z', 
on  ssii  (r'oyez  la  note  de  la  page  an]  qu’elle  a pont  cxpresskm 

• • l/(x  - x'j* + if  -/)’  ■+■{-— s'*;.  _ * 

Mettant  cette  râleur  dans  l'éqnaiion  précédente , nons  en  tirerons 

f 

/t  .T X 

cos  s = , . — , 

V^(x  - x';>  -t-  {jr  -y (î  - 

menant  ensuite  par  les  coordonnées  x',  t',  x,  z et  x',  y',  x,  y des  plans 
|MralU||ppux  plans  des  x,  z et  des  x,  y,  ou  trouvera  île  même 

col  8'  = 

cosfi"= m - ; 

V/(x  — a';*  -I-  (,y  —y)*  -h(z  — %')• 

éLminant  les  vakurs  de  x — z'  et  de  r — y,  b l’aide  des  éqnatinns  fa3), 
et  saïqwiniaiil  emiiitc  z — ■ s',  qni  devient  l'acteur  commnn , 00  olitii  iidlu 


‘.r  -y 

z — z' 
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CO»  8'=» 


5/a* + 4-1 


6i-  Cec  TaleuK,  qni  dctermiocnt  la  poiilion  de  la  normale , ne  sont 
pas  encore  connues , pnisqne  loi  quantités  a et  b,  qui  enirent  dans  leurs 
expreasions,  ne  sont  que  des  signes  generaux.  Cherrbons  donc  h déter- 
miner ces  quanàtcs  a et  & d’une  manière  plut  particulière.  Pour  cela  , 
soit  L = o l’èquation'/^  la  surface  qui  passe  par  le  point  a-',  y',  z'j  si 
l'on  mène  par  ce  point  un  plan  langent  i cette  surface,  l’cquation  d«  ce 
plan  sera  en  général 

A a:  4*  By  4*  Ca  D — o j 

et  comme  elle  doit  être  satisfaite  par  Ica  enordonneet  a/,  y',  a',  elle  noos 
donnera  * 

Ax' 4*  By'-l- Cï^-f- D = o.  ■* 

I 1 

Éliminant  D,  l’équation  du  plan  Ungent  li  notre  point  x',  y',  s',  sera 

. A(x  — arO-J-B(y— y')4-Ç(»  — *'>  = o. 

et,  en  divisant  par  C,  nous  mettrons  cette  équation  tons  cette  forme 
✓ 

g(x—a'j+^(r—y')+c*— “)=«•••  (*5- 

Par  la  condition  de  tangence  li  la  snrface  L = o (voyez  mes  Ëlé> 
mens  de  Calcul  différentiel , pages  5i  et  53) , il  faudra  qu'en  tirant  les  ya- 

leurs  de  et  de  ^ de  l’équation  de  cette  surface  , on  ait 

A da'  B dz'  _ 

C~dx'’  C ~ d/"' 

Or  , on  sait  par  la  Géométrie  analytique  (Théorie  des  Coures,  page 
’79)  *1°®  lorsqu’un  plan  dont  l’équation  est  Ax -I- By -t- Cz^R)=  o, 
doit  être  perpendiculaire  è la  droite  qui  a pour  équations  x=  o:  -f-  a , 

A B 

yi^bt  + C,  y faut  qno  l’on  ait  = a , ^ ^ > donc  les  équations  (aC) 

SC  réduisent  i 

dt’  , <ls'  . . 

-“  = dP’  = (-7). 


"Cn,  Il  ne  t’agit  plut  que  de  déterminer  lès  valeurs  de  cet  coefficient 
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dilferenticb,  «a  mojtn  de  rëquation  de  la  taiÜM»  Poar  eda,  on  ob- 
tient , en  dilTérentiant  celle  cqnatial^  X 

• dL#  I , dL  J , dli  J 

â:;  J* + ç:«îr+dï 

par  coneëqnent  on  en  lire 

^ dL 

Si'  H 

ac£eninant  x,  jr,  »,  pour  tiarqaer  qne  l’on  conridire  le  point  de  ian- 
f^nce,  on  treuTt 


dL 

dP 


dL 


da'  dP  d*'  dp 

dP=-dL>  jp=‘~k' 

“ J? 


. di 

substittuot  cei  eipranioas  dàiu  let  «fqnstioai  (af),  on  obtient 
dL  Æ 

-=E.".=K. 


4- 


dL 

d7 


dE- 

dp 


Mettant  cea  Talenra  dana  le*  éqnaliona  (a4}>  cl  rddniaant,  on  a dtfin 

dL  ' * 

dL 
d? 


coa0'= 


•7*. 


co*«*= 


► Y Vdx'/  ■ \dp; 

Cea  ^nationa  ^tantsona  de*  formeapen  cemmodea  ponr  la  caicnl,  on 


Ica  aimplifiera  en  faUaot 
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ce  ^ni  les  récluira  ii 


» * t (î  L ..  w>  dL  a/f dL 

cosfl  = V^,  cosSaftV^,  ce»6=V^,; 


snbslimatit  ccs  T.ilcart  dos  rotinns  dans  les  «-quations  (as),  on  aura 

nv2t. 


NV;^4-X=.o,  NV;i^,+Y=o,  Nv3p-fZ  = o....:..  (ag). 


63.  Il  nous  reste  maintenant  It  dtUcrminer  la  valeur  de  N.  Or,  c’est  ce 
qui  est  très  facile,  car,  en  faisi|nt  passer  X , Y,  Z dans  les  seconds  mi-m- 
lui's  (les  équations  (aq)et  élevant  ensuite  ces  équations  au  carré,  ou  ob- 
tiendra, en  réunissant  leur  somme, 

• y , . ‘ 


N»V* 


K 


dL 

A/r'J 


y 


<^y- 


©•]= 


X‘  + Y“^Z\ 


et,  en  rcduisaiu  an  œojen  de  l'équation  (aS)  il  restera 
• N*=X*-I-Y*-+-.Z-, 

d’où  l’on  tirera 

N = dt  t/X'-l-Y*-!-  a« . (.îo). 

Cette  valeur  de  N est  précisément  la  même  que  celle  de  la  résultante  de 
tontes  les  forces  du  système,  mais  elle  doit  être  d’un  signe  différent , 
pnisqu'il  faut  qu’elle  lui  soit  opposée.  Ainsi,  lnrs<|ne  nous  aurons  déter- 
miné la  résultante  de  toutes  les  forces  P,  P',  P",  etc.,  nous  prendrons 
le  radical  de  l'équation  (3o)  avec  un  signe  contraire,  et  noos  anroos  * 
pour  M la  pression  normale  qu'éprouve  la  surface. 

64.  .Si  la  foice  normale  est  dans  la  direction  de  l’axe  des  s,  on  a 
8 = 100»,  ff=  100»,  8*  = O ou  8“=2oo», 
et  par  eOÉiéqnent' 

cos8  = o,  cos  8'=  O,  cosB'rrit, 


et  les  éqnations  (au)  se  réduisont  à 

X = o,  Y = o,  ±N-l'Z=o, 


ce  qui  nous  montre  que  les  composautes,  dans  le  sens  du  plan  tangent, 
sc  détruisent,  et  que  la  force  normale  doit  contrebalancer  l'effort  de 
toutes  les  forces  dirigées  suivant  l'axe  des  z. 

65.  Enfin  , la  nature  du  problème  pent  être  selle,  qn'on  ne  nous 
donne  que  les  forces  P,  P',  P",  etc.,  et  rérpiation  de  la  surface,  et 
i|ii’uii  demande  où  doit  être  situé,  le  point  d’application  x',  y,  z',  de 
tontes  CCS  forces,  dans  le  ras  de  l'.quilibre. 

Pour  résoudre  cette  question,  ou  éliiuinera  d'abord  N an  moyen  des 
vq II. .lions  (39),  le  facteur  V dispuratlia  en  me'mc  temps,  cl-l’-oii  aura 
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dJc'  “ <i?  ' ^ <l7'  ~ J?  ’ 

i:C5  (^nalions,  jointes  & l'cquation  L = o,  siiHümiii  pour  drtcrminer  le» 
coordonnées,  a',  j/,  z',  du  point  d'application  clicrchc, 

Des  conditions  d’équilibre  lorsque  le  point  auquel  sont  ap- 
pliquées diverses  forces  est  assujetti  à rester  constamment 
sur  deux  surfaces  courbes,  ou  sur  une  courbe  à double 
courbure. 


G6.  Un  point  materiel  retenu  sur  deux  surfaces,  ne  peut  rester  en  repos 
h moins  que  la  force  qui  le  sollicite  ne  puisse  se  de’coraposcr  en  deux 
autres  qui  soient  respectivement  normales  h cliacune  des  surfaces  don- 
nées; car  si  l’une  de  ces  composantes  avait  une  diflVrenlc  direction,  on 
pourrait  la  de'composcr  en  deux  forces,  la  preuiicic  normale  à l’une  des 
surfaces,  et  la  seconde  tangente  il  la  mjmc  surface;  et  l'on  sent  que  cette 
deroiire  ferait  glisser  le  point  materiel. 

Cela  pose,  soient  donc  îi  et  M les  deux  forces  normales,  et  9,  6',  9”, 
s,  s',  les  angles  que  leurs  directions  font  avec  les  trois  axes  rectan- 
gulaires mènes  an  {Kiint  d'application  ; en  opérant  de  la  in^nie  manière 
que  dans  l'article  59,  nous  auions 

N CO»  9 -1-  M cos  s -f-  X = O a 
W cos  9'-|-Mcoa  »'-f- Y = O i...  (3i). 

N cos  9"-l- Mcos»"-|- Z =0  j 


Les  équations  L = o et  R = o étant  dilTt  rcnticcs , nous  feront  connaître, 
comme  dans  l’article  Gi , les  valeurs  des  quantités  cos  9 , cos  9',  cos  9*, 
cos  a,  cos  s',  cos  s";  et,  en  nous  servant  d'abréviations  analogues  II 
celles  que  nous  avons  employées  au.  G3,  nous  supposerons 


=v, 


et  nou9  auroDS 


= = U; 


A Vf’' la 

cos  9 = V.T— , , 

d.t 

.dU 


cot6"—\ 


lU' 


l'.lem.  de  Mécanique. 


cos  s = L 


dR 

d.r'  ’ 

, -.  dK 

cos  a = IJ  jP  > 

cos  a = U -77. 

lU 
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(>'t  ralcuis  r'um  >ub»ti(ucc*  dant  Ira  vquuliont  (3i)  noua  tronverona 


d Ïj  Y . d K w 

_ + MU5^,  + X=o 

TVV^+  M U ^ + T = o 
Ar  A/ 

NvJJ-;+MU‘g  + 2 = o 


Au  moTCn  do  cca  uoia  cquationa,  noua  pourrona  climincr  lea  inronniira 
N cl  M i et  si  l’on  fait  attention  que  V et  U y entrent  de  la  m^nic  ina- 
iiiite  que  ces  quantités,  ils  disparaîtront  avec  elles.  Pour  plus  de  siuipli- 
rilé,  noua  ]ionvODS  regarder  NV  et  Ml)  eomme  deur  inconnues  qii’ou 
éliinincra  entre  ces  trois  équations,  ce  qoi  nous  conduira  h nue  équation 
de  condition  qui  rcnfcimera  une  ou  plusieurs  de  nos  Tariables.  Cette 
équation  combinée  avec  eellea-ci  Ij  o , K — o , suffira  pour  déterjninor 
les  coortlonncea  a',  y',  z du  point  cberché. 

Il  n’est  pas  inutile  de.  faire  observer  qne  les  radicaux,  qui  pouvaient 
compliquer  nos  opérations,  et  qui  e'iaieitl  snsceptiblrs  du  double  aigaç , 
auront  disparu  du  calcul  avec  les  quantités  V cl  U qni  les  renferment. 

(17.  Lorsque  le  point  donné  est  a.wijetti  îi  rester  sur  une  courbe  & double 
courbure  , cette  courbe  sera  donnée  par  l’inlerseclion  de  deux  surfaces; 
alors,  L = o et  K=o  étant  les  équations  de  ces  surfaces,  les  coor- 
données des  points  où  elles  se  rencontrent  appartiendront  également  aux 
lieux  surfaces.  Donc  il  faudra  regarder  -r , y,  z,  qne  nous  acecnluerons, 
comme  les  mêmes  dans  ces  cqnations.  Nous  avons  encore  entre  ces  coor- 
données l’équation  de  condition  dont  nous  avons  parlé  art.  (CG);  par  con- 
séquent, si,  de  CCS  trois  équations , nous  éliminons  succesaiveraent  deux 
des  coordonnées,  la  troisième  sera  cxpiimée  en  une  certaine  fonction  de 
quantités  connues  ; et,  en  appelant  A , R , C les  valeurs  de  cette  fonc- 
tion, correspondantes  ii  chacune  des  roordonnées , nous  auions 
a:'=A,  _y'  = B,  »'  = C. 

G8.  11  X>^ut  arriver  que  l’équation  qui  résulte  de  l’élimination  ds  N 
et  de  M uc  contienne  aucune  variable  ; ce  cas  a lieu  lorsque  les  équa- 
tions L=o  et  K = o étant  celles  d'un  plan,  sont  de  la  foime 

Ax  -t-Br-t-Ct-4-D  = o;  car  alors  clics  iic  donnent  (|uc  des  constantes 
pour  les  cocifîdcus  différentiels.  Dans  cette  circonstance , les  yalcors  des 
intciititcs  de  N et  de  M,  diUcruiincos  par  les  c<]uations  (3a),  deviennent 
indépendantes  des  coordonnées  x\  y y x'j  et  comme  ces  coordonneVs 
subsistent  ncaniuoins  entre  les  équations  des  deux  plans,  on  vuit  <{11*1-11 
<{u  Ique  endroit  de  U-ur  cximmnne  section  rjuc  MÛt  place  le  point  de 
concours  dis  lotccs,  les  conditions  dVquilibrc  pounoni  être  lemplie». 
l.  ne ’obsTi  vation  anoloenie  pf'iil  dire  laite  ^ Tart.  f>5. 
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Des  forces  parallèles. 

69.  I/es  forces  dont  nous  venons  de  déterminer  les  con- 
ditions d’équilibre  dans  les  paragraphes  précédens,  étaient 
supposées  n’agir  que  snr  un  seul  point;  mais  si  elles  sont  ap- 
pliquées à difiërens  points  d’un  corps  ou  svstème  de  corps  , 
ces  points  seront  maintenus  à des  distances  fixes  par  les  au- 
tres points  qui  occupent  les  vides  du  corps,  de  sorte  que  si 
l’on  fait  abstraction  de  ces  points  intermédiaires,  on  pourra 
concevoir  les  points  d’application  comme  liés  entre  eux  par 
des  droites  inflexibles. 

^o.  Considérons  maintenant  deux  forces  parallèles  P et 
Q (flg.  35)  appliquées  aux  extrémités  d’une  droite  AB  qui  Fig.  35. 
poupe  leurs  directions  à angle  droit.  Nous  avons  vu , ar- 
ticle 22,  que  pour  que  ces  forces  se  fissent  équilibre,  il 
fallait  que  la  résultante  fût  égale  à leur  somme,  et  que  son 
point  d’application  O divisât  la  ligne  AB  en  deux'  parties  ré- 
ciproquement proportionnelles  aux  intensités  de  ces  forces. 

Cest  une  proposition  qui  peut  encore  se  démontrer  de  la 
manière  suivante, lorsqu’on  admet  celle  du  parallélogramme 
des  forces  : Pour  cela  , représentons  (Gg.  34)  ces  forces  par  Fig.  34. 
les  droites  AP  et  BQ  qui  leur  soient  proportionnelles  ; on 
peut  ajouter  au  système  les  forces  AM  et  BN  égales  et  di- 
rectement opposées,  et  substituer  aux  quatre  forces  AP, 

AM,  BQ  et  BN,  les  diagonales  AD  et  BI.  Ces  diagonales 
concourant  au  point  C,  il  est  permis  de  transporter  AD 
et  BI  en  ce  point,  en  prenant  CE  = AD  et  CF  = BI.  Dé- 
composant ces  forces  CE  et  CF  en  deux  autres  rectangu- 
laires, on  construira  les  rectangles  GL  et  HR  qui  seront 
égaux  aux  rectangles  MP  et  QN  ; et  au  lieu  des  forces  CE 
et  CF , on  aura  les  quatre  forces  CL , CK , CG  et  CH.  Ces 
denx  dernières  sont  égales  comme  équivalentes  aux  forces 
AM  et  BN  qui  sont  égales  par  hypothèse  ; et , parce 
qu’elles  agissent  en  sens  contraires,  elles  se  détruiront;  il 
* 3.. 
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F'g<  3j.  ne  restera  donc  au  point  C que  les  deux  forces  CL  et  CK 
égales  à P et  à Q,  et  qui , agissant  dans  la  même  direction 
et  dans  le  même  sens  , s’ajouteront.  Représentons  leur 
somme  par  R , nous  aurons  donc 

P + Q = R; 

la  résultante  R pouvant  être  appliquée  à tout  point  de  sa 
direction,  appliquons-la  au  point  O dont  nous  allons  cher- 
cher la  distance  en  A.  Pour  cela,  les  triangles  CAO , CEL 
donnent 

CO  : AO  ::  cl  : el-, 

pareillement  on  tire  des  triangles  semblables  COB,  CKF, 
OB  : CO  kf  : ck; 

multipliant  ces  proportions  par  ordre,  et  supprimant  le 
facteur  commun  CO , nous  aurons 

OB  : AO  ::  cl  x RF  : el  x ck. 

Les  droites  KF  et  EL  étant  égales  aux  forces  BN  et  AM 
qui  sont  ajoutées  au  système,  cette  proportion  se  rûluitè 

OB  : AO  ::  cl  : ck; 

et  comme  CL  et  CK  équivalent  aux  droites  AP  et  BQ  qui 
représentent  les  intensités  des  forces,  notre  proportion  re- 
vient à 

OB  : AO  P :Q...  (33). 

Par  conséquent  le  point  d’application  O de  la  résultante  de 
P et  de  Q divise  AB  en  deux  parties  OB  et  AO,  récipro- 
quement proportionnelles  aux  intensités  de  ces  forces. 

Fig.  35.  ^ I . La  proportion  précédente  donne  (6g.  35) 

OB'-H  AO:  AO::P-f  Q:Q, 
ou  AB  : AO  ::  R : q.  . . (34)* 

On  déduit  des  proportions  (33)  et  (34) 

Q:P  :R  ::  AO:OB  : AB; 
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CO  qui  iioiu  fournit  cette  règle  : Lea  parties  AO , OB  , AB , 
comprises  clutcune  entre  deux  des  forces  P,  Q' et  R,  sont 
proportionnelles  aux  troisièmes. 

Par  exemple,  le  terme  correspondant  à AB  est  R,  parce 
que  AB  est  compris  entre  les  deux  autres  forces  P et  Q. 

' 72.  Si  l’on  donnait  P,  Q et  AO,  et  qu’on  Touldt  con- 
naître BO,  on  verrait  que  les  termes  correspondans  à AO 
et  à BO  sont  Q et  P,  parce  que  AO  est  compris  entre  R 
et  P,  et  que  BO  l’est  entre  R et  Q;  on  établirait  donc 
ainsi  la  proportion  . 

Q ; P ::  AO  ; BO,  , 

d’où  l’on  tirerait 

bo  = L><A2. 
y 

73.  Réciproquement  si  l’on  n’avait  qu’une  force  R , et 
qu’on  Touhàt  la  partager  en  doux  autres  qui  dussent  passer 
par  les  points  A et  B,  en  nommant  P et  Q ces  forces  in^- 
connues,  les  termes  correspondans  à R et  à P seraient  AB 
et  BO  : ou  déterminerait  donc  P par  la  proportion 

AB  : BO  ::  R : P; 

de  même  en  cherchant  les  termes  correspondans  à R «t  à 
Q,  on  déterminerait  Q par  cette  autre  proportion 
AB  : AO  ::  R : Q. 

On  tirerait  de  ces  deux  proportions 

„ RXBO  ,^_RxAO 
AB  ’ ^ ~ AB  ■ 

Dans  la  démonstration  précédente , on  a supposé  que  les 
directions  AP  et  BQ  ( fig-  35  ) des  forces  P et  Q étaient 
perpendiculaires  à la  droite  AB  ; mais  si  elles  étaient  obli- 
ques à cette  droite , on  pourrait , par  le  point  d’application 
O de  la  résultante  (fig.  36) , mener  CD  perpendiculaire  à la  Fig.  38. 
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direction  de  ces  forces  ; ajors  la  force  P appliquée  en  A , 
aurait  le  inéme  cflct  que  si  elle  était  appliquée  en  C.  11 
en  serait  de  même  de  la  force  Q à l'égard  du  point  D,  et 
comme  on  a la  proportion 

P:Q::OD:oc, 

le  rapport  de  OD  à OC  étant  le  même  que  celui  de  OB  à 
OA  à cause  des  triangles  semblables  OBD,  COA,  on  aurait 
donc 

P :0  ::  ob  :oa. 

Fig..  37.  ^4-  Lorsque  deux  forees  P et  Q (fig.  87)  agissent  en  sens 

opposés,  la  résultante  est  égale  à la  différence  de  ces  forces. 
Pour  le  démontrer,  soit  S (fig.  87)  la  résultante  de  deux  forces 
P et  R qui  agissent  dans  le  même  sens , nous  aurons 

S = P + R...  (35); 

l'cmplaçant  S ]>ar  une  force  Q qui  lui  soit  égale  et  qui  agisse 
en  sens  contraire,  l’équilibre  subsistera  entre  les  trois  forces 
P,  R et  Q ; par  conséquent  on  pourra  considérer  R comme 
* la  résultante  de  Q et  de  P , et  l’équation  (35)  nous  donnera , 
pour  obtenir  l’intensité  de  R, 

R = S — P; 

> 

et  comme  S et  Q ont  la  même  intensité , en  substituant  Q 
à S , on  trouvera 

R = Q — P. 

D’après  ce  qui  précède , le  point  O où  la  force  R doit  être 
appliquée , .se  déterminera  par  la  proportion 


d’on  l’on  tirera 


AB  : BO  ::  R :Q, 
QX  AB 


BO: 


R 


ou , en  meUaut  pour  R sa  valeur  , 
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- Q-P 


Ce  résultat  nous  apprend  que  plus  la  diflerence  Q — P 
est  petite , plus  O est  éloigné  de  B ; donc  dans  le  cas  où 
Q et  P sont  égaux,  BO  est  infini  et  R nulle;  d’où  nouscon- 
clnrotis  qu’avec  deux  forces  parallèles  égales  et  non  direc- 
tement o|tposées,  on  ne  peut  établir  l’équilibre  qu’au  moyen 
d’une  force  infiniment  petite  transportée  à une  distance 
infinie  : donc , dans  ce  cas , il  est  impossible  de  trouver  une 
force  qui  fasse  équilibre  a P et  à Q ; ou  , en  d’autres  termes, 
P et  Q ne  fieuvent  avoir  une  résultante  unique  : ces  forces 
n’auront  d’autre  effet  que  de  faire  tourner  AB  autour  do 
son  milieu. 


75.  Des  forces  parallèles  égales , et  non  appliquées  a un 
même  point , sont  ce  que  M.  Poinsot  appelle  couple. 

On  peut  appliquer  à un  nombre  quelconque  de  forces 
parallèles,  la  théorie  que  nous  venons  d’exposer.  Soient 
donc  P,  P',  P*,  P*,  P‘’,  etc.  (fig.  38)  des  forces  parallèles  l ig. 
appliquées  à différens  points  A,  B,  C,  D,  E liés  entre  ' 
eux  par  des  droites  inflexibles;  il  sera  facile  de  trouver  la 
résultante  de  ces  forces  et  son  point  d’application.  En  effet  , 
on  cherchera  d’abord  le  point  d’application  M de  la  résul- 
tante des  Ibyces  P et  P'  par  la  proportion 

AB  : AM  ::  p-f-P'  :F, 


et  l’on  e«i  déduira 


AM  = 


P-f  F ' 


on  mènera  ensuite  une  droite  MC,  et  l’on  clicrcbcra  le 
point  d’application  N de  la  résultante  des  forces  P P' 
appliquées  en  M , et  de  1a  force  P"  appliquée  en  C,  par 
la  proportion  ‘ 

MC  : MN  p-f  p'  + r : p". 


L ^ -- 
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cl  l’on  aura 


rn  menant  ensuite  ND,  et  clicrcliaiit  par  le. même  procédé 
le  [wint  d’application  de  la  résultante  des  forces  P+P'+ P" 
appliquées  en  N,  et  de  la  force  P*  appliquée  en  D,  on  trou- 
vera le  point  O par  lequel  doit  }>asser  cette  résultante 
enCn  on  tirera  la  ligne  0£,  et  par  une  semblable  opéra- 
tion , on  connaîtra  le  point  d’application  K de  la  résultante 
de  toutes  ces  forces. 

7^.  Si  quelques-unes  des  forces  sont  dirigées  en  sens 
contraires,  soient  P,  P',  P",  etc.,  les  forces  qui  agissent  dans 
un  sens,  et  Q,  Q',  Q",  etc.,  celles  qui  agissent  en  sens  op- 
posé,; nous  chercherons  par  le  procédé  de  l’article  pré- 
Fig.  3g.  cèdent,  le  point  d’application  K (lig.  3g)  de  la  résultante 
des  forces  P,  P',  P",  etc.,  et  le  point  d’application  L de  la 
résultante  des  forces  Q,  Q',  Q",  etc.;  alors  le  système  .se 
' trouvera  réduit  à deux  forces  parallèles,  l’une  appliquée 

„ eu  K et  égale  à P -f-  P'  -f-  P",  etc. , et  l’autre  appliquée 
en  L et  égale  à Q + + Q"i  etc. , et  l’on  cherchera  la 

résultante  de  ces  forces  et  son  point  d’application , comme 
dans  l’article  74. 

Fig.  40.  78.  Si  les  forces  P,  P',  P”,  P",  etc.  (lig.  4o)  restant  toujours 

parallèles  et  appliquées  aux  memes  points,  prennent  les  po- 
sitions AQ,  BQ',  CQ*,  DQ",  etc. , la  résultante  ne  changera 
' pas  de  point  d’application  ni  d’intensité,  mais  deviendra 
seulement  parallèle  à la  nouvelle  direction  des  forces  ; car 
l’opération  qui  a fait  trouver  le  point  d’application  de  la 
résultante,  ne  dépendant  que  des  intensités  des  forces  et 
des  distances  respectives  des  dilTérens  points  d’application , 
les  données  restent  les  mêmes  lorsqu’on  change  la  direction 
commune  des  forces. 

7g.  Par  exemple,  si  les  forces  P et  P'  prennent  les  direc- 


MN  : 


MC  X P* 

' P + P'  ^ P"  ■’ 
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tluns  parallèles  AQ , BQ*,  on  a P,  P*  et  AB  pour  détermi- 
ner le  point  M,  et  l’on  Toit  que  les  données  sont  les  memes 
que  lorsque  les  forces  avaient  les  directions  AP  et  BP',  ainsi 
de  suite.  "•* 

Le  point  par  lequel  passe  la  résultante  de  toutes  les 
forces  parallèles,  quelle  que  soit  leur  inclinaison  commune, 
est  app>elé  le  centre  des  forces  parallèles. 

- 8o.  Cherchons  maintenant  les  coordonnées  du  centre  des 
forces  parallèles.  Pour  cet  effet  soient  M , M',  M",  etc. , les 
points  d’application  des  forces  P,  P',  P",  etc.  ^ 

JT , ^ , s les  coordonnées  du  point  M , 


x',  y’,  *' celles  du  point  M', 

jf*,  a" celles  du  point  M", 

Æ,,  ^1,  s celles  du  centre  des  forces  parallèles;  Fig.  ;ji. 


et  représentons  par  N (fig.  40  point  d’application  de  la 
résultante  des  forces  parallèles  P et  P',  nous  aurons 

MM'  : M'N  P + P':  P ; 

d’une  autre  part  les  triangles  semblables  ML'M',  NLM'  nous 
donnent 

MM'  : M'N  ML'  : nl. 

On  tire  de  ces  deux  proportions 

ML':  NL  ::  p-f  P':  P; 

doue 

(P  -f-  P')  NL  = P X ML'; 

ajoutons  dans  les  deux  membres  (P  + P')  LK,  on  aura 
(P  + P')  (NL  + LR)  = P (ML'+  LK)  -f-  P' . l,K  ; 
et,  observant  qu’on  a ' 

* NL-fLK=:NK, 

ML'-t-LK  = MH, 

LK  = M'f  L', 
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l’équftlian  précédente  se  réduit  à 

(l'  + NR  = P . MH  + P' . M'H', 

P<6-  4*-  et  si  Ton  désigne  par  Q la  résultante  «les  forces  P,  P'  (lig.  4»), 
et  par  Z l’urdounée  de  son  point  d’application  , cette  éqHa- 
' tioo  deviendra 

QZ  = Ps  4-  P'a'; 

nommant  ensuite  Q'  la  résultante  des  forces  parallèles  Q 
et  P',  et  Z'  l’ordonnée  du  point  d’application  de  Q',  on 
aura  encore 

Q'Z'=QZ  + PV, 

et  en  mettant  la  valeur  dé  QZ , on  obtiendra 
Q'Z'=.  Pa  + P'ai'  + P'a". 

En  continuant  la  même  opération,  on  voit  que  si  l’un  re- 
présente par  R la  résultante  de  toutes  les  forces  parallèle.s 
P,  P',  P*,  etc.,  et  par  z,  l’ordonnée  de  son  jwint  iPapplica- 
tion , dans  le  sens  des  z , on  aura  en  général 

Rz,=Pz+-P'z'4-PV-fetc...  (36). 

6i.  Le  moment  d’une  force  par  rapport  à un  plan,  est 
le  produit  de  l’intensité  de  cette  force  par  la  distance  de 
son  point  d’application  à ce  plan.  L’équation  précédente 
nous  indique  donc  que  le  moment  de  la  résultante  des 
forces  P,  P’,  P*,  etc.,  par  rapport  au  plan  des  x,  y,  est 
égale  à la  somme  des  momens  de  ces  forces  par  rapport  au 
même  plan. 

En  prenant  les  momeps  par  rapport  aux  deux  autres 
plans  coordonnes,  on  aura  encore 

Rj,  = Pj4- py  + py+etc...  (37), 

R*.  = Ps:-|-PV+PV-f  etc...  (38).  - 

82.  Lorsque  l’on  connaîtra  les  coordonnées  x , y,  z . 
X , y , , etc. , des  [loints  d’application  , et  les  intensités 
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P,  P',  P’,  etc.,  des  forces, ' on  connaîtra  aussi  la  résultante 
R qui  est  ^ale  à la  somme  de  ces  intensités  ; et  l’on  pourra 
calculer  les  valeurs^des  coordonnées  x, , y, , s,  du  centre 
des  forces  parallèles. 

83.  A l’égard  des  signes,  nous  affecterons  du  signe  po- 
sitif les  forces  qui  agissent  dans  un  sens,  et  du  signe  négatif 
celles  qui  agissent  dans  un  autre;  et  comme  les  coordonnées 
sont  positives  ou  négatives,  selon  qu’elles  tombent  d’un  côté 
ou  de  l’autre  de  l’origine,  nous  donnerons  le  signe  positif 
à un  moment  dans  lequel  la  force  et  celle  des  coordonnées 
qui  la  multiplie,  sont  de  mcmcs'signcs,  et  le  signe  négatif 
à un  moment  dans  lequel  ces  quantité.s  seraient  de  signes 
contraires. 

84.  Si  les  points  d’application  M,  M',  M',  M*,  etc.,  sont 

dans  no  même  plan  MM"  (lig^  4^)  > disposer  les  f'g- 

plans  coordonnés  de  manière  que  le  plan  des  x , y soit  pa- 
rallèle à ce  plan  ; alors  toutes  les  coordonnées  z,  a',  s",  etc., 
étant  comprises  entre  le  plan  M.'VI*,  et  le  plan  des  x,  y., 

on  aura 

* = Z = a = s , etc.  ; 

et  si  nous  représentons  par  l’ordonnée  du  centre  des 
forces  parallèles,  l’ordonnée  z^  vaudra  aussi  « ; car  Pex- 
tréniité  de  z^  sera  dans  le  plan  MM",  ainsi  qu’on  peut 
s’en  assurer  par  une  construction  Semblable  à celle  de  l’ar- 
ticle (74),  construction  qui  n’exige  que  des  lignes  tirées 
dans  le  plan  MM*.  Alors  z devenant  facteur  commun  , 
l’équation  (34)  se  réduit  à 

R = P + F-+-P'-+-etc. 

85.  Si  les  points  d’application  des  forces  étaient  sur  nn« 
même  droite  AB  (fig.  43)  qu’on  pourrait  supposer  parallèle  Fig'  45- 
à l’un  des  axes,  à celui  des  z,  par  exemple,  on  aurait  à la 

fuis 

i 


l 
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^ ___  ____  ___  ^ ——  y** y^ g{ 

et  les  équations  (36)  et  (3^)  $e  réduiraient  à 

\ 

R = P + P'  J-  P"  + P*  + etc. . . (3g)  , 

et  il  ne  resterait  plus  que  celle-ci , 

R:»,  is:  P*  -f  Vx’  + PV  + F’x"  + etc. . . (4o). 

Dans  ce  cas,  on  |K>urrait  se  dispenser  de  prendre  trois  axes 
rectangulaires  -,  il  suffirait  de  compter  les  x par  la  ligne 
AB. 

Par  exemple,  si  l’on  avait 

ar  = 9,  i'  = 3,  *'  = — 3,  *■'=  — 4> 

F = -.ip,  P'  = -*P,  P*=2P.  . 

En  mettant  ces  valeurs  dans  les  équations  (3g)  et  (4o) , on 
trouverait 

R = P — |P  — 5P  + 2P=;aP, 

Ra-,  = gP  — P + aP  — 8P  = aP; 

d’où  l’on  déduirait 

X,  = 1. 

86.  Chcrclioiis  maintenant  les  conditions  d’équilibre  des 
forces  parallèles.  Comme  ou  peut  toujours  disposer  des  plans 
coprdonnés  de  la  manière  la  plus  convenable  au  problème , 
nous  supposerons  l'axe  des  z parallèle  à la  direction  des 
forces.  Cela  posé,  ayant  réduit  toutes  les  forces  qui  agissent 
*■'?  ‘il-  U'*  sens,  à une  seule  résultante  R^  (Cg.  44)  i toutes 
celles  qui  agissent  en  sens  contraires,  à une  autre  résul- 
tante R„,  il  y aura  équilibre  dans  le  système,  si  ces  deux 
résultantes  sont  directement  opposées  et  égales  en  inten- 
sité, quoique  de  signes  dill'érens. 

Pour  que  la  première  de  ces  conditions  soit  remplie,  il 
faut  i|ue  la  distance  C'f,"  soit  nulle,  ce  qui  exige  que  les 
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coordonnées  x,  et  y , du  centre  C'  soient  les  mêmes  <|ue  les  l'ig. 
coordonnées  x,  et  y,  du  centre  C*. 

On  aura  par  conséquent , 

y.-y.- 

La  seconde  condition  sera  remplie  si  l’on  a 

R,  = -R.  --  (4i)- 

Eu  multipliant  les  deux  premières  équations  par  la  troi- 
sième, on  trouvera 

R^,  = — R,x,...  (42), 

R/y/  = — R.J',-  - (43); 

par  la  propriété  des  momens,  nous  aurons,  en  nommant 
P,  P',  P",  etc. , les  composantes  de  H^,  et  P",  P”,  etc.,  celles 
de  R", 

R X,  = Px  4-  P'*'  + P'x"  + etc. , 
r'x„  = P'x’  + P'^x”  -f  P’*’  + etc.{ 

substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  ( 4^  ) > c»  la  l'c- 
duira  a 

Px  + Fx'-f  P"x"+  P‘'x*-l-P‘V’’+  P’x’'4-elc,  = o...  (44). 

Par  le  même  procédé,  l’équation  (43)  nous  donnera 

Py  4 py4  P'y'4  p-y»+p>y»4  py4.  etc. =o. . . (45). 

Enrm  si  dans  l’équation  (40  on  substitue  les  valeurs  de 
R,  et  de  R„,  on  obtiendra 

P4P'-f.p''-f  p-4P'»4P*4.etc.  = o...  (46). 

8^.  Lorsque  les  équations  (44)  i (4^)  et  (46)  sont  satis- 
faites, les  forces  parallèles  sont  en  équilibre.  Ces  équations 
expriment  donc  les  conditions  suivantes  : Il  y aura  équi- 
libre dans  le  systimej  si  la  somme  des  momens  des  forces, 
pris  par  rapport  aux  deux  plans  rectangulaires  parallèles 
à la  direction  commune,  est  égale  à zéro,  et  si  en  même 
temps  la  somme  des  forces  est  également  nulle. 
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88.  Il  y aurait  encore  équilibre,  si  la  résultante  des 
forces  parallèles  passait  par  un  point  fixe;  car  elle  serait 
détruite  par  la  résistance  de  ce  point. 

Des  forces  situées  dans  un  plan,  et  appliquées 
à différons  points  liés  entre  eux  dwie  manière 
invariable. 

Fig-  45.  89.  Soient  P,  P',  P*,  P*,  etc.  (fig.  45)  plusieurs  forces  qui 

agissent  dans  un  plan  que  nous  supposerons  être  celui  des 
X,  y,  et  qui  sont  appliquées  aux  points  A,  B,  C,  D,  si- 
tués dans  ce  plan,  et  invariablement  liés  entre  eux.  Nous 
allons  d’abord  indiquer  la  construction  qui  est  en  usage 
' pour  obtenir  leur  résultante,  lorsque  ces  forces  peuvent 
se  réduire  à une  seule.  Pour  cela,  ayant  pris  les  juirties 
Aa,  B6,  Ce,  Dcf,  proportionnelles  aux  intensités  de  ces 
forces,  on  prolongera  les  droites  Au  et  BÂ  jusqu’à  leur  point 
de  concours  G , et  ayant  transporté  en  ce  point  les  forces 
Aa  et  Bà,  on  construira  le  parallélogramme  GG';  alors  la 
diagonale  GG'  de  ce  parallélogramme  représentera  en  in- 
tensité la  résultante  des  forces  Aa  et  Bà  ; on  prolongera  en- 
suite GG'  et  Ce  jusqu’à  leur  point  de  concours  II,  et  ayant 
transporté  en  ce  point  les  forces  GG'  et  Ce , on  construira 
le  parallélogramme  UH' dont  la  diagonale  Hli'  représentera 
la  résultante  des  forces  GG'  et  Ce,  et  par  conséquent  celle 
des  forces  Aa , Bà  et  Ce.  On  prolongera  ensuite  HH'  jus- 
qu’à sa  rencontre  en  I avec  la  direction  de  Dcf,  et  ayant  cons- 
truit le  parallélogramme  11',  la  diagonale  II'  sera  la  résnl- 
taute  de  tout  le  système. 

Qo.  8i  dans  celte  suite  d’opérations  il  se  trouvait  des 
forces  parallèles , en  les  combinant  deux  à deux  , on  déter- 
minerait leur  résultante  par  lesarticles  (71),  (72)  et  (74) , et 
cette  résultante  serait  égale  à leur  somme  ou  à leur  diil'érence. 

Si  CCS  forces  parallèles  étaient  égales  et  non  directement 
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op{)08Ôes,  on  en  composerait  une  avec  les  autres  forces  tlu 
système,  et  l’on  continuerait  les  opérations  comme  nous 
venons  de  le  voir  ; mais  si  ces  deux  résultantes  étaient  celles 
de  tout  le  système,  on  conclurait  d’après  l’art.  ^4>  qu’il  ne 
peut  se  réduire  à une  seule  résultante. 

91.  Si  dans  cette  construction,  la  dernière  résultante 
était  nulle , il  est  certain  que  l’équilibre  subsisterait  dans 
le  système. 

92.  On  peut  remarquer  que  la  construction  précédente 
revient  à transporter  au  point  I les  forces  parallèlement  à 
elles-mêmes , et  à oomposer  en  ce  point  toutes  ces  forces  en 
une  seule. 

£n  eDet,  en  prenant  seulement  trois  forces  P,  Q et  S 
( Cg.  4^),  la  rémltantc  DG  des  forces  P et  Q ayant  été  Fig.  ]6. 
transportée  en  D'C',  on  peut  décomposer  D'C'  en  D'P'  et 
en  D’Q',  et  l’on  voit  que  D’P'  et  D’Q'  sont  parallèles  à DP 
et  à DQ,  en  vertu  de  l’égalité  des  parallélogrammes. 

93.  Clicrcbons  niaintenant  les  conditions  analytiques  de 
l’équilibre  de  ces  forces.  Pour  cela,  considérons  d’abord  trois 
forces  P,  P',  P",  appliquées  toujours  à différons  points  fixes 
d’un  système,  une  des  conditions  nécessaires  pour  que  ces 
forces  soient  en  équilibre.,  est  qu’elles  concourent  en  un 
point.  En  effet,  si  les  forces  P et  P'  ( lig.  %’]  ) devaient  Fig.  1(7. 
être  mises  en  équilibre  par  une  troisième,  il  faudrait  que 

cette  force  fût  dans  la  direction  de  la  résultante  de  P et 
de  P',  pour  pouvoir  détruire  cette  résultante.  Or  P et  P' 
concourent  en  D;  donc  ce  point  D est  sur  leur  résultante, 
et  par  conséquent  sur  celle  de  la  troisième  forcej  donc  cette 
troisième  force  peut  s’appliquer  en  D. 

Si  .tu  contraire  la  troisième  force  ne  pouvait  pas  s’appli- 
quer au  point  de  concours  D des  deux  autres,  cette  force 
P'  (lig.  48)  couperait  la  direction  de  la  résultante  DR  de  Fig.  48. 
P et  de  P'  en  un  point  E , et  alors  les  droites  R et  P*  fe- 
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raient  nécessairement  entre  elles  un  angle  P"ER;  donc  ces 
forces  P' et  R auraient  une  résultante;  d’où  il  suit  qu’elles 
ne  pourraient  être  en  équilibre. 

c>4-  Lorsque  les  forces  P,  P',  P*  concourent  en  un  point 
A,  on  le  pourra  prendre  pour  point  d’application  de  ces 
forces , en  les  tran.sportant  en  ce  point  parallèlement  à 
, leurs  directions,  art.  ga;  alors  les  conditions  d’équilibre 
• seront  les  mêmes  que  celles  des  forces  appliquées  à un 
|K)int. 

Ces  conditions  seront  qu’on  ait 

P cos  « + P’  cos  » + P"  cos  «'  = O , 

P cos  O -f-  P^  cos  C*  + P*  cos  C"  = O. 

A ces  équations,  il  faut  joindre  celle  que  nous  allons  déter- 
miner pour  la  condition  du  concours  des  forces. 

g5.  Soient  donc  P,  P'  et  R trois  forces  qui  concourent 
Fis>.  îy.  en  A (fig.  4g)-  Si  par  un  point  C,  pris  arbitrairement, 
on  mène  en  A une  droite  CA,  et  que  de  ce  point  C on 
abaisse  des  perpendiculaires  CI,  CP,  CI*,  les  triangles  rec- 
tangles CAI , CAI',  CAI*  auront  une  même  bypolbénuse  ; 
c’est  cette  bypolbénuse  commune  à ces  triangles,  qui  cons- 
titue la  condition  du  concours;  car  clic  n’appartient  k la 
fois  aux  trois  triangles , que  *parce  qu’ils  ont  le  même 
sommet  A. 

Par  ce]K)int  Amenons  une  perpendiculaire  AB  à la  droite 
CA  ; et  des  extrémités  des  droites  AP,  AP',  AR  qui  repré- 
sentent les  intensités  des  forces  , abaissons  les  perpendicu- 
laires PD,  D'D',  ED*  sur  AB;  les  triangles  rectangles  ACI, 
APD  seront  semblables , parce  que  les  angles  formés  par 
AP  avec  les  parallèles  AC  et  PD,  sont  égaux,  comme  al- 
ternes, internes;  nousauronsdonc  la  proportion 

AC  ; Cl  ap  : ad-, 

et  si  nous  f.tisons  AC  = c , Cl  =z  p,  cette  proportion  dc- 
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d’où  noua  tirerons 


. « 


c 


en  nommant  de  même  p'  et  r les  perpendiculaires  Cl'  et 
cr  nous  trouverons 


sanie  de  R suivant  la  droite  AB , sera  égale  à la  somme  des 
composantes  de  AP  et  de  AP",  suivant  celle  droite  (*), 
par  conséquent  on  aura 


96.  Si  le  point  C était  situé  dans  l’angle  des  forces  P 
et  P',  ou  dans  son  opposé  au  sommet,  le  moment  de  la  résul- 
tante R serait  égal  à la  dÜTérence  des  momens  des  compo- 


( ) C est  ce  (ju  il  est  facile  de  démontrer  en  construisant  le  paiallelo- 
gramme  APRP  (fig.  5o),  et  en  menant  FE  parallclcment  k AB;  les  fig.  5o. 
trijiigles  FER,  ADP  sont  égaux  «t  donnent 

AD  = P'E=D'D". 

Metunt  donc  D'n»  k la  place  de  AD  dans  Téquation  identique 


Cela  posé , si  R est  la  résultante  de  P et  de  F,  la  compo- 


AD''  = AD4-AD'. 


Mettant  dans  cette  équation  les  valeurs  que  nous  venons 
tle  trouver,  elle  devient 


c c ^ c ’ 

et  en  supprimant  le  diviseur  commun,  on  la  réduit  à 
Rr  = P^  -I-  py . . . 


pv  s.  » ^ » 


011  a 


ÈUm.  de  Mécanique. 


AD*  = AD' -t- D'D", 
AD"=AD'+AD. 


4 


s 
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saules;  de  sorte  que  l’on  .-uirait 

Rr  = Pp_F/.V.  (48)C). 

• 97.  Nous  avons  vu  (art. '79)  , que  le  moment  d’une  force 
par  rapport  à un  plan,  était  le  produit  de  l’inlensité  de 
cette  force  par  la  perpendiculaire  abaissée  de  son  point 
d’application  sur  ce  plan.  Par  analogie,  nous  appellerons 
Fig.  5i.  momenbd’ une  force  par  rapport  à un  point,  la  perpendi- 
culaire abai.ssée  de  ce  point  sur  la  direction  de  celte  force. 
Les  équations  (47)  et  (48)  nous  apprennent  donc  que  le 
moment  do  l.i  résultante  de  deux  forces,  est  ég.d  à la 
.'omme  ou  à la  dilTérencc  des  momens  des  composantes , 
suivant  que  le  point  C qu’on  nomme /e  centre  c/cs  momens  , 
est  situé  hors  des  angles  opposés  au  sommet  PAP',  T. AI/ 
(fig.  Sa),  formés  par  les  directions  des  composantes,  ou  se 
trouve  dans  l’un  de  ces  angles  opposés  au  sommet.  . 

98.  On  peut  comprendre  ces  deux  cas  dans  un  seul,  en 
disant  que  le  moment  de  la  résultante  de  deux  forces  est 
égal  à la  somme  des  momens  de  leurs  composantes  : alors  le 
mol  somme  est  pris  dans  un  sens  pi  us  général , et  comprend 
l’assemblage  de  plusieurs  termes,  sans  avoir  égard  aux 
signes  qui  les  alTectcnt. 

99.  La  condition  du  concours  des  forces  vient  de  nous 
conduire  à la  ibéorie  des  momens;  il  ne  nous  reste  plus  que 
d’en  déduire  la  Iroisicme  équation  d’équilibre. 

Pour  cet  effet,  nous  remarquerons  préliminairement  que 


(*)  Dars  le  ca>  où  le  point  C est  «MiiéOans  l'iin^..te  «tes  forreii,  lei  irian- 

Fig.  5 1 . glcs  PAD  et  P'ER  (fig.  5 1 ) cum  épimx , on  « 

AD=PE  = D'D"i 


par  conséqnrat  on  prnl  changer  tVqnaiien  iilenliqne 


en  cclle<i 


AD'^AD'-rvn", 

Arr=Aiy-AD. 
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lorsque  «leux  furccs  égales  P et  P'  (fig.  53)  sont  tenues  en  P*®  53.' 
équilibre  par  une  troisième  P*,  cette  force  P*  doit  être  égale 
à la  résultante  R des  deux  autres  forces , et  d’un  signe 
contraire.  Cela  posé,  si  nous  abaissons  une  perpendiculaire 
j>  sur  la  direction  de  P*  qui  est  aussi  celle  de  R,  noos 
aurons  parle  principe  des  momens,* 

Rp*  = Pp+P>'. 


et  en  remplaçant  R par  — P*,  cette  équation  derieodra 
Pp  + P'p'  +P'p*  = 0. 

Ainsi  les  équations  d’équilibre'  de  trois  forces  sitnées 
dans  un  plan,  et  appliquées  â dilférens  points  A , B,' D , 
sont 


P cos  tf  + P*  cos  «'  + P*  cos  •'  = o. . . (4q) , 

P cos  • -{-  P'  cos  C P*  cos  C*  c=  O . . . (5o) , 

P/.  + Fp'  + Py  = o...  (5i). 

100.  Pour  passer  au  cas  où  plus  de  trois  forces  sont  en 
érquilibrc,  regardons  P comme  la  résultante  de  deux  forces 
1**  tt  P'”,  nous  aurons 

Pp=p-p-  + P'V». 

Sul)stituant  cette  valeur  dans  l’équation  (5i)  nous  la  clian- 
gerons  en 

Fp'  + Py  + P*y  + P”p”  = O. 

Par  une  semblable  opération , les  équations  (49)  et  (5o) 
devieudront 

P'  cos  tk  + P'  cos  » -f-  I**  cos  **  ~h  P'*  cos  = O, 

F cos  iT  + P"  cos  C*  + P*  côs  C*  + P”  cos  C”  = o. 


101.  Ce  procédé  pouvant  s’étendre  à un  plus  gr.ind 
nombre  de  forces,  nous  aurons  pour  les  équations  générales 
île  l'équilibre  des  forces  appliquées  à differens  'points  et  si- 
I liées  dans  un  plan. 


■i 
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P COS  « -|-  P'  COS  • + P'  COS  «*  + etc.  = o . . , (5?.) , 

P oos  C + P*  cos  Ç.'  -f*  P"  eos  + etc.  = o . . . (53) , 

P/j  + P'p'  + P'p"  + etc.  = O . . . (54). 

103.  Oii  emploie  quelquefois  une  notation  conimotle 
pour  exprimer  ces  équations,  en  les  écrivant  de  la  manière 
suivante  : 

r(Pcos«)  = o,  Z(Pcosff)=o,  2(P/7)  = o. 

Par  le  caractère  grec  2,  on  entend  une  somme  de  quan- 
tités de  la  forme  de  celle  qui  est  comprise  entre  les  pa~ 
renllicses  (iVbte  quatrième). 

1 o3.  Le  procédé  qui  nous  a .servi  à trouver  l’équation  (47), 
nous  fournit  les  moyens  de  démontrer  une  règle  facile 
pour  reconnaître  les  signes  qui  doivent  alTectcr  les  dilférens 
momens  des  forces.  £n  eifet,  si  l’on  suppose  que  le  centre 
Fig.  5}.  fixe  C ucs  momens  ( fg.  54  ) , soit  situé  hors  de  l’angle  des 
forces  extrcnies  ou  de  son  opposé  au  sommet , et  que  ces 
forces  P,  P',  P",  etc.,  agissent  par  pulsions,  et  restent  inva- 
riablement liées  aux  perpendiculaires  p,  p’ etc., ces 
forces  feront  tourner  p,p',p",  etc.,  dans  le  même  sens  autour 
Fij.  55.  du  point  C;  si  au  contraire  le  centre  C (lig.  55)  est  dans 
l’angle  des  forces  extrêmes  ou  dans  son  opposé  au  sommet, 
les  forces  P,  P',  P",  etc  , situées  du  même  cété  de  C,  fe- 
ront mouvoir  p,  p',p",  etc.,  dans  le  même  .sens  autour  du 
pointe,  tandis  que  les  forces  P*,  P”,  etc.,  feront  tourner 
p",p'^ , etc.,  en  sens  cojitrairc  autour  du  même  point.  Or 

T>  T>^  ' 

les  expressions  — , — ^ , de. , représentées  par  AD  , 

AD',  etc.,  étant  de  signes  diOcrens  que  AD",  AD'*,  etc.  , 
il  en  résulte  que  les  forces  qui  ont  des  momens  de  mêmes 
signes,  tendront  à faire  tourner  le  système  dans  un  sens; 
tandis  que  les  forces  qui  ont  des  momens  de  signes  con- 
traires, tendront  à le  faire  tourner  en  sens  contraire. 


\ 
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lo.j.  Djtis  le  cas  où  les  forces  ne  sont  pas  en  équilibre,  le 
niouicut  (Je  la  résultante  sera  é^al  à la  somme  des  inomeiis 
des  forces  qui  tendent  à faire  tourner  le  s^'stbme  dans  le 
même  sens  que  celte  résultante  , moins  In  sommt'  des 
momens  qui  tendent  ù faire  tourner  le  système  en  sens  con- 
traire. 

105.  IVapri»  ce  qui  précède,  l’équation  ï ( Py>  ) = o 
nous  dit  que  la  somme  des  momens  des  foi'ces  ({ui  tendent 
à faire  tourner  le  système  dans  un  sens,  est  égale  à celle  des 
momens  des  forces  qui  tendent  à le  faire  tourner  dans  un 
sens  contraire. 

106.  Si  dans  le  système  supposé  en  équilibre,  on  supprime 
l’une  des  forces  ( par  exemple  P ) , les  autres  forces  auront 
une  riisultaiitei  celte  résultante  devant  agir  en  sens'op- 
posé  de  P qui  ti.mait  les  autres  forces  en  é(|uilibre,  au  lieu 
des  équations  (Sa),  (53)  et  (54),  nous  aurons  celles-ci  : 

R cos  rt  = 1*'  cos«'  -f- 1**  cos  «*  + P*  cos  »•  -j-  etc. , 

R cos  b —V  ws  f -J-  P*  (xvs  C*  -j-  P*  cos  S*  -f-  etc. , 

Rr  = P'p'  + Py  -f-  PV  + etc., 
ou 

R cos  a — S (P  cos  •)  = X , 

R cos  6 = 2 ( P cos  ) = Y, 

Rr=  2 (Py,). 

10^.  Au  moyen  de  (x»  équations,  on  pourra  obtenir  tout 
ce  qui  est  relatif  à la  résultante. 

Car  ]>our  deterrainer  son  intensité,  les  deux  premières 
donnerout 

R*  (cos  «*  -f-  cos  f*  ) = X*  -f-  Y*, 

et  parce  que  la  somme  des  carrés  des  cosinus  est  ('gale  à 
r unité,  nous  aurons 

R*  = X»  -f  Y*. 

Les  mêmes  équations  ferout  connaître  l’inclinaison  de  la 


5)  STATIQUE. 

r<-sullantc  à l'égard  dcj  axes  ; car  ccs  équations  nous  don- 
neront 


X 

cosa  =g-. 


co  s b = 


Y 

R' 


108.  Pour  placer  la  résultante  dans  le  système,  on  com- 
mencera par  déterminer  la  position  d’une  droite  AB  qui 
passerait  par  l’origine  et  serait  parallèle  à la  résultante. 
Pour  cet  elTet,  le  signe  de  cos  b fera  d’abord  connaître 
si  AB  doit  être  situé  au-dessus  ou  au-dessous  de  l’axe  des  sr; 
car  lorsque  eos  b est  positif,  la  droite  AB  devant  faire  un 
angle  aigu  avec  l’axe  des  nej*eiif  prendre  que  l’une  des 

Fig.  56.  positions  indiquées  dans  la  figure  56.  An  lieu  que  lorsque 
c<  a b rst  i é ,atif,  la  droite  AB  doit  se  trouver  dans  l’une 

Fig.  S?-  positions  marquées  dans  la  fig.  5'].  Ainsi  quel  que 
soit  le  signe  de  cos  b , la  droite  AB  est  susceptible  de  prendre 
deuxpositions  diflerentes  à l’égard  de  i’axedesy:  dans  l’une 
elle  fera  un  angle  aigu  avec  l’axe  des  x,  et  dans  l’autre  elle 
fera  avec  cet  axe  un  angle  ol)tus.  Le  signe  de  cos  a détermi- 
nera ensuite  celle  de  ces  deux  positions  qui  convient  au 
problème;  car  si  cosa  est  positif,  l’angle  formé  par  la  droite 
AB  avec  l’axe  des  x,  sera  aigu,  tandis  que  cet  angle  se  trou- 
vera obtus  si  cos  a est  négatif. 

Ayant  ainsi  fixé  la  position  de  la  droite  AB,  on  lui 
mènera  par  l’origine  A une  perpendiculaire  égale  à 

Fig.  53.  r=  Celle  perpendiculaire  sera  représentée  (fig.  58) 

par  AO  on  par  AO',  suivant  le  signe  de  r,  et  la  parallèle 
OR  ou  O'R',  à la  droite  AB,  indiquera  la  direction  de  la 
résultante. 

109.  Pour  obtenir  l’équation  de  la  résultante,  nous  ob- 
serverons que  dans  le  cas  le  plus  général , la  résultante  cou- 

Fig.  5g.  y c**  certain  point  B ( fig.  5g  ) , son  équa- 

tion doit  être  de  cette  forme 
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y = X tang  D -f-  AB . . . (55). 


tig  5g. 


G>minG  l’angle  que  fait  la  direction  de  la  résultante  avec 
l’asc  des  x est  représenté  par  a , nous  avonsr  D =r  u , et  par 
conséquent, 

_ * sin  a cos  ù P cos  b Y • • > 

tangD  = ^ = = = rç-. 

cota  cüsa  P cos  u X 

Â l’égard  de  AB,  sa  valeur  est  donnée  par  l’équation' 

OA  •=  AB  cos  OAB. 


L’angle  OAB  qui  entre  dans  cette  équation  est  égal  ii.D, 
puis(|ue  ces  angles  sont  l’un  et  l’autre  conipléinens  de  OAD. 
Nous  pourrons  donc  remplacer  OAB  par  D,  ou  plulét  par 
a;  et  comme  OA  n’est  autre  chose  que  la  poipeOdicu- 
Inirequi  a été  abaissée  du  centre  des  moincns  sur 'la  di- 
rection de  la  résultante  et  que  nous  avons  répréseiilcc  par 
r,  eu  substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  précédente , 
nous  trouverons 


et  par  conséquent, 


r ^ AB  cos  <7, 

AB  = — . 
cos  a 


• 13  >'■'  I 

Mettant  cette  valeur  de  AB  et  celle  de  tang  D dans  l’é<|ua- 
tion  (55),  nous  obtiendrons  -* 


Y , r Y , R;-  Y R» 

^ “ X*  cos  a ~ X cos  a “ X X' 

Faisant  évanouir  le  diviseur  commun  X , et  réunissant 
les  termes  eu  s;  et  eu  ^ dans  le  premier  membre , ou 
trouvera 

yX  — ofY  = Rr, 

ou  en  remplaçant  Rr  par  sa  valeur  2P/>,  on  aura  pour  l’équa- 
tion de  la  résultante, 
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yX—xY  = xVp. 

I lo.  Dans  lecas  de  l’équilibre,  XetT  sont  nuis, et  cette 
équation  se  réduit  i XVp  = o , résultat  qui  s’accorde  arec 
ce  qu  i précède. 

III.  Les  données  qui  suffisent  pour  pouŸoir  déterminer 
la  direction  de  la  résultante  étant,  i**.  les  intensités  des 
forces;  2°.  les  angles  desquels  dépendent  leurs  directions; 
3”.  les  coordonnées  de  leurs  points  d’application  , il  con- 
viendrait de  pousnir  substituer  è l’équation  (54),  une 
autre  dans  laquelle,  au  lien  des  expressions  p,  p',p’,  etc., 
on  fit  entrer  les  coordonnées  des  points  d’application  des 
forces.  Pour  parvenir  à ce  but  , .plaçons  l’origine  en  A 
Fig.  Co.  (fig.  60);  et  soient  * et_yles  coordonnées  du  point  d’ap- 
plication M d’une  force  représeniiie  en  intensité  par  la  droite 
MP,  les  composantes  de  M parallclcmcnt  aux  axes  Ax  et 
Ay,  seront 

MN  =:  P cos  *«, 

RIQ  = P cosC. 

Abaissons  de  l’origine  A les  perpendiculaires  AO,  AF  et  AE 
sur  les  directions  prolongées  de  MP  et  de  ses  composantes, 
nous  trouverons 

OA  X MP  = moment  de  la  résultante  P , 

AF  X MN  = moment  de  la  composante  P cos  «, 

AE  X MQ  = moment  de  la  composante  P cos  C; 

or,  en  regardant  les  forces  comme  agissant  par  pulsion, 
la  résultante  R et  la  composante  P cos  « tendront  à faire 
tourner  AO  et  AF  autour  du  point  A dans  le  même  sens. 
Nous  aflecterons  donc  du  signe  positif  les  momens  de  ces 
forces,  et  nous  donnerons  le  signe  négatif  au  moment  de  la 
I force  P cos  C,  qui  tend  à faire  tourner  AE  en  sens  contraire 
autour  du  point  A.  Ainsi  nous  aurons  l’équation 
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Pp  —jrPcos»  — *P  cosC  (*). 

Pour  la  même  rabon , 

r-y  = yp'  co*-'  — x'p'  cosC', 

P*/  = j”?*  cos  — x'P*  cos  C, 

p-y  = J--P*  cos  — *"*P*  cos  r , 

etc.  etc.  etc.  ; 

en  substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  des  momens , elle 
deviendra 

P {y  cos  « — *co5  C)-f-P'(_y'coset' — x'cos  f')-(-etc.=o,..  (56); 

par  conséquent  nous  aurons  pour  celle  de  la  résultante , 

— xY  = ï [P  (ycos«»  — X cosC)]. 

II3.  Nous  avons  vu  que  pour  déterminer  les  signes  des 
momens  Pp,  P/?',  etc.,  qui  entrent  dans  l’équation  (54), 
il  fallait  faire  usage  de  la  règle  de  l'article  107,  qui  est  un 
peu  étrangère  aux  considérations  analytiques  ; mais  lorsque 
par  une  transformation  cette  équation  sera  devenue  celle 
que  nous  avons  indiquée  par  (56),  Il  suIHra  pour  déter- 
miner les  signes  des  momens,  de  faire  us-ige  dc  la  règle  des 
signes  (art.  87  et  38) , en  ayant  seulement  le  soin  de  changer 


(')  Voici  de  quelle  manière  on  ponrrait  de'montrer  directement  celle 
vqualion. 

Les  angles  a et  C e’tani  cenx  qne  la  droite  MD  ( 6g.  5g } forme  avec 
les  directions  des  axes  coordonne's , ces  angles  sont  compicmens  l'un 
de  l’autre;  et  comme  nous  aroiu  ru,  cpic  l’angie  CEM  était  égal  à a, 
il  faudra  que  son  complément  CED  toit  égal  à C.  Cela  posé,  nous 

avons 

AO  = EC  — FE, 


on 

\ 


P = ME  cos  CEM  — AE  cos  FEA. 


Substituant  It  la  place  de  toutes  cA  quantités  leurs  valeurs  analyliqiies,  t 
nous  trouverons 

, P —y  cos  a — X cos  C. 
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aussi  les  signes  des  coordonnées,  lorsque  de  posilivcs  clics 
deviennent  n^atives. 

Par  exemple,  soit  une  force  P située  à l’égard  dos  a\es 
Ci  • coordonnés  Ax  et  \y,  comme  nous  l’avons  placé*e  ( llg.  6 1 ) . 
Le  moment  de  cette  force  étant  en  général  P (y  cos* — xcosff), 
pour  le  modifier  convenablement  à ce  cas  particulier,  nous 
avons  X négatif j y positif,  cos  * négatif  cos  € négatif;  donc 
le  moment  de  cette  force,  en  ayant  égard  aux  signes , de- 
viendra 

P ( — y cos  • — - X cos  ê). 

1 13.  Remarquons  qu’il  y a toujours  une  liypolbèse  pri- 
mitive faite  tacitement  sur  les  signes.  Cette  liypotliëse  est 
ici,  qu’une  force  dont  la  direction  CD  (lig.  6o)  coupe  l’axe 
des  y,  a son  moment  Vp  positif. 

1 14-  Les  ét| nations  d’équilibre (49),  (5o)et  (5i)  expriment 
la  condition  que  toutes  les  forces  du  système  se  réduisent  à 
deux  forces  égales  et  directement  opposées.  Eu  c0ct,sl  nous 
appelons  P cos  *,  P'  cos*',  etc.,  les  composantes  parallèles  à 
l’axe  des  X qui  agissent  dans  un  sens,  et  P"  cos**,  P*  cos  tt*,  etc. 
celles  qui  agissent  dans  un  sens  opposé,  l’équation  (49)  re- 
viendra à celle-ci  ; 

P cos  * -^-  P cos  *'  -f-  etc.  = P*  cos  **  -}-  P"  cos  u"  ■+  etc. 
Les  forces  P cos*,  P cos*',  etc.,  étant  y>arallèles,  nous  j>ou- 
vons,  parla  composition  des  forces,  les  réduire  à uue  seule 
X' égale  à leur  somme  et  parallèle  à leur  direction.  Opé- 
rant de  meme  à l’égard  des  forces  P"  eus  *",  P"  cos  a**,  etc. , 
et  appelant  X*  leur  résultante,  le  système  de  toutes  lis 
forces  parallèles  à l’axe  des  x se  réduira  i celui  de  deux 
forces  X'  et  X*  égales  et  dirigées  en  sens  contraire. 

Par  une  meme  coustructiuu,  nous  eoniertirons  toutes^es 
forces  parallèles  à l’axe  des  y,  à deux  résullautcs  Y'  et  Y 
égales  et  dirigées  en  sens  conti  aire. 

Trausi>ortuus  les  forces  X'  et  Y'  à leur  j>oiut  de  reueonlie 
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M ( fip.  62)  , et  les  forces  X*  et  Y*  à leur  point  tie  rencontre  ^ 'lî- 
N , nous  pourrons  construire  les  reclanples  MA  et  NB , ilans 
lesijucls  les  cAtés  MC,  MD,  NE,  N F reprAsen  feront  les 
forces  X',  Y',  X*,  Y*;  et  comme  les  côtés  homoK>{;ue8  de  ces 
rectangles  sont  é{;aux,  il  en  sera  tIe  même  des  diagonales 
MA  et  NB  dont  les  directions  se  trouveront  parallèles,  en 
vertu  de  l’égalité  des  triangles  AMD,  BNC. 

Las  éijuations  X = o,  Y = o expriment  donc  cette  con- 
dition, que  les  forces  situées  dans  un  plan  peuvent  se  ré- 
duire à deux  forces  MA  et  NB,  égales,  parallèles  et  dirigées 
en  sens  contraires;  mais  ces  équations  ne  disent  pas  que  les 
forces  MA  et  NB  agissent  dans  la  même  direction.  Pour  que 
cela  ait  lieu,  U faut  que  l’iiquation  XP/>  = o .soit  satisfaite ' 
en  effet,  nommons  R’  et  R*  les  forces  MA  et  NB,  et  r et  r* 
les  per|)cndiculaircs  OP  et  OQ  abaissées  d’un  point  O pris 
hors  des  directions  prolongées  de  ces  forces;  comme  K'  et 
R*  agissent  en  sens  contraire,  les  momens  de  ces  forces 
seront  dedifl'éreus  signes,  et  l’équation  xPp  = o sera  rem- 
placée par  celle-ci , 

RV  — RV'=  O. 

Par  hypothèse,  R^  et  R*  ont  les  mêmes  intensités;  ainsi  en 
supprimant  R' et  R*  comme  des  facteurs  égaux  dans  i’équa- 
tlon  précédente,  nous  la  réduirons  à ' 


par  conséquent,  la  dillcrencc  des  droites  OP  = / et 
OQ  = r*  étant  nulle,  il  s’ensuit  <[ue  les  points  P etQ  coïn- 
cident, et  qnc  les  forces  MA  et  NB  sont  dirigées  suivant 
une  même  droite. 

Une  conséquence  de  ce  qui  précède , est  q uc  lors<|ue  l’équa- 
tion 2P/jn:o  n’est  pas  satisfaite,  et  qu’on  a seulement 
X = O et  Y = O , le  système  sc  rétluilà  deux  forces  paral- 
lèles MAetNB,du  genre  de  celles  que  nous  avons  consi- 
dérées art.  (7-î). 


6o  STATIQUE, 

Il 5.  Si  au  contraire  l’équution  = o était  la  seule 
qui  fût  satisfaite,  il  n’y  aurait  pas  équilibre  dans  le  système  i 
car  alors  les  quantités  X et  Y u’étant  pas  nullcs,  il  en  serait 
de  même  de  II,  qui  est  donnée  par  l’équation 

R=  \/X'  -t  Y*. 

Dans  ce  cas,  l’équation  £P/>  = o,  ou  plutôt  Rr=o,  ne 
pourrait  être  satisfaite  qu’en  faisant  r = o , puisque  nous 
venons  de  voir  que  R ne  pourrait  être  nulle  ; or  r étant  une 
perpendiculaire  abaissée  du  centre  des  momens  sur  la  ré- 
sultante, il  suit  de  là  que  le  centre  des  momens  serait  sur  la 
résultante. 

ii6:  Ainsi  lorsque,  des  trois  équations  £P  cos  u=o, 
lPcosè  = o,  ZP/>r=o,  la  dernière  seule  sera  satisfaite, 
il  faudra,  pour  établir  l’équilibre  dans  le  système,  qu’il 
y ait  un  point  fixe  sur  la  résultante;  par  exemple,  si  les 
forces  P,  P',  P*,  P*,  etc.,  sont  appliquées  à différens  points 
d’un  levier,  et  que  le  ]K>int  C par  lequel  passe  la  résultante 
soit  un  obstacle  invincible  qui  détruise  l’elTet  de  cette  ré-  ' 
sultante,  la  seule  condition  £P/>  = o suffira  pour  mettre  le 
système  en  équilibre.  Nous  verrons  par  la  suite  rjue  l’inten- 
sité de  cette  résultante  serait  la  pression  exercée  sur  le 
point  C. 

Il 7.  Lorsque  le  système  se  réduit  à deux  forces  paral- 
lèles égales  et  non  directement  opposées,  il  suffit  d'ajouter 
une  force  arbitraire  S,  pour  qu’il  soit  susceptible  d’avoir 
une  résultante.  En  effet,  il  peut  arriver  les  deux  cas  suivans: 
C3.  ou  la  nouvelle  force  S sera  parallèle  à P et  à Q (lig.  63  ) , ou 
elle  ne  le  sera  pas;  dans  le  premier  cas,  on  décomposci'a  S en 
deux  forces  P'  et  Q’,  qui  passeront  par  les  points  A et  B 
(art.  78)  ; alors  le  système  des  trois  forces  P,  Q et  S sera  rem- 
placé par  celui  des  deux  forces  inégales  P -|-  P’  et  Q — Q >ol 
par  conséquent  aura  une  résultante. 
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Si  la  noapelle  force  S (fig.  64)  n’éfait  pas  parallèle  aux  I’'8-  ®4- 
«leux  autres,  on  la  prolongerait  jusqu’à  sa  rencontre  A' arec 
' la  direction  de  l’une  de  ces  forces.  Transportant  les  points 
d’application  de  ces  deux  forces  en  A',  on  construirait  leur 
parallélograiumc,et  l’on  déterminerait  la  résultante  R qui 
rencontrerait  la  direction  de  la  troisième  force,  et  par  con- 
séquent pourrait  se  composer  arec  elle. 

Des  forces  qui  agissent  d une  nuinière  quelconque 
dans  l'espace. 

118.  Soient  P', P",  P*,  etc. , etc.,  diverses  forces  situées 
dans  Pespace, 

x'  ,y' , 2'  les  coordonnées  du  point  d’application  de  P', 
x"  les  coordonnées  du  point  d’application  de  P", 

2*  les  coordonnées  du  point  d’application  de  P", 

etc.  etc.  etc. 

y les  angles  formés  par  P'  avec  les  axes, 

•*,  /S',  y*  les  angles  formés  par  P*  avec  les  axes, 

/8*,  y*  les  angles  formés  par  P*  avec  les  axes , 
etc.  etc.  etc. 

Mous  allons  chercher  les  conditions  d’équilibre  de  ces 
forces,  et  tâcher  de  faire  dépendre  ces  conditions  de  celles 
que  nous  avons  exposées  dans  les  théories  précédentes.  En 
conséquence,  examinons  si  nous  ne  pouvons  pas  décompo- 
ser toutes  les  forces  en  deux  groupes,  les  unes  parallèles, 
et  les  antres  situées  dans  un  même  plan.  Comme  nous 
pouvons  disposer  des  axes  coordonnés  de  la  manière  la  plus 
convenable  au  problème,  nous  tâcherons  de  décomposer 
une  partie  des  forces  dans  le  plan  des  x,  y,  et  de  faire 
en  sorte  que  toutes  les  composantes  qui  ne  peuvent  pas  être 
comprises  dans  ce  plan,  soient  parallèles  .à  l’axe  des  z. 

119.  Si  ]>armi  les  forces  du  système  il  ne  s’en  trouvait 
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aucune  qu!  fût  parallèle  au  plan  des  .t,  y,  il  serait  bien 
facile  d’obtenir  la  décomposition  proposée;  car  soit  P*  l’une 
de  CCS  forces,  que  nous  supposerons  appliqurâ  au  point 

Fig.  C5.  M'  (fig.  65)  ; on  prolongera  sa  direction  jusqu’à  ce  qu’elle 
rencontre  le  plan  des  x,  y cxi  un  point  C’,  et  transportant 
en  C'  le  point  d’application  de  cette  force , on  la  dccompO' 
sera  en  deux  autres,  l’une  C'L  parallèle  à l’axe  des  a,  et 
l’autre  (/N  située  dans  le  plan  des  x,  y. 

120.  Hais  lorsque  la  force  P'  est  parallèle  au  plan  des  x, 
y y une  pareille  décomposition  ne  peut  s’eOectuer.  Ainsi 
nous  allons  chercher  uu  autre  mode  de  décomposition  qui 
ue  présente  pas  cet  inconvénient. 

Fig.  66.  Pour  cet  effet,  menons  par  le  point  M'  (fig.  66)  une  pa- 
rallèle à l’axe  des  z,  et  prenons  sur  cette  parallèle  des 
parties  égales  M'O,  M'O';  ces  droites  M'O  et  M 'O' pour- 
ront représenter  deux  forces  ^ et  — g égales  et  directe- 
ment opposées.  L’introduction  de  ces  deux  forces  -f-g"' 
et  — g ne  troublera  pas  l’équilibre,  ])uisqu’ellcs  se  dé- 
truisent mutuellement;  et  alors,  au  lieu  de  la  force  P', 
on  aura  les  trois  forces  P',  g et  — g.  On  jieut  composer 
P'  avec  — g y et  en  nommant  If  la  résultante  de  ces  deux 
forces,  la  force  P'  sera  remplacée  par  le  système  des  deux 
forces  R'  et  g',  l’une  et  l’autre  appliquées  en  M';  la  force 
g y représentée  par  AI'O,  restera  parallèle  à l’axe  des  z, 
et  la  force  R'  aura  la  faculté  de  pouvoir,  dans  tous  les 
cas,  rencontrer  le  plan  des  x,  y y parce  que  la  composante 

* —-g'  qn’elle  reiiGei-me,  et  qu’on  peut  prendre  arbitraire- 

ment , est  parallèle  à l’axe  des  s. 

121.  Nous  entrevoyons  déjà  que  puisque  des  deux  forces 
g et  R',  l une  est  parallèle  à l’axe  des  s , il  ne  .s’agirait 
plus,  pour  parvenir  à notre  but,  que  de  trans;>orter  le 
point  d’application  de  la  force  R'  au  point  C',  où  elle  perce 
le  plan  des  x,  y -y  car  alors  on  pourrait  encore,  comme 
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ilans  l’arlicle  i iç),<U)composerR'à  ce  point, en  deux,  forces, 
l’une  située  dans  le  plan  des  x,  y,  et  l’autre  parallèle  à 
l’axe  des  i.  De  sorte  qu’au  lieu  de  la  force  P',  nous  aurions 
trois  forces;  la  première  appliquée  en  C',  et  située  dans  le 
plan  des  «,  J',  et  les  deux  autres  parallèles  à l’axe  des  s, 
l’une  appliquée  en  C',  et  l’autre  eu  M'. 

1 22.  Les  coordonnées  des  points  d’application  des  forces 
devenant  nécessaires  lorsqu’on  veut  exprimer  les  conditions 
analytiques  de  leur  équilibre,  clierclions  maintenant  à dé- 
terminer les  coordonnées  du  point  C'. 

Cest  à quoi  l’on  parviendra  facilement  au  moyen  des 
équations  <le  la  résultante  R' qui  passe  par  le  point  x',y',z. 
Pour  les  obtenir , nous  rem  .arquerons  que  les  équations  d’une 
«Iroite  quelconque  R' assujettie  è passer  par  un  point  x',y',  z, 
sont  (art.  5^) 


Z — a'=^  (*  — *') 


'•••  (S?)- 


Dans  ces  équations,  X,  Y et  Z représentent  les  projoc- 
tious  de  la  droite  R'  sur  les  axes  coordonnés.  Ces  projec- 
tions étant  égales  aux  composantes  de  R'  parallèlement 
aux  axes,  il  ne  s’agira  plus  que  de  remplacer  X,  Y et  / 
par  CCS  composantes.  Or  R'  étant  la  résultante  de  P'  et  de 
—g , on  peut  substituer  à P' ses  trois  composantes  P'  cos«', 
P'  cos  r,  P'  cos  y';  et  P/  sera  la  résultante  des  quatre 
forces 

P'  cos  « , P'  cos  C',  P'  cos  y , — 

Ce»  forces  agissant  parallèlement  aux  axes  coordonnés , 
nous  aurons 

X = P'  cos  Y = P'  cos  r,  Z = P'  cos  y'— g (*) , 


(*)  On  ne  peut  dana  aucun  cas  anppnacr  que  Z aoit  nul , parce  que 
arliilraite,  on  le  aupjxMrra  loiqnnra  diffcrcut  de  P'  coa  y. 
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et  en  mettant  ces  valeurs  dans  les  équations  (5^) , on  ob> 
tiendra  pour  les  équations  de  R', 


P'  cos  y’— 

P'  cos  St 
P’cosy'-ff^ 
P'  cosC' 


(*—*') 

(j'-y) 


Fig.  66.  133.  Pour  avoir  les  coordonnées  du  point  C'  (fig..66)  où 

la  droite  R'  perce  le  plan  des  x , y , nous  remarquerons 
qu’en  ce  point  s = o ; et  si  nous  appelons  a,  et  les 

deux  autres  coordonnées  , il  faudra  supposer  dans  les 
équations  (58) , , 


et  elles  se  réduiront  à 


d’où  l’on  tirera 


, P'cos>'  — 

, P' cos  y — ff  , , 

, a'  P'  cos  m 


a,  = x 


P'  cos  y'  — g 


Z P'  cos  f 


telles  sont  les  coordonnées  a,  et  du  point  C',  où  la  résul 
tante  R'  coupe  le  plan  des  x , y. 


Voici  comment  on  pourrait  dc'monirer  gcom^triqueroent  ces  A]u«- 
Fig.  67 . lions  : soit  MN  (Ug.  67)  la  résultante  R'  applicjurà  en  M j les  composantes 
rectangulaires  de  cette  tbree  seront 

MF  = Fcos<i',  ME  = P' cos  f,  MO  = P'cos>'— s'. 

Par  le  point  C où  R'  rencontre  le  plan  des  i , y,  menons  la  parallèle  CB 
à l'axe  des  x , les  coordonnées  du  point  C seront  cvidemuicnt 
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ia4.  La  foiiN*  R'  ( hg.  68)  Étant  représentée  par  ]a  Fig  6S. 
twrtie  M'R'  de  sa  direction,  on  peut  la  transporter  au 
|M)int  C en  prenant  C D = M R',  Décomposant  alors  CD' 
en  trois  forces  rectangulaires  appliquées  en  C',  ces  forces 
seront  les  mêmes  que  les  composantes  de  M'R';  par  con- 
séquent nous  pourrons  considérer  le  point  C'  comme  solli- 
cité par  trois  forces  P*  cos  <*',  P'  cosC'  et  P' cos  y'—/;  les 
deux  premières  seront  situées  dans  le  plan  des  et  la 


AQ  = AP-PQ.  QC=PD-BD, 

AQ=i'-cn,  QC=y—nD. 

Il  ne  l’agit  plus  que  .le  «Iccemiiner  CB  et  BO.  Pour  cela,  nuinmon» 
e l ingle  que  la  .liaguiialc  ON  fait  atec  la  direction  ÜL  ; ki  droil.-s 
ON  et  CD  s-nl  parallèles,  puisqu’elles  se  trouvent  siiiicet  dans  des 
plans  Lorizontaux  qui  sont  parallèles;  d’.,ù  il  suit  que  1rs  angl.i  KOL, 
DCB  sont  égaux  cumme  fonars  par  des  cdlés  parallèles;  ainsi  nous 
aurons 

DCB=  «;  . 

par  conséquent 

CB  = CD  COI  fl,  DBasCOsinfl...  (Sÿj. 

Cela  posé, Iles  triangles  CMD,  OMN  rectangles,  l'un  eu  D et  l’an  Ue 
en  O » nôus  flionncnc  Ja  proportion 

MO:ON::MD:CDg 

un 

' Prosy'—. g':ON::*:cD; 

dune 

rn—  1 

^"'Pcuey'ir^"’ 

niritint  celte  valeur  dans  les  équations  f.'ij)),  on  oLtirnt 

CB  = ^-ÎL^„  nn-  «-OWslnfl  ’ , 

P'cosy— ^ • P'coe  y'— g'  * 

remplaçant  ON  cos  fl  et  ON  sin  fl  par  lenn  valeun  OL  et  NL,  et 
observant  que  OL  et  NL  ne  aont  autre  choae  que' les  composantes 
P'  cos  «'  et  P'  coi  C'  de  MN , nous  auruiu  ' *■’  ' i 

rn~  « Pco*»'  no  s.P'cos  i.  -' 

valeur»  qu’on  substituera  dans  celles  de  AQ  et  de  QC..  ,,, 

EUm  de  Micauiquf.  5 
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•'ig.  68.  troisième  sortira  de  ce  plan  et  agira  parallèlement  à l’axe 
des  s.  Ainsi,  au  lieu  de  la  force  P appliquée  en  M',  nous 
aurons 

en  M’ la  force  g parallèle  à l’axe  des  z, 

en  C'  la  force  P'cosy' — g'  parallèle  à l’axe  des  s, 
en  C’  la  force  P' cos  . située  dans  le  plan  des  x,  y, 
en  C'  la  force  P'cosC'...  située  dans  le  plan  des  x,  y. 

izS.  En  opérant  de  meme  à l’égard  des  forces  P",  P*, 
P”,  etc. , au  moyen  des  forces  g" — g , ^ g" — etc. , 
qu’on  ajoutera  à leurs  points  d’application  M",  M",  M”,  etc., 
on  décomposera  le  système  en  deux  groupes  de  forœs,  les 
unes  parallèles  à l’axe  des  z,  et  les  autres  situées  ilans  le 
plan  des  x , y. 

* Les  forces  parallèles  à l’axe  des  z seront  ■ 

/?'»  •'’c. 

appliquées  aux  points  M',  M",  M",  etc.  ; 

P cos  y'  — g y P"  cos  y" — g",  etc., 
appliquées  aux  points  C',  C",  C*,  etc. 

Et  les  forces  situées  dans  le  plan  des  .r,  y,  seront 

P'cos#^,  P*  cos»*,  P*  cos  «‘*,  P*  cos  y* — g”,  etc., 
appliquées  en  C',  C*,  C* , etc. , 

P'cosC’,  P*cosC*,  P * cos  C",  etc., 
appliquées  en  C’,  C”,  C*,  etc. 

ia6.  On  va  démontrer  c[ue  pour  qu’il  y ait  équilibre  entre 
ces  forces,  il  faut,  i®.  que  les  forces  situées  dans  le  plan 
idcsar,  y se  fassent  équilibre  ; qu’il  en  soit  de  môme  à 
l’égard  des  forces  parallèles. 

Pour  cela , les  points  C',  C',  C",  etc. , considérés  comme 
les  points  d’applications  d’une  partie  des  forceji  du  système. 


• Digitized  by  Google 


Dns  FORCES  (JVI  AGISSENT  DANS  1.' ESPACE.  6‘J 

sont  iavarialilemcnt  liés  entre  eux.  On  peut  donc  imagi- 
ner que  par  deux  de  ces  points, on  ait  mené  une  droite  C'C* 

(ju’un  prolongera  indéfiniment  de  chaque  côte;  si  l’équi- 
libre général  subsiste,  cette  droite  sera  immobile;  par  con* 
séquent  aucun  des  points  qui  la  composent  ne  pourra  se 
mouvoir:  or  cela  suffit  pour  expliquer  la  destruction  mu- 
tuelle des  forces  situées  dans  le  plan  des  x,  y. 

En  effet,  toute  force  située  dans  le  plan  des  x,  y ren- 
contrera la  droite  fixe  ou  lui  sera  parallèle.  Dans  lepreraicr 
cas , nous  représenterons  cette  force  par  AB  (fig.  6g),  et  nous  Fig.  Cg. 
la  prolongerons  jusqu’à  sa  rencontre  O de  la  droite  fixe  j 
et  comme  il  suffit  qu’une  force  ait  un  point  fixe  dans  sa  di- 
rection pour  qu’elle  soit  détruite,  ce  point  O rendra  nul 
l’effet  de  la  force  AB. 

D’une  autre  part,  si  une  force  DE  était  parallèle  à CC, 
elle  ne  pourrait  se  mouvoir  sans  entraîner  C'C*  dans  le  même 
sens,  ce  qui  est  impossible,  puisque  la  droite  C C*  est  fixe  ; 
par  conséquent  la  force  DE  sera  aussi  sans  effet  (*). 

Les  forces  qui  sont  dans  le  plan  des  x , y étant  en  équi- 
libre , il  faut  que  les  forces  verticales  le  .soient  aussi  ; car 
autrement  l’équilibre  général  n’aurait  pas  lieu. 

127.  Le  problème  est  ainsi  réduit  à trouver  les  conditions 
d'équilibre,  i®.  des  forces  parallèles  à Taxe  des  c;  2®.  des 
forces  situées  dans  le  plan  des  x,  y. 


(*)  On  pourrait  le  demonirrr  ptos  rigoutrusrment  de  la  nianihe'  ' 
suivante.  Soit  MP  ( Gg.  70)  une  force  parallèle  è la  droite  fixe  AB; 
nienont  ou  point  d'applicatinn  M de  cette  force,  deux  druilrs  MN  et 
IttN'  égales  et  directement  opposées.  Nous  ne  cliaogerons  tien  li  IVuit 
(lu  système,  puisque  MN  et  MN'  se  ilétruisent.  Or  en  cumposant  Ml^ 
avec  MN',  on  a la  résultante  MS  qui  est  détruite  par  le  point  O situe 
sur  sa  direction.  La  force  MN  est  aussi  détruite  par  la  résistance  du 
(Hrint  L;  donc  le  système  des  forces  MN,  MN'  et  MP  n’ayant  aucnn 
effet,  il  en  sera  de  même  de  MP. 
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Condition*  (féquilibr*  dtt  force*  parallèle*  à Vaxe  des  x. 

128.  Ces  conditions  étant  les  mêmes  que  celles  que 
nous  avons  prescrites , article  87 , elles  exigent  qu’on  égale 
à zéro, 

I*.  La  somme  des  forces  parallèles  à l’ase  des  z ; 

2".  La  somme  des  momens  par  rapport  au  plan  des  y,  z ; 
3°.  La  somme  des  momens  par  rapport  au  plan  des  x , z\ 
La  première  de  ces  conditions  nous  donne 

Fcosy'  — g'4-/  + P'cosv'— g''  -^g’ 

-f-  P"  cos  Y*  — g*  g"  + etc.  = O ; 

ou,  en  réduisant, 

P'  cos  V + P'  cos  Y*  + P*  cos  Y*  + etc.  = O . . . (60). 

Pour'remplir  la  seconde  condition,  nous  avons  deux  sortes 
de  momens  à prendre. 

1**.  Ceux  des  forces  g',  g",  etc.,  appliquées  aux  points 
ivr,  M”,  etc. 

2®.  Ceux  des  forces  P'cosy^ — g',  P^cosy’ — etc.,  ap- 
pliquées aux  points  Cf,  C",  etc. 

En  considérant  d’abord  la  première  force  g'  qui  agit  au 
Fig.  71.  point  M'  (6g.  71) , le  moment  de  cette  force  par  rapport  au 
plan  des  y,  z,  est  g'  X M'N';  or  M'N'=  B'iÿ  = AG'=  x'; 
donc  le  moment  cherché  est^'z'. 

A l’égard  du  moment  de  la  force  P'  cos  y'  — g'  qui  agit 
en  C',  ce  moment  pris  par  rapport  au  même  plan  des  y,  a, 
est  évidemment  égal  à ( P'  cos  y'  — ) X E'C,  ou  plutôt 

à ( P'  cos  y'  — g'  ) a/,  donc  la  somme  des  momens  des 
forces  g'  et  P'  cos  v ~ g'  par  rapport  au  plan  des  y,  z, 
est  représentée  par 

‘ (P' cos  y'  — /)a,. 
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Mettant  dans  cette  expression  la  râleur  dé  n,  trouTée  ar-*'**’  7*« 
ticle  133,  on  aura 


g'x  + (P'  cos  y'  — /)  [x’ 


zV  cos  •'  \ 
P*  cos  y —"P  / ’ 


eflectuant  la  multiplication  indiqu<ie  et  réduisant , en 
trouve 

*'P'  cos  y'  — s'P'  cos  ». 

Prenant , par  le  même  procédé , les  momens  des  forces 
parallèles  appliquées  aux  points  M',  M*,  etc. , G*,  G*,  etc. . 
et  réunissant  tous  ces  momens,  leur  somme  sera  exprimée 
par  l’équation 

P'  (*'  cos  y' — i cos  «') 

+ P"  (x’  cos  y'  — s*  cos  «*)  + etc.  = o. . . (6i). 

Pour  obtenir  la  troisième  équation  d’équilibre  des  forces 
parallèles,  le  moment  de  la  force  g'  appliquée  en  M',  par 
rapport  an  plan  des  *,  a,  seraÿ  X M'L'=^'X  B'G'=gy'-, 
celui  de  la  force  P'  cos  y'  — g'  appliquée  en  C',  sera 
(P'  cos  y'  — ainsi  l’on  aura  pour  la  somme  de  ces 

deux  momens 

gÿ  4-  ( P'  cos  y — / ) é,. 

Mettant  pour  sa  valeur,  art.  isS,  et  réduisant  > on 
trouvera 

y'  P'  cos  y'  — s'P'  cos  6'.  . ^ 

Déterminant  de  même  les  momens  des  autres  forces  pa- 
rallèles par  rapport  au  plan  des  x , s , on  aura  pour  la 
troisième  équation  de  condition 

P'  (y  cos  y'  s'  cos  fi') 

+ P*  i^y'  cos  y*—  s*  oos  fi*)  -f-  etc.  = o . . . (6a). 

t 
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Conditions  d’èquilibn  des  forces  situées  dans  le  plan 
des  X,  >• 

1x9.  G;s  conditions  étant  les  mêmes  que  celles  des  forces 
qui  agissent  dans  un  plan,  il  faut, 

1°.  Que  la  somme  des  forces  parallèles  à l’axe  des  x soit 
égale  à zéro  ; 

2°.  Que  la  somme  des  forces  parallèles  à l’axe  des  y soit 
égale  à-  zéro  ; 

3°.  Que  la  somme  des  moraens  des  forces  par  rapport  à 
l’origine  soit  égale  à zéro.  • 

Les  deux  premières  de  ces  conditions  donnent  lieu  aux 
équations 

cos  m + P*  cos  •"  -f-  P*  cos  •*  -|-  etc.  = o . . . (63) , 

P'  cos  C -f-  P*  cos  + P*  cos  C*  -t-  etc.  = o . . . (64). 

A l’^ard  de  la  troisième  condition , en  considérant  d’alwrd 
Fig.  7i’.  le  point  G (fig.  71*),  nous  arons  les  deux  forces  K cos 

et  P'  cos  ('.appliquées  à ce  point.  Prenant  les  moraens  de 
ces  forces  par  rapport  à l’origine  A , le  moment  de  la 
force  P'  cos  •'  sera 

P'  cos  X AE'  = P'  cos  » X C'F'  = P'  cos  •'  X ; 

de  même  le  moment  de  la  force  P'  cos  ('  par  rapport  à 
l’origine  A sera 

F cos  C'  X CE'  = P'  cos  X AF  = P'  cos  C X 

Ces  momens  doivent  être  de  signes  contraires,  pârcc  que 
les  forces  P'  cos  «'  et  F cos  C tendent  à faire  tourner  le 
système  en  sens  opposé  autour  de  l’origine  A.  Ainsi  en 
regardant  comme  positif  le  moment  où  entre  la  force 
P cos  m qui  tend  ù pousser  l’axe  des  y,  nous  écrirons 

P'  cos  eé  X,  b,  — F cos  C'  X o,  ; 
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mel^ut  dani  cette  expression  les  valeurs  de  a,  et  de  6, 
trouvées  article  isS,  nous  aurons 


^ ,f,  «PcosC\  ^ f , sPcos«\ 

V P cos  y — g / \ P cosy  — g / . 

elTectuant  les  multiplications  indiquées  et  réduisant,  011 
trouvera 

yV  co  s » — xV  cos  C . 


Opérant  de  la  même  manière  è l’égard  des  forces  qui  sont 
appliquées  aux  points  C",  C*,  etc. , nous  trouverons  œtte 
dernière  équation  d’équilibre 

P'  {y/  cos  — *'  cos  î') 

+ P*  (j'*  cos  •*  — x"  cos  C)  ■4*  etc.  = o . . . (65). 


130.  On  peut  écrire  ainsi  les  Quations  (60),  (61)  , (6a), 
(63),  (64),  (65) J 

ïP  cos  • = o 
2P  cos  C = O 
ïP  cos  y = O 

2P  (y  cos  » — x cos  ff)  = o 
2P  ( * cos  y — * cos  •)  = O 
2P  (y  cos  y — s cos  C)  î=  O 

1 3 1 . Lorsqu’il  y a un  point  fixe  dans  le  système , toutes 
ces  équations  ne  sont  pas  nécessaires.  En  effet , si  l’on  place 
l’origine  eu  ce  point , on  voit  d’abord  qu’il  y aura  équilibre 
entre  les  forces  situées  dans  le  plan  des  x,  y,  si  le  système 
de  ces  forces  ne  peut  tourner  autour  du  point  fixe.  Cette 
condition  sera  remplie  si  l’on  a * 


ZP  (^  cos  *•  — jf  cos  f)  = O. 

Il  ne  s’agit  donc  plus  que  de  trouver  les  conditions  d’équi- 
libre des  forces  parallèles  à l’axe  des  s.  Pour  cet  efict, 
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snienl  x^,  et  o les  coordonnées  du  point  oii  la  lésol- 
tanle  des  Ibrces  parallèles  rencontre  le  plan  des  x , y,  en 
quelque  part  qu’elle  soit  située , il  suit  de  la  propriété  des 
forces  parallèles  que  le  moment  de  cette  résultante , par 
rapport  à l’un  des  plans  des  x,  s,  et  des  y,  z,  est  égal  à la 
somme  des  raomens  des  forces  parallèles  par  rapport  à ce 
plan  -,  par  conséquent  nous  avons 

Ra,  = 2P  (a‘  cos  y — s cos  a)  , 

Ri,  = 2P  (_y  cos  y — a cos  C). 

Pour  qu’il  y ait  équilibre  entre  les  forces  parallèles,  il  laut 
que  leur  résultante  passe  par  le  point  fixe  qui  est  à l’ori- 
gine, ce  qui  exige  qu’on  ait  a,  i=o,  b = o.  Celte  hypo- 
thèse réduit  les  équations  précédentes  à 

ZP  (jf  cos  y — s cos  «)  = O , 

ZP  (y' COS  y — a COS  C)  = O. 

Âiusi  lorsqu’il  y a un  point  fixe  dans  le  système,  il  y aura 
équilibre  entre  tontes  les  forces , quand  les  équations  (67} 
seront  satisfaites. 

i32.  S’il  y a deux  points  fixes,  et  qu’on  place  l’un  des 
axes  cordonnés  dans  la  diroction  de  ces  points , cet  axe  de- 
viendra fixe , le  système  ne  pourra  que  tourner  autour  ; et 
nous  tomberons  dans  le  cas  suivant. 

' 1 33.  Si  le  système  est  assujetti  à tourner  autour  d’un  axe 

fixe,  en  prenant  cet  axe  pour  celui  des  s,  toutes  les  forces 
qui  .lui  seront  parallèles  se  détruiront,  et  il  ne  restera  plus 
que  les  forces  dirigées  dans  le  plan  des  x,  y.  Or,  pour  que 
ces  forces  .soient  en  équilibre,  il  suffit  que  leur  résultante 
passe  par  le  point  Â.  qui  est  Bxe , comme  appartenant  à 
l’axe  As.  La  condition  nécessaire  pour  que  la  résultante 
passe  par  ce  point  est , comme  nous  l’avons  vu , qu’on  ait 

XP  {y  cos  • — X cos  f ) = o. 
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Celte  seule  équation  suffit  pour  qu’il  y ail  <K|uili)ii'c  iluii.s 
le  système , lorsque  l’axe  des  t est  fixe. 

i34-  Si  l’on  rendait  fixe  l’axe  des  y ou  celui  des  x , 
on  démontrerait  de  niéme  que  pour  que  le  système  fût  en 
équilibre , il  faudrait  qu’on  eût  dans  le  prcmiejr  cas 

k k-'  ••  • J-  , 

ïP  (*  008  y s cos  «)  = O , , 
et  dans  le  second , 

IP  cos  y — » 008  C).  / 

■ 35.  On  a besoin  d’nne  condition  d’éqnilibre  de  plat, 
lorsque  le  corps  peut  glisser  snr  l’axe  fixe  ; celte  condi- 
tion est  que  l’on  ait 

ïP  cos  y = O. 


i36.  £n  comparant  la  condition  d’équilibre  d’un  système 
qui  se  meut  autour  d’un  axe  fixe,  à celles  qui  ont  lieu 
lorsque  ce  système  est  mobile  autour  d’un  point  fixe , on 
peut  énoncer  ainsi  ces  dernières  conditions  : Il  y aura  équi- 
libre autour  d’un  point  Jixêj  si  en  regardant  successivement 
chaque  axe  comme  fixe,  l’équilibre  a lieu  dans  chacun  de 


ces  cas. 


ïZ’].  A l’égard  des  forces  qui  agissent  sur  un  plan  fixe, 
il  est  érident  que  celles  qui  lui  sont  perpendiculaires  sont 
détruites  par  la  résistance  de  ce  plan  ; donc  les  conditions 
d’équilibre  se  réduisent  alors  à celles  des  forces  situées  dans 
un  plan,  et  l’on  a par  conséquent  ' ^ 

-si—  . r,  .* 

•‘iVr  ïPcos»  — O,  , . ç»' 

'X  ' ^Ti  /•  • y 

2P  COS  b = 

XP  COS  a X cos  C)  = O. 
i38.  Si  un  corps  repose  sur  un  plan  et  peut  être  ren- 
versé, il  faut  ajouter  à ces  trois  couditions,  celle  que  la 
résultante  des  forces  perpendiculaires  au  plan  passe  par  un 
point  commun  à ce  plan  et  au  corps , ou  renedbtre  le  poly- 
gone formé  arec  les  points  de  contact. 
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139.  Nuus  teruiincrons  cctlc  inatière  par  la  solution  de 
ce  problème  ; Trouver  l’ équation  de  condition  qui  doit  avoir 
lieu  pour  que  plusieurs  forces  situées  dans  l’espace  aient 
une  résultante  unique.  11  y aura  une  résultante  unique  dans 
le  système,  si  la  résultante  des  forces  parallèles  à l’axe  des 
Z perce  le  plan  des  j:,  j en  un  point  qui  soit  sur  la  résultante 
des  forces  situées  da^is  le  plan  des  x,  y.  Pour  exprimer 
cette  condition  , il  faut  remarquer  d’abord  que  lorsque 
l’équilibre  a lieu , il  existe  aussi  entre  les  forces  paral- 
lèles à l’axe  des  z.  Les  conditions  d’équilibre  de  ces  forces 
sont , art.  128  , 

P cos  y -1-  P'  cos  y -1-  P*  cos  y'  H-  etc.  = o, 

P (jr  cosy  — acos«)  + P'  ( Jt^cosy'  — a'  cos«i')  -}-etc.=  o; 
P {y  cos  y — s cos  £)  -f-  P'  (j'  cos  y — z'  cos  C)  -J-  çtc.  = o. 

En  regardant  la  première  de  ces  forces  comme  égale  et  di- 
rectement opposée  à la  résultante  P cos  y de  toutes  les  au- 
tres , nous  aurons  pour  déterminer  la  résultante  des  forces 
parallèles 

P cos  y *=  P’  cos  y'  -f- P"  cos  y -1-  etc. , 

P ( *■  cos  y — z cos  « ) = P'  ( *'  cos  y . — zl  cos  etc. , 
P (jK  cos  y — z cos  f ) = P'  ( cos  y — z cos  C'  ) -f-  etc. 

Si  le  point  d’application  de  cette  résultante  est’ sur  le  plan 
des  .T  , r,  soient  .t, , et  o , les  coordonnées  de  ce  point  ; ’ 
en  mettant  ces  valeurs  à la  place  de  x,  de  j et  de  z dans 
les  premiers  membres  des  équations  précédentes,  on  aura 

P cos  y = P'  cos  y -f-  etc. , 

P cos  yjr,  = P'  ( jt'  cos  y — 2!  cos  ) -f-  etc. , 

P cos  yy^  ==  P'  ( cos  y — z cos  C'  ) -f-  etc. 

Rcprcsçulons  par  Z le  facteur  P cos  y,  et  par  M et  N les 
seconds  inctubres  de  deux  de  ces  équations;  elles  devica- 
dron  t 
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Z = P'  œs  ' ' + de.  , 

Zx^—M, 

iÇy,=N; 

d’où  l’on  tirera 

M N 

^>‘=Z’  ^'=z- 

Ayant  ainsi  déterminé  les  coordonnées  et  y,  du  jjuinl 
où  la  résultante  des  forces  parallèles  rencontre  le  plan 
des  X , J',  il  faut  maintenant  exprimer  la  condition  né- 
cessaire pour  que  ce  point  se  trouve  sur  la  résultante  des 
forces  situées  dans  le  plan  des  x , y : l’équation  de  celte 
résultante  est , art.  1 1 1 , 

, Xy  — xY  = XP  (y  cos  m — x cos  C)  ; 
et  en  faisant , pour  abréger-, 

» J 

XP  (y  cps  m — * cos  C)  = L , 

elle  devient 

Xy-xY  = L; 

remplaçant  dans  cette  équation  xety  par  les  valeurs  de  x, 
et  de  y ^ que  nous  venons  de  déterminer , nous  exprimerons 
la  condition  demandée,  et  nous  trouverons 

XN  MY  _ 

Z Z 

chassant  les  dénominateurs  et  transposant,  nous  aurons 
enCn 

XN  = LZ  + MY...  (68). 

Lorsque  cette  équation  sera  satisfaite,  les  forces  se  rédui- 
ront à une  seule  résultante , hors  cependant  le  cas  où  l’on  a 

X = o,  Y = o,  Z = o. 

140.  Dans  lé  cas  où  tontes  les  forces  agissent  dans  un 
même  plan,  et  que  ce  plan  est  mobile  autour  d’un  point 
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Fig.  ja.  fixe,  l’équation  (66)  est  iiécessairemeut  satisfaite,  car  les 
quantités  N et  M qui  représe'titenf  la  somme  des  momeos 
par  rapport  aux  plans  des  ar,  z et  des  y,  z,  étant  nullcs, 
ainsi  que  la  quantité  Z qui  exprime  les  composantes  P cos  y, 
P'  cos  y',  P’  cos  y",  etc. , il  en  résulte  que  la  condition 
* exigée  par  l'équation  (66),  pour  qu’il  y ait  une  résultante 
unique  , est  remplie. 

i4>.  D’apres  ce  que  nous  avons  vu , art  ii4  i les  équa- 
tions X=  O et  Y = O expriment  la  condition  que  les  forces 
situées  dans  le  plan  des  x,  y,  peuvent  se  réduire  à deux 
composantes  R' et  R*  égales  et  agissant  en  sens  contraires. 
Par  un  procédé  analogue,  on  pourrait  aussi  réduire  les  forces 
parallèles  à l’axe  des  z , à deux  forces  Z'  et  Z*  égales  et  agis- 
sant en  sens  contraires.  Ainsi  dans  le  cas  où  l’on  a seule- 
ment X=o,  Y = o,  Z = o,le  système  de  toutes  nos 
forces  reviendra  à celui  de  quatre  forces  R',  R*,  Z'  et  Z* 
qu’on  pourra  réduire  à deux  forces  égales  et  dirigées  en  sens 
contraires.  [Note'cinqiiiéme.) 

Théorie  du  plan  principal,  et  analogie  qui  exitte  entre  Us 
projections  et  Us  moniens. 

La  tlicviric  du  ptan  principat,  qui  prcicnte  dci  analugi<<  ai  frap- 
pâmes a'cc  celle  des  momens,  est  trop  utile  dans  les  hautes  questions  de 
Mécanique , pour  que  noua  la  panions  sous  silence  ; elle  repose  sur  nn 
tbéofime  qui  est  démontre  dans  la  note  7°  de  mes  Élémens  de  Calcal 
iotégml,  et  dontToici  l’cnoncc:  La  projection  d'une  surface  plane  sur 
un  plan  est  égale  a l'aire  de  cette  surface  multipliée  par  le  cosinus 
de  son  inclinaison,  (^Olc  sixième.) 

Il  suit  di'  ce  llirorème  que  si  l'un  nomme  f l'angle  forme  par  deux 
pl.ins  , et  X r.iiic  d’une  surface  renfermée  dans  le  premier  plan , la  pro- 
fcction  de  cette  aire  sur  le  second  plan  aura  pour  expresaion  xcos  ».  Or 
on  sait  (note  septième)  que  l'angle  » formé  par  deux  plans  MF  et  FIN 
Ja.  (fig.  ja),  SC  mesure  p.ir  deux  pcrpendiculain  s qui , parlant  d'uii  meme 
point  C,  sont  aliaissccs  sur  chacun  ries  ]ilans.  Lors<{uc  l’un  de  ce»  plans 
LIS  , par  exemple , est  celui  des  x , y,  U pcrpendieulaire  AH  qui  lui  est 
U'Ialivc  dc'ieiii  pavallélc  il  l’ase  des  r.  Hene  l'angle  foimé  par  Ir  plan 
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AlF  avec  le  plan  des  x , y,  a pour  inoiire  l’aofÿlc  comprit  entre  la  per-  F>g>  7>- 
pendicalaire  BK  qui  lui  est  mence,  et  la  parallMe  AH  li  l’axe  des  z. 

Un  general , si  l’on  nomme  <t,  C,  > , les  angles  qu'une  perpendiculaire 
au  plan  donn<!  forme  retpeetÎTement  avec  les  directions  des  axes  des  ar,  des 
y et  des  z,  ces  angles  lAcsureront  toujours  les  inclinaisons  de  ce  plan 
arec  les  plads  des  y,  *,  des  x,  z,  et  des  x,  y. 

143.  Soient  maiqtenant  m,  C,  y,  et  «,  t',  les  angles  formes  res-  I 

pectisement  par  deux  plant  qnelcouqucs  avec  les  plant  coordonnes , 
et  que,  d'après  l'arlicle  precedent,  on  connaîtra  en  mesurant  les  angleé 
que  chacune  des  perpendiculaires  aux  plans  donnes  fait  avec  les  axes 
coordonnés.  Les  cosinus  de  ecs  angles  , introduits  dans  une  formule  que 
nous  allons  bientdt  employer,  noos  mettront  en  état  de  conclure  im- 
iDédiaiemcnt  la  valeur  du  cosiuut  de  l’angle  a qui  est  formé  par  ces 
deux  plant  ; c’est  cette  formule  que  je  vais  ilémonircr  de  la  manière  sui- 
vante par  on  procédé  nouveau. 

Menons  pur  le  point  C (lig.  73)  les  droites  CA,  CB,  perpendiculaires  Fig.  73. 
h nos  deux  plans,  ces  droites  comprendront  entre  elles,  tomme  noua 
l’avons  vu , un  angle  égal  ■’i  l’angle  a qui  existe  entre  nos  ileiix  plans. 

Prenons  ensuite  les  parties  CA  et  CB  égales  j représentons. les  l’une  et 
l’autre  par  r j menons  par  les  extrémités  de  cet  droites  la  ligne  AB  j et , 
abaissant  sur  CB  la  perpendiculaire  AE,  nous  aurons 


CA  cos  f z=  CE  = CB  — EB , 

011 

rcosa=ar—  EB...  (69). 

Porr  déterminer  EB  , abaissons  la  perpendiculaire  CD  sur  le  milieu  de 
AB  ; les  triangles  rectangles  CDB,  EAB  qui  ont  un  angle  commun  B, 
sont  semblables  et  donnent  la  pro|>oction 


on 


donc 


cb:bd::ab;eb, 

« 

r:^;:AB:EB; 
EB  = -!-  AB«. 

ar 


Substitnani  cette  valeur  dr.rs  l'équation  (6g),  nous  anrons 

rcosszrr !-.AB*...  (70'. 

ar  ''  . . 

H ne  s’agit  plus  que  de  tronver  l’expression  analvlique  de  AB*.  Pour 
cela , nont  remarquerons  que  les  droites  CA  et  CB  faisant  arec  les  axrs 
reeiangnlaires  des  .angles  a,  C,  y,  et  s,  s',  les  projertions  de  ers 
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ilroilcs  wtont  lesjiectivcnient  (art.  47)  rco»  »,  r cr«  C.  rcot  y,  et  r cos  s, 
ecost',  rcos  il’un  autre  c6tc,  si'  nous  appelons  X,  Y et  7<lrs  coor- 
rlonnt^s  du  point  C,  celles  du  point  A seront 

X + rcos»,  Y + r cos  C,  Z + r cos  y ; 
et  ccllet  du  point  B seront 

X-l-rcoss,  Y -t-r  cos  1',  Z + rcoss'j 
substituant  ces  valenrs  des  coordonnées  des  points  A et  B dans  l'expression 
du  quatre  de  la  distance  de  deux  points  a',  y',  t!,  et  x",  y”,  z“,  qui , 
cumme  l’on  sait , est 

( x'_  a»  ).  (y  _ J.-  ).  + ( a'  - a’  , 

nous  trouTcrons 

AB*  =(rros«  — r cos  «)•  + ( rcosC  — rcos  i')*  +(rcoiy  — rcos  i"j’; 
mettant  le  facteur  commun  r en  dehors , et  développant , nous  aurons 
AB*  ~ r*  (cos*  » + cos*  f + cos’  y) 

+ r’  (cos*  I + cos’  s'  + cos’  1") 

— ar’  (cos  s cos  » + cos  •'  cos  C + cos  t"  cos  ^). 

La  somme  des  quarrés  des  cosinus  étant  égale  à l’unité  (art.  49)  ■ celte 
équation  se  réduit  h 

AB*  = ir’  — ar’  (cos  t cos  » + cos  s'  cos  C 4-  cos  i‘'cos  y)  ; 
mettant  cette  valeor  dans  l'équation  (70),  réduisant  et  supprimant  le 
facteur  commun  r , on  trouvera 

cos  e = cos  icos»  + cos  i'  cos  f 4- cos  i"  cosy. . . (71)., 
i44-  Si  l’angle  p est  dioit,  cos  a = o , et  l’équation  devient 
cos  • cos  « 4*  cos  l' cos  C 4-  cos  s*  cos  y = o. 

145.  La  formule  (71)  *a  nous  conduire  II  un  théorème  fort  r 'marqnalile 
sur  les  projections.  En  effet,  soient  deux  pl.ins  dont  le  premier  fait  a-cc 
les  plans  coordonnés  des  angles  a,  b,  c,  et  dont  le  second  fait  avec  les 
mêmes  axes  des  angles  »,  C,  y ; nous  aurons,  d'après  la  formule  (71}, 
pour  le  cosinus  p de  l'angle  formé  par  ces  plans , l'équation  suivante , 
cos  P z=  cos  a cos  » 4-  eus  b cos  C 4-  cos  c cos  y. 

Or,  si  l’on  roprtfcnlc  par  x nne  éiirface  pl.-mc  rcnfcrmcc  dao»  le  premier 
plan,  et  qu’on  multiplie  l’cquation  piccedentc  par  x,  on  aura 

X cof  P = cos  X cos  a cos  <t  *4-  x cos  h cos  C-h  x cos  c cos  y.,,  (7a). 

Le  produit  x cos  • est,  d’après  l'art,  la  projection  de  l'aiie  x sur 

le  second  pl.tn , cl  les  ptodiiits  xrosn,  xcosh,  x cos  c , ^ont  de  mémo 
les  projections  de  l'aire  x sur  les  trois  plans  cooidonut's. 

1 JG.  On  peut  déduire  de  IVqïiaiion  (7a)  renoncé  ilc  ce  ihcorèmc  : 
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La  projection  tVune  surface  plane  x sur  un  plan  est  égale  a la 
somme  des  projections  sur  chacun  des  plans  coordonnés,  multipliées 
tespectiuement  par  les  cosinus  des  angles  a,  C,  y,  fjui  mesurent  les 
inclinaisons  du  plan  de  projection  sur  les  planés  coordonnés. 

Ce  thcoremc  prend  un  nouveau  dcgie  de  gc-niTidiic,  lorsijn'au  lien 
d'une  aire  x projetée  sur  un  plan , on  eonsidcrc  les  atrri  x,  x%  x",  etc.  , 
placées  dans  differens  plans,  et  projeiécs  sur  un  ]dan  dont  les  in‘li> 
naisons  sur  les  plans  coordonnés  sont  a,  C,  > ; appelons  ce  plan  de  pro* 
jec(ion,«,  C,  •)«,  poür  éviter  les  circonlocutions , et  nommons 


1 

/»,  i,  c,  j 
*'e.  1 

i/,  C ; 
»"  l 


Us  inclinaisons  de  l'aire  x 

Us  inclinaisons  de  l'aire  x' 

Us  inclinaisons  de  l'aire  k" 
eic. 


'sur  U plan  a,  C,  y,  et  sur 
Us  plans  coortlnnnis. 
sur  U plan  a.,  C,  y,  et  sur 
les  plans  Coordonnes, 
sur  le^ilan  at , C,  y.  et  sur 
Us  plans  coordonnés. 
etc. 


Opvrant  comnie  nous  Tairons  fait  pour  IVqualion  {’jl),  nous  aurons, 
on  liorivam  celle  équation  la  première , 


X cos  V = X cos  a cos  « + x cos  b cos  C-t-  x cos  c cos  y , 
x'  cos  = x'  cos  o'  coi  « -4-  x'  cos  i'  cos  C+  x'  cos  c'  eos  > , 
x"  cos  e”  — x“  cos  a"  coa  <t  + x"coa  i"  cos  C + x“  cos  c"  eu»  ^ , 

+ eic.  etc.  etc.  etc. 

iSj  niant  ces  équations  par  ordre  de  colonne,  nous  trouverons 

(x  cos  » + x'  cos  e'  ■+■  x"  cos  e'  -h  etc.) 

= (x  cos  a + x'  cos  a'  x"cos  a"  + etc.)  cos  a 
-f-  (x  cos  i + x'  cos  b'  -h  x"  cos  b’  + etc.)  cos  f 
-4-  [X  cos  c + x'  cos  e'  + x"  cos  c"  -f-  etc.)  cosy. 

I.C  premier  membre  de  cette  éqnalion  est  la  somme  drs  projections  des 
..ires  X,  x',  x",  etc.,  sur  le  plan  «,  C,  >;  elles  termes  renrermés  entir 
1rs  parenllièscs  désignent  les  sommes  des  projections  drs  mêmes  aires 
sur  1rs  plans  coordonnés. 

Par  conséquent  l’énoncé  du  théorime  de  Paru  i4G  no  subit  d’autre 
iiiodilication , pour  le  cas  présent,  ai  ce  n’est  que  la  surface  qui  doit 
être  projetée  sur  le  plan  a,  C,  7,  au  lieu  d’élrc  Taire  x , sc  compose  do 
plusicnts  aires  X,  x',  x*,  etc.,  pincées  dans  divers  plans,  ce  qui  est  bien 
plus  général. 

i^~.  Pour  simplifier  la  derniire  équation,  représentons  par  P la 
somme  des  projections  des  aires  x,  x',  x",  etc.,  sur  le  plan  a,  C,  y,  et 
par  A,  B,  C,  bs  somme  des  projections  des  aires  x,  x',  x",  etc. , sur  les 
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trois  plaiiscounlonnc's,  roiusiion  prccciltfmc  sc  lejoirs  i 
P = A cos  te  -f.  B cos  f •+■  (I  CO»  y - . ■ (7/j'. 

148.  Il  est  il  obscTTcr  qne  qnand  on  prendra  la  somme  deà  aires, 
comme  les  cosinus  qui  entrent  dans  leurs  expressions  sont  positifs  ou 
néitalifs,  suivant  que  les  angles  a,  b,  c;  a',  b',  c'j  a“,  b",  c“,  etc  , 
sont  moindres  ou  plus  grands  qu'nn  angle  droit,  ces  sommes  se  chan- 
gent quelquefois  en  différences.  C’est  pourquoi , dans  l’cnoncc  du  théo- 
rème prdciidtnt,  nous  ne  derons  entendre,  par  le  mot  de  somme,  que 
la  somme  alge’hrique  des  projections. 

149.  Supposons  donc  qu’on  projette  ensuite  les  aires  X,  x',  x",  etc., 
sur  deux  autres  plans  qui  forment  avec  les  plans  coordonnés  des  angles 

C',  y',  et  «*,  C",  y"i  cl  que  l’on  nomme  P'  et  P“  le»  projections  de 
X -1-  x'  x",  etc. , eur  le»  plan»  C , y , et  C" , y“,  on  aura , en  j 
comprenant  l’éqoation  (74)  écrirons  la  première,  et  en  dési- 

gnant toujours  par  A , B , C , les  projections  de  x + x^-^-  x ,elc. , sur  le» 
pi  ms  coordonnés, 

P = A co»  « -f-  B cos  C -1-  C CO»  > -1 

P'  = A cos  «'  -t-  B CO»  r -1-  C CO»  y'  l . . . (7S). 

P"=  A CO»  «"-i-  B CO»  C"-<- C CO»  y"  J 

tSo.  Si  le»  plan»  de  projection  P,  F,  V sont  rectangnlaires,  il  en 
sera  de  même  de  Icnrs  intersection»,  qu’on  pourra  regarder  comme  trois 
i.xcs  rectangulaires  qui  se  rencontrent  en  un  point  O.  Par  conséquent , 
en  représentant  par  Oa’,  par  Oy  et  par  O*'  ce»  trois  nouveaux  axe»  , 
ils  seront  respectivement  perpendiculaire»  aux  nouveaux  plan»  coordon- 
né» j mais  le»  axr»  de»  x,  de»  jc  et  des  s l’étaient  aux  ancien»,  donc 
le»  angles  formé»  pat  ce»  anciens  axe»  avec  le»  neuveanx  mesureront 
les  inclinaisons  des  anciens  plana  coordonnés  snr  les  nouveaux.  Ces  in- 
clinaison» sont,  par  hypothèse , «,  C,  y;  C,  C”,  et  , 

comme  chacun  des  anciens  axes  coricspond  aux  mêmes  lettres  grecques , 
quoique  diffcicmuienl  accentuées , cela  suffira  pour  nous  faire  reconnaitic 
•pic 

1,’axe  des  x fnil  avec  les  nouveaux  des  angles  a,  a,  a, 
l'axe  des  y fait  avec  les  nouveaux  des  angles  C,  C,  C", 
l.'axe  des  z fait  avec  les  nouveaux  des  angles  y,  y',  y“-, 

p.ir  cniiséqueiit  il  y anra  entre  ce»  nonveanx  axe»  tcctangnlaires  (art  .Jij) 
le»  lel.illoM»  suivante»  , 

eus*  a -+-  eos’  »'  -|-  i-o»*  a"  — t 
fos*  r + en»*  C*  -f-  cos*  C”  ~ I 
COI*  > eos’  ^ ' -4-  l os*  7 " i=  t 
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D'on  aulra  cAlc,  en  conûd^ant  k part  «i  noofeauz  axea  rMlangu- 
laiirt,  on  verra  ,qne  l’angle  formé  par  <Icox  d'entre  etix  sera  droit,  et 
•{lie  le  premier  membre  de  l’équation  (71  ) se  réduisant  k zéro  , nous 
aunoM 

MM  a cos  C -h  cos  a'  cos  C -f-  cos  a*  cos  C*  t=  o x 

cos  a cos  y + cos  a' cos  y' -4- cos  a”  cos  y"  = O i...  (77). 

cos  C cos  y -4-  cos  C cos  y'  + cos  C cos  y"  = o } 

i5i.  Si  l’on  ajoute  ensemble  les  carrés  des  équations  (75},  qu’on  fasse 
la  réduction  au  moyen  des  équations  (76)  et  (77),  et  qu’on  rassemble  les 
termes  affectés  des  mêmes  produits  des  quantités  A,  I),  C,  on  trouvera 

P’  + P'>+P"»  = A*  + B»  + C>...  (78:j 

ce  qui  nous  annonce  que  la  somme  des  carrés  des  projections  des  aires 
a , x',  x",  etc. , sur  trois  plans  rectangulaires,  est  toujours  la  meme. 

i5a.  Nons  allons  tirer  des  conséquences  importantes  de  ce  tliéorême: 
résolvant  l’équation  (78)  par  rapport  à P,  on  trouve 

P = l/A*  + B»  + C*— P'*— P*>. 

La  plus  grande  valtnr  que  puisse  comporter  ce  radical  est  évidemment 
lorsque  P et  P*  sont  nuis.  Dans  ce  cas,  U somme  P des  projections  de 
X -4-  x'  + x",  etc. , sur  le  plan  dont  les  inclinaisons  sont  a,  C , y,  {*ar- 
venue  k son  maziœnm , sera  donnée  par  l’cquatio 

P = V/A*.4-  B*  + C*. . . (79). 

Or , les  angles  a, , a',  étant  ceux  qui  sont  formés  par  l’ancien 

axe  des  x avec  les  trois  nonveaux  axes  qui  sont  rectangnlaires , on  doit 
avoir 

A = P cos  » + P cos  «'  4-  P*  cos  a"  ; 
en  considérant  les  autres  angles  ,*on  obtiendrait  de  même 

B = P cos  C + P cos  r + P cos  r, 

C=  P cos  y 4- P cos  y' -4.  P*  cos  y"  (»). 

Par  conséquent , dans  l'hypolbêse  aclnclle  de  P s=  o , et  de  P"  = o , les 
équations  piécédentes  se  réduisent  k 

A = P cos  « , B = Pcos  f , C = P cos  y. . . (80)  ; 


(')  On  peut  déduire  immédiatement  ces  équations  des  équations  (78),  ' 

en  mnitipliani  la  ire  par  cos  <t,  la  a par  cos«',  la  3'  par  cos  «*,  et  en 
réiluisant  la  somme  k l’aide  de  l’éqnation  cos*  a 4- cos*  a' 4.  cos*  a*=  i, 
et  des  quantités  mnltipliées  par  B et  par  C , qui  sont  nnlles. 

Élém.  de  Mécanique.  6 
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cos  (t  = 


A 

P' 


C 

COS>=  p. 


Kten  mcUant  pour  P u valeur  donnée  par  Tcquatioii  (79)1  on  aura 


cos  et  =: 


cos  ^ = 


A 

V/Â»  -<-B>  + (:•  ’ 

O 

l/A'-f-B.+  C*  ’ 


COS  c = 


B 


Telles  seront  les  inelinaisons  du  plan  cl  la  plus  prandc  projcciion , ou 
plan  principal. 

On  w)it  que  la  détermination  de  ce  plan  ne  dépendant  que  des  angles 
dont  nous  renons  de  donner  la  ealenr,  tout  plan  parallèle  h celui  - ci  jouit 
fie  la  même  propriéle. 

i53.  On  démontre  encore  que  la  somme  des  projections  des  aires  x, 
a’,  x”,  etc.,  est  la  même  pour  tous  les  plans  également  inclinés  sur  le 
plan  principal.  En  effet , soit  Q la  somme  des  projections  sur  un  plan 
quelconque  qui  ait  a,  h,  e ponr  inclinaitons  avec  les  plans  coordon- 
nés ; si  noua  représentons  toujours  pirr  A,  B,  C , les  projections  des  mêmes 
aires  snr  ces  plans  coordonnés , nous  aurons 

Q — A cos  n + B cos  A + C eo5  c j 


mais  si  a , C,  y désignent  les  ioclinuisehs  du  jdan  principal,  les  équa- 
tions (8o)  qui  sont 


A = P cos  a , B = P cot  C,  C = P oos  y, 


réduiront  l’équation  précédente  à 

Q = P (cos  a cos  a -1-  cos  i cos  C -1-  cos  c cos  y;. 

La  quantité  renfermée  entre  les  parenthèses  équivalant  au  cosinus  de 
l'angle  formé  par  le  plan  principal  a.  C,  y,  et  le  plan  quelconque  a, 
h,  c,  si  nous  nommons  9 celte  inclinaison,  nous  aurons 

Q = P cos  6 , 

et  comme  P représente  la  somme  des  projections  sur  le  plan  principal, 
qui,  art.  i5a,  cal  P = V^A* -f- B* -h  €• , nous  obtiendrons,  en  resti- 
tuant cette  valeur , 

Q = \/A.  -f.  B"  -f-  C‘-  cos  9. . . (8i). 

Or,  les  projections  A,  B.  C restant  les  mêmes  pour  tous  les  plans 
également  inclinés , il  suit  de  l’équation  (8a)  que  la  valeur  de  Q , c’est- 
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h-dire  la  tomme  dea.proj  celions  inr  an  phui,  sera  la  m^me  ponr  tous 
les  plant  qui  formeront  le  même  angle  arec  le  plan  principal. 

On  Toil,  en  outre,  que  cette  somme  croit  on  diminue  proportion- 
nellement k cos  (. 

■ 54.  i^nlin,  on  peut  remarquer  que,  pour  tout  plan  perpendiculaire 
au  plan  principal , la  tomme  des  projections  est  égalé  i zéro  ; car  l’hy- 
pothèse de  6 = 100°  annulant  le  second  terme  de  l’équation  (83) , donne 
Q=o. 

i55.  Tous  les  tliéorimct  qui  viennent  d’être  démontres  inr  les  projec- 
tions Cl  sur  le  plan  [irincipal  peuvent  s’appliquer  aux  momens.  En  effet, 
plaçons  le  centre  des  momens  i l’origine  des  coordonnées , et  supposons 
que  le  plan  »,  C,y  passe  par  celte  origine  ; si  par  les  poiuls  d’applicalion 
des  forces  et  dans  leurs  direclionl,  nous  prenons  des  droites  proportion- 
nelles k leurs  intensités,  nous  pourrons  représriilcr  ces  droites  par  les 
lettres  P,  P',  P*,  etc.  Cela  posé , le  centre  C des  momens  pent  être  re- 
gardé comme  te  sommet  des  triangles  dont  P,  P',  P",  etc.,  seraient  les 
bases;  les  projections  de  ces  triangles  sur  le  plan  »,  C,  y,  et  sur  les 
plans  coordonnés , seront  d’antres  triangles  qui  auront  pour  bases  les 
projections  p , pf,  p’,  etc.,  des  cAtés  P,  P",  P*,  etc. , et  pour  hautenrs 
les  perpendiculaires  h , h',  h",  etc.,  abaissées  du  centre  C sur  les  droites 
p , p',  p",  etc.  ; de  sorte  qu'en  subalitnant  ces  valeurs  dans  l'cquation 
(çî),  qui  revient  k 

/ projections  sur  tes  plans 
2 {pro  jections  sur  le  plan  «,  C,  y)  = 2 I coord,  multip,  resprclia. 

\ par  les  cosin.  des  inclin. 

elle  se  changera  en 

(projections  sur  les  plans  \ 

coord,  multip.  par  les  j...(851. 
cosin.  des  inclin.  / 

Le  second  membre  contenant  des  produits  analogues,  on  voit  que  J sera 
facteur  commun  ; donc,  en  le  suppiiraant  , le  premier  membre  de  celle 
ériualiun  se  réduira  k 

ph  -1-  f/h'  -1-  p"h"  -4-  etc. 

0''>  Pt  p'i  P“t  ctc-i  e’iant  les  projections  des  dmili-s  P,  P',  P’,  etc., 
les  produits  ph  , p'h',  p“h“,  etc. , seront  les  momens  des  ilruilcs  p, 
p',  p",  etc.,  pris  par  rap|>ort  h l'origine.  Ce  que  nons  disons  du  pre- 
mier membre  de  l’êqiiallon  (83)  pouvant  s'appliquer  au  second,  on 
voit  que-  la  somme  des  momens  des  projections  des  forces  sur  le  plan 
»,  C,  y,  qui  passe  par  l'origine,  est  égale  aux  trois  sommes  des  mo- 
nicns  des  prnji'ciions  des  mêmes  forces  sur  les  plans  coordonnés,  mul- 
tipliés rcspeclivenicnl  par  1rs  cosinus  des  inclinaisons. 

6. . 


I 
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i56.  En  'l*-'»  siibslilulion*  «mbliMcs  Jans  IVqu.uiou  (;8),  on 

irouTcra  ilc  meme  tine  les  sommes  des  rairis  des  munieni  de  diffe- 
KDtes  forces  , par  rapi«ri  k iroU  plans  rectangulaires , est  constante. 

Les  équations  (8o; , h leur  tour,  nous  feront  connaître  la  position  du 
plan  ponr  lequel  la  somme  des  mon.ens  est  1=  pU.s  gr.ind.  H-ilin  IV- 
quaiion  (70),  modiliec  dans  le  mémo  sens,  nous  donnera  la  râleur  de  la 
somme  des  momens  sur  le  plan  pimcipal.  ^ 

Du  centre  de  gravité. 

,5-  Toul.s  les  parlie.s  de'la  matière  sont  soumises  .i 
une  force  qui  les  entraîne  vers  la  terre  perpendiculaire- 
ment à sa  surface.  Cette  force  est  la  granité  ou  pesanteur. 

La  terre  étant  presque  sphérique,  les  directions  des 
différens  points  matériels  qui  la  comiwsent  concourent  à 
peu  près  à son  centre  ; et  comme  ce  centre  est  très  éloigne 
de  la  surface  de  la  terre,  on  peut,  sans  erreur  scns.ble, 
. supposer  CCS  itircclions  pnr.illclcs. 

i58  On  a observé  que  lorsqu’on  s’écartait  du  centre 
de  la  terre , la  pesanteur  diminuait  en  raisou  inverse  du 
Jrré  de  la  distance  qui  se  trouve  comprise  entre  ce  centre 
et  le  lieu  0.1  l’on  est.  Par  exemple  , si  un  corps  est  placé  à 
une  distance  du  centre  de  la  terre  , prise  pour  un.té  , 
t nu’il  soit  ensuite  transporté  à des  distances  représentee.s 
Ir  les  nombres  2,  3,  4.  etc.,  la  pesanteur  deviendra 

1 .Il  lit  , 

. ‘ etc.,  ou  -7,  -,  -=,etc., dece 

successivement  ^ » 3.  > ’ 4 9 

quelle  était  lorsque  le  corp.s  se  trouvait  à l’unité  de  dis- 

lunce. 

,5q  La  terre  éUnt  aplatie  vers  les  pôles,. et  renflée  à 
Péni^icur,  il  àe  là  qu’en  allant  vers  les  pôles,  ou 
s ipprocbe  du  centrevie  la  terre  , et  que  par  conséquent  la 
Lanteur-  doit  augmenter  d’intensité.  Nous  verrons,  lors- 
que nous  parlerons  de  la  force  centrifuge,  qu  il  csl  une  autt  e 
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cause  ijui  fait  que  l’intensité  de  la  pesanteur  est  plus  grande, 
au  pôle  qu’en  tout  autre  lieu. 

160.  La  pesanteur  transmettant  son  action  à toutes  les 
molécules  d’un  corps,  les  soumet  donc  à des  forces  dont  on 
peut  regarder  les  directions  comme  parallèles;  la  résultante 
de  tontes  ces  forces,  qui  est  égale  à leur  somme,  constitue 
le  poids  du  corps. 

Il  suit  de  cette  définition  que  dans  les  corps  homogènes, 
les  poids  sont  proportionnels  à leurs  rolnmcs.  ^ 

161.  La  densité  d’un  corps  est  la  plus  ou  moins  grande  , 
quantité  de  matière  qu’il  renferme  sous  un  volume  donné. 
On  a pris  pour  unité  de  densité  le  gramme,  qui  est  la 
quantité  de  matière  que  contient  le  centimètre  cube  d’eau 
distillée  au  maximum  de  la  condensation.  Si  l’oii  com- 
pare le  gramme  au  centimètre  cube  d’une  autre  subs- 
tance que  l’eau  distillée,  ce  centimètre  cube  renfermera 
le  gramme  un  nombre  de  fois  que  je  représenterai  par  ( , 

et  qui,  suivant  le  cas,  sera  au-dessus  ou  au-dessous  de  l’q- 
nité.  Ce  coefficient  f est  ce  qu’on  appelle  la  dtnaitè  de  la 
eubstance  à laquelle  il  se  rapporte.  Par  exemple,  si  f est  la 
densité  de  l’or,  nous  aurons  l'équation 

/ un  centimètre  cube  d'or  ~ ^ un  gramme; 
d’où  nous  tirerons 

un  cenliinèlre  cube  d'or 
^ lui  gramme 

162.  Jusqu’à  présent  nous  n’avons  consiilOié  que  In  ma- 
tière comprisç  dans  le  centimètre  cube  que  nous  avons  pris 
pour  unité  de  mesure;  mais  si  nous  voulons  évaluer  lu  quan- 
tité de  matière  comprise  dans  un  corps  homogène  dont  le 
volume  "V  est  donné  , il  faudra  répéter  le  noralit'C  ( de 
grammes  renfermés  dans  l’unité  de  mesure,  .vutant  de  fols 
que  le  volume  V contient  d’unités,  ce  qui  nous  donnera 
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l’équation 

M = Ve...  (84). 

M est  ce  qu’on  appelle  la  masse;  on  voit  que  c’est  la  quan- 
tité de  matière  renfermée  dans  un  corps. 

i63.  Si  la  pesanteur  ne  variait  pas  d’un  lieu  à l’autre,  le 
poids  d’un  corps  pourrait  en  représenter  la  masse  j dans  ce 
cas,  lisserait  permis  de  poser  l'équation 

P = M...  (85); 

mais  si  en  transportant  la  masse  M à une  autre  distance  du 
centre  de  la  terre,  le  poids  P change  d’intensité , il  faudra , 
pour  maintenir  l’égalité  dans  l’équation  précédente , multi- 
plier M par  un  certain  coefficient  que  j’appellerai  g\  de 
sorte  que  nous  aurons  l’équation 

P=  M^...  (86); 

et  alors  g sera  un  coefficient  dont  la  valeur  se  modifiera 
suivant  le  lieu  oh  le  corps  sera  transporté,  tandis  que  M 
sera  toujours  constant  et  représentera  le  poids  du  corps 
dans  le  lieu  qui  se  rapporte  à l’équation  (85)  ; ou,  ce 
qui  est  la  même  chose,  dans  le  lien  où  ce  coefficient  g est 
égal  à l’unité. 

Ce  coefficient  g est  la  mesure  de  la  pesanteur. 

1 64*  Des  deux  équations  (84)  et  (85)  on  tire  celle-ci , 

P = \tg, 

ce  qui  nous  indique  que  le  poids  varie  proportionnelle- 
ment ù la  pesanteur  g,  à la  densité  { et  au  volume  V 
du  corps. 

i65.  Par  exemple,  la  pesanteur  et  le  volume  étant  les 
mêmes  dans  deux  corps,  celui  dont  la  densité  serait  n (ois 
plus  glande,  aurait  un  poids  n fois  plus  grand. 

Dans  un  même  lieu,  la  |>csanteur  étant  constante,^  aura 
la  même  valeur  pour  chaque  poids. 
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166.  Si  à diffcrens  points  liés  entre  eux  d’une  manière 
invariable,  et  dont  les  coordonnées  sont  respectivement 
X,  y,  ï;  y,  z'\  x",  y',  z",  etc.,  on  applique  les  poids 
P',  P*,  P*,  etc. , en  considérant  ces  poids  comme  des  forces 
parallèles , nous  pourrons , art  80  et  81 , déterminer  les 
coordonnées  x^,  y^,  z^  du  centre  des  forces  parallèles , et 
nous  aurons 

p,4.p'jf'4.pV  + etc. 
pq.  p'_^p»^etc.  ' 

+ -f-ctc- 

y.—  P ^ P' ^ P*  ^ etc.  ’ 

P*  4.  P'.'  ^ p'*«  4.  etc. 

~ P 4-  P'  4.  P*  4-  etc.  ■ 

1G7.  Lorsque  les  forces,  comme  dans  le  cas  présent , 
agissent  par  l’effet  de  la  pesanteur  , le  centre  des  forces 
parallèles  porte  le  nom  de  centre  de  gravité.  Soient  ns, 
/»',  nt",  etc.,  les  masses  qui  correspondent  aux  poids  P, 
P',  P*,  etc.,  on  aura 

P = mg,  P'  = mg,  P'  = m'g-. 

en  substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  précédentes, 
et  en  divisant  les  deux  termes  de  chaque  fraction  par  g, 
on  obtiendra 

mx  4-  nlx'  4*  tn  x'  -f-  etc.  , 

' m + rn  -f-  m’  -h  etc.  ’ 

my  4-  /n'y  + m'y"  4-  etc. 

tn  4”  4—  m*'4“  etc.  ’ 

mz  4-  mz'  4*  tn"z“  + etc.  ■ 

' Jn  4”  mî  4“  ws*  etc.  ’ 

* 

ce  qui  nous  apprend  que  la  position  du  centre  de  gravité 
est  indépendante  de  la  pesanteur. 

168.  Si  les  corps  sont  d’une  substance  homogène,  en 
appelant  {leur  densité,  et  v,  v,  v",  etc.,  leurs volomes , 

t ' i 


I 
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on  aura,  art.  162, 

m = , ni  = 1/ ( , rn“  — , etc.  j 

et  en  opérant  comme  précédemment,  on  trouvera 

t 

1 vjr  -f-  vx’  4-  v“x'  + cto. 

-i-  V -j-  v"  4-  etc.  ’ 

4’J'  + ♦'y  + + clc. 

I ' I a J 

i'  V + -f-  CIC. 

.•* 4-  i>'z' i>'z“  4-  etc. 

*'  V 4“  i’^4'  4"  ' 

et  en  nommant  V le  volume  de  tout  le  sjslèmc , ces 
éc|ualion$  deviendront 

ej  4-  eV  4-  etc. 

— Y > 

t’y  4-  4" 

! Ÿ ’ 

eü  4-  V Z 4*  fitc. 

*'  = V ■ 

1 69.  On  peut  déterminer,  par  une  expérience , le  centre 
de  gravité  d’un  corps,  de  la  manière  suivante.  On  suspend 
l^'E-  "A-  (l’B*  74?  corps  à uu  fil  CA,  et  le  prolongement  ÂB 
de  la  direction  du  fil  pas.sera  par  le  centre  de  gravité.  Pour 
connaître  ensuite  sur  quel  point  de  la  droite  ÂBcst  situé  le 
centre  de  gravité,  on  suspendra  le  corps  par  un  autre  point , 
et  la  verticale  EF  dirigée  suivant  le  prolongement  du  fil  , 
devant  contenir  le  centre  de  gravité,  U sera  au  point  d’in- 
tersection G de  ces  deux  lignes. 

Dans  cette  expérience,  le  corps  n’étant  retenu  que  par 
celui  de  scs  points  auquel  est  attaché  le  fil,  il  faut  que  la 
résultante  passe  par  ce  point  j et  comme  elle  est  verticale  , 
sa  direction  est  celle  du  fil. 

F*6‘  "5-  ’7®'  ^ centre  de  gravité  d’une  droite  AB  (fig.  "5)  est 
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à SOU  milieu  C;  car  eu  la  considérant  comme  chargée  de 
points  matériels  pesans , chaque  molécule  m située  d’un 
côté  du  point  C,  correspondra  à une  autre  molécule  »«’, 
également  distante  de  C ; par  conséquent  les  momens 
m X Cm  et  m'  X Cm'  seront  égaux.  Ce  que  nous  di- 
sons des  molécules  m et  m'  pouvant  s’appliquer  à toutes 
celles  de  la  droite  AB,  prises  deux  à deux,  il  en  résulte 
que  la  somme  des  momens  de  toutes  les  molécules,  par 
rapport  au  point  C,  est  égale  à zéro;  donc  le  moment 
de  la  résultante  sera  nul,  et  par  conséquent  la  résul- 
tante passera  par  le  point  C qui  se  trouve  au  milieu  de  la 
droite  AB. 

171.  Le  centre  de  gravité  d’un  parallélogramme  AD 

(fig.  76)  est  à l’intersection  G des  droites  EF  et  HK  qui  i ig.  -^li. 
partagent  les  côtés  parallèles  en  deux  parties  égales. 

En  effet,  si  l’on  conçoit  que  toutes  les  molécules  dn  pa- 
rallélogramme soient  disposées  sur  des  parallèles  à AB,  les 
centres  de  gravité  de  toutes  ces  parallèles  se  trouveront  sur 
la  droite  EF  qui  passe  par  les  milieux  E et  F des  côtés  op- 
posés CD  et  AB;  car  EF  coupe  toutes  ces  parallèles  cii 
deux  parties  égales.  Il  suit  de  là  que  le  centre  de  gravité 
du  parallélogramme  doit  se  trouver  sur  EF.  On  prouverait 
de  même  que  IIK,  qui  divise  CA  et  DB  en  deux  parties 
égales,  contient  aussi  le  centre.de  gravité  du  parallélo- 
gramme ; donc  ce  centre  de  gravité  est  au  point  d’intersec- 
tion G des  droites  EF  et  HK . 

172.  Le  centre  de  gravité  de  l’aire  d’un  triangle  ABC 
(fig.  77)  se  trouve  en  menant  une  ligne  CD  sur  le  milieu  l-'îg 
de  la  base  AB , et  en  prenant  la  partie  DG  égaie  au  tiers 
de  CD.  Pour  le  démontrer,  on  va  d’abord  faire  voir  qu’il 
est  .sur  cette  droite  CD.  En  effet , CD  passant  ]>ar  le.s 
milieux  du  toutes  les  parallèles  à AB,  contient  le  centre  de 
gravité  de  l’aire  du  ti-iangle  : il  en  est  de  même  d’une  droite 
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AE  qui  passerait  par  le  milieu  de  CB  ; donc  le  centre  de 
gravité  de  l’aire  du  triangle  est  au  point  d’intersection  G • 
de  ces  droites.  Il  reste  à prouver  que  G est  au  tiers  de  CD , 
à partir  de  la  base.  Pour  cela , ayant  mené  la  droite  DE, 
les  triangles  ACB,  DEB  sont  semblables;  car  les  côtés  BD 
et  EB  étant  les  moitiés  de  AB  et  de  CB , ces  triangles  qui 
ont  un  angle  compris  entre  deux  côtés  proportionnels  , , 
sont  semblables  ; d’où  il  suit  que  DE  est  parallèle  à AC  ; 
donc  les  triangles  ACG  et  DEG  sont  aussi  semblables  et 
donnent 

CG  : GD  ::  ac  : de  ::  ab  : bd  ::  a ; i -, 

donc 

CG  = aGD; 

et  par  conséquent , 

CD  ou  CG  + GD  = 3GD; 
d’où  l’on  tire 

GD  = i CD. 

173.  Pour  trouver  le  centre  de  gravité  d’une  pyramide 
triangulaire,  on  mènera  par  le  sommet  et  par  le  centre  de 
fip.  78.  gravité  de  la  base,  une  droite  AG  (lig.  ■j8),  et  en  prenant 
GO  = ^ AG , le  point  O sera  le  centre  <]e  gravité  de  la 
pyramide. 

Pour  le  démontrer , imaginons  qne  cette  pyramide  soit 
partagée  en  tranches  parallèles  à la  base  BCD;  la  droite 
AG  passant  par  les  centres  de  gravité  de  toutes  les  tranches , 
contiendra  le  centre  de  gravité  de  la  pyramide.  De  même 
par  le  sommet  D de  l’angle  D,  et  par  le  centre  de  gravite  G' 
de  la  face  opposée  ABC,  menons  la  droite  DG'  : cette  droite 
contiendra  le  centre  de  gravité  de  la  pyramide;  par  consé- 
quent lorsqu’on  aura  prouvé  que  ces  droites  se  rencontrent 
en  un  point  O,  on  |>ourra  conclure  que  le  centre  de  gravité 
cheix’hé  est  en  ce  point. 
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Or  pour  démontrer  que  les  droites  AG  et  DG'  se  coupent 
CQ  un  même  poiut , il  sufiit  de  remarquer  que  ces  droites 
ajant  chacune  leurs  points  extrêmes  situés  dans  le  plan 
AED  , elles  y sont  comprises  l’une  et  l’autre,  et  par  consé- 
quent elles  doivent  se  rencontrer  en  un  point  O. 

Pour  déterminer  ce  point , menons  la  droite  GG'  : les 
triangles  G'EIG  et  AED  sont  semblables;  car  ils  ont  un  angle 
compris  entre  deux  cotés  proportionnels,  vu  que  £G=i3  EU, 
et  que  £G'  =;j£A;  donc  GG'  est  parallèle  à AD.  C(da 
posé , à cause  des  triangles  semblables  OGG'  et  OAD , 
on  a 

GG'  : AD  ::  go  ;0A; 

les  triangles  semblables  EGG'  et  EAD  nous  donnent  aussi 
GG'  : AD  ::  eg  : ED. 


En  comparant  les  seconds  rapports  de  ces  proportions , 
on  en  conclut  cette  troisième , 


donc 


GO  ; OA  ::  EG  : ED  ::  I : 3 ; 


3GO  = OA; 


ajoutant  GO  de  part  et  d’autre  , on  a 


^GO  . — OA  -f-  GO  AG  ; 

donc 

GO  = i AG. 


1 74-  général , le  centre  de  gravité  d’une  pyramide 
polygonale  ABCD  (fig.  79)  est  au  quart  de  la  droite  SE,  l-ig.  7c;. 
qui , du  centre  de  gravité  de  la  base,  est  menée  au  sommet 
de  la  pyramide.  Pour  le  démontrer,  ayant  pris  FO=  j SF, 
et  mené  par  le  point  O nn  plan  parallèle  à la  base  de  la 
pyramide,  ce  plan  contiendra  le  centre  de  gravité.  En  effet, 
si  par  le  centre  de  gravité  F de  la  base,  on  mène  les  droites 
FA , FB , FC , FD , etc.,  au  som'mct  des  angles  du  polygone , 
on  formera  autant  de  triangles  qu’il  a de  côtés;  ces  triangles 
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pourront  servir  tle  bases  à un  égal  nombre  de  pvraïuide.s 
triangulaires  qui  auront  le  même  .sommet  S.  Toutes  les 
lignes  menées  du  sommet  S aux  centres  de  gravité  de  ces 
triangles  seront  coupées  proportionnellement  par  le  plan 
qu’on  a mené  parallèlement  à la  base  ; d’où  il  suit  que 
CCS  lignes  seront  toutes  coupées  par  ce  plan  au  quart  de 
leurs  longueurs, à partir  delà  base.  Ces  points  d’intersection 
seront  donc  les  centres  de  gravité  des  pyramides  portiellc.s. 
Ces  centres  de  gravité  étant  renfermés  dans  le  planque  nous 
avons  mené  parallèlement  à la  base , il  en  résulte  que  le 
centre  de  gravité  de  la  pyramide  polygonale  sera  dans  ce 
plan.  D’une  autre  part,  la  droite  SF  contient  au.ssi  le  centre 
de  gravité  de  la  pyramide  polygonale,  puisque  cette  droite 
passe  par  les  centres  de  gravité  de  toutes  les  sections  pa- 
rallèles à la  base.  Ainsi  le  centre  de  gravité  delà  pyramide 
polygonale  est  au  point  O,  où  la  section  que  nous  avons 
menée  parallèlement  à la  base  rencontre  la  droite  SF  ; 
c’est-à-dirc  est  au  quart  de  la  droite  SF,  à partir  de  la 
base. 

iy5.  Trouver  le  centre  de  gravité  d'un  polygone.  On 

p.  8o.  le  décomposera  (Cg.  8o)  en  triangles;  et  nommant  «,  à , 
a",  etc. , les  aires  ABC,  ACD,  ADE , etc. , de  ces  triang'es, 
ou  regardera  a,  a',  a",  etc.,  comme  des  poids  apjiliqués 
aux  centres  de  gravité  G,  G',  G",  etc.,  des  triangles  ABC, 
ACD,  etc.  Le  centre  de  gravité  de  l’aire  ABCDA  se  trou- 
vera par  la  proportion 

^ a a l a II  GG  I G O. 

On  cberchera  ensuite  le  centre  de  gravité  K de  l’aire 
ABCDEA,  en  déterminant  Ja  résultante  de  a -f-  agissant 
en  O , et  de  u"  agissant  en  G*.  Pour  cela  on  établira  la 
proportion 

n + d + d'  : a"  OG"  ; OK, 

et  ain.si  de  suite. 
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I '^6.  Le  nièiue  prublèine  pourrait  aussi  se  résoudre  par 
la  considération  des  iorces  parallèles,  Ln  cETet , soient  x 
et  y,  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  du  polygone 
( fig.  8i  ) : la  tlicorie  des  forces  parallèles  nous  fournit  f'ig.  Si. 
ces  équations  , 

R=P  + P*, 

Ro:^  = P.V  + P'.v'  + P"*"  + Vx", 

%,=pj+py + py + PV- 

Nommons  toujours  a , a,  a",  etc. , les  aires  des  triangles 
ABC,  ACD  , ADE  , AEF  , etc.,  nous  aurons 

P = a,  P'  = a,  P"  = «",  p-=a“, 
et  les  équations  précédentes  nous  donneront 

R = a -J-  o'  ^ a”  + a", 

_ ax  + a'x  + a^x"  -f  aV* 

^ ' a -f-  o'  -f-  a"  + rt*  ’ 

_ ay  + a Y + “ y 
^ ' n + »'  + n" 

Ayant  donc  pris  ensuite  OP  = , on  mènera  la  parallèle 

PG  ^ r,  à l’axe  des  _v,  et  le  point  G sera  le  centre  de 
gravité. 

177.  Trottvrr  le  centre  de  gra\>ité  du  contour  d’un  poly- 
gone. On  opérera  comme  précédemment , en  remarquant 
que  le  centre  de  gravité  de  chaque  côté  étant  à son  milieu, 
on  peut  regarder  les  milieux  des  côtés  du  polygone  comme 
chargés  de  poids  proportionnels  à ces  côtés. 

178.  Trouver  U centre  de  graviti  d’un  arc  de  courhe 
plane.  L’élément  mm'  d’un  arc  de  courbe  plane  (fIg.  82)  étant  Fig.  Sa 
V dx*  + dy',  on  peut,  à cause  que  cet  arc  est  infiuiiue"^ 
petit,  regarder  son  centre  de  gravité  comme  placé  en  son 
milieu  o,  et  mettre  les  coordonnées  x et  y du  point  m à la 
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pl.'icc  de  colle  du  peint  o;  par  cnusi’ijiient,  le  moment  de 
/72/n',  par  rapport  à l’hxe  des  x , est 

op  X /n/n'  = y ^ dx*  -f-  dy' , 

et  par  rapport  à l’axe  des  y, 

oq  X /n/n'  = X ^~dx*  •4'  ‘(y*- 

Nommant  et  y^  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  , 
et  s la  longueur  de  l’arc  MM',  les  momens  de  cet  arc  , 
])ar  rapport  à chacun  des  axes,  seront  respectivement  sx^ 
et  Ry ces  momens  devant  être  égaux  à la  somme  des 
momens  des  clémens,  nous  aurons 

^,—fyV  dx^  + dy^ , 

sx,=fx  \/dx*  + rfy, 

et  la  longueur  de  l’arc  MM'  sera  donnée  par  l’équation 

g~f^  dx*  -f-  dy^. 

179.  Cherchons,  par  c'-eraple,  le  centre  de  gravité  d’un 
83.  arc  de  cercle  BO  (lig.  83).  Pour  cet  effet,  on  disposera  les 
axes  coordonnés  de  manière  que  cet  arc  soit  partagé  en  deux 
parties  égales  par  l’axe  des  .abscisses  ; alors  le  centre  de 
gravité  de  l’arc  130  sera  sur  cel  axe  , et  l’on  aura  = o. 

I Pour  le  démontrer,  remarquons  que  les  centres  de  gra- 
vité yf  et  g"  des  arcs  égaux  BD  et  DO  devant  être  di.s|>osés 
symétriquement  à l’égard  de  l’axe  des  x,  il  faut  que  le  centre 
de  gravité  G de  l’arc  total  BO  soit  sur  l’axe  des  a:,  au  milieu 
G de  gg'.  11  ne  s’agit  donc  plus  que  de  connaître  l’ahscissc 
AG  = x^  du  centre  de  gravité  de  l’arc  BD,  puisque  cette 
abscisse  <loit  être  la  niciiie  que  celle  du  centre  de  gravité 
de  l’arc  BO.  Or  .v^  est  donné,  art.  178  , par  l’équation 

SJ-,  = fx  y'dx'-  + //y" . . . (87). 
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l’onr  inli^rcr  le  second  membre  de  celte  équation  , nous  Fifi  Üj* 
allons  chercher  à le  réduire  à une  seule  Tariable  au  moyen 
(le  l’équation  du  cercle  qui  est 

y = xV..  (88); 

en  différentiant  cette  équation , nous  trouverons 
ydyz=z  — xdx, 

(Voit  nous  tirerons 


et  en  substituant  cette  valeur  <lans  la  formule  ^dx'‘-j-dy', 
nous  obtiendrons 

- \J  rfy; 

réduisant  au  moyen  de  l’équation  (88)  et  extrayant  la 
racine  carrée,  on  aura 

1/57+^*==^ 

substituant  cette  valeur  dans  l’équation  ( 87  ) , intégrant 
et  représentant  par  B la  constante  arbitraire,  nous  trou- 
verons 

fx  V'dx'‘ + dy^  — ay -{-b. . . (89). 

Nommons  c la  corde  BO , et  cherchons  l’arc  soutenu  par 
celte  corde.  Pour  cela , il  faudra  prendre  l’intégrale  entre 
les  limites  y'  = ;C  et  y ■=.  — je.  L’arc  s’étendant  de  O 
en  B,  cette  intégrale  doit  être  nulle  au  point  O,  dont 
l’ordonnée  est  j c.  Cette  hypothèse  ré-duit  l’équation 

(89)  i 

O = — j ac  -)-  B : 

éliminant  B entre  cette  équation  et  l’équation  (89)  , on 
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obtiendra 


statique. 


fx  l/ dx^  -f-,  f/j  * = rtj  + ; </f  ; 

taisant  y =.\c  pour  prendre  l’Intégrale  définie  depuî.s  le 
point  O jusqu’au  jwint  B,  on  obtient 

fx  ^ dx'^  4-  dy^  — ac  ; 

.substituant  celte  valeur  dans  l’équation  (87),  on  trouvera 


d’où  l’on  tirera 


rayon  X corde  , ^ 

= — •••  (9»); 

arc 


ce  qui  nous  apprend  que  Vahscisse  du  centre  de  j^rnciu^ 
est  une  quatrième  proportionnelle  à l’arc ^ au  myon  et  ù 
la  corde. 


180.  Trouver  le  centre  de  gravité  d’un  arc  de  courbe 
à double  courbure j ou  en  général  celui  d’une  ligne  quel- 
conque située  dans  l’espace.  On  sait  que  l’clénicnt  d’une 
courbe  à double  courbure  a pour  expression 


\/dx’ -h  d^-^-dz’ {*).  . . (91). 


Prenons  les  moinens  de  cet  clément  par  rapport  aux  plans 


•P-  8j. 


(')  Pour  Je  démontrer,  «oient  M et  M'  (fig.  84)  deux  points  situes 
Hans  l'espace,  et  dont  les  coordonnée*  sont  or , ^,  z et  x',y\  on 
aura 


corde  MM'  = V'’^(a  — x']'  +(y  — y')‘  -h  — *')’ . . . '9a). 


Si  la  différence  des  abscisses  x et  x'  est  rcprùentée  par  /t , la  formule  du 
Taylor  nous  ilonncra 


y'  = F (x  4-  f‘)  ■■ 


dr  , 


i/»r 


• CIC.  . 


h* 

— • -+•  cir. 
1 .3 


SubstituaiU  ecB  valciiw,  jînsi  que  celle  de  a:  — qui  est  /* , dans 
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coordonnés.  Comme  x,  jf,  t représentent  les  distances  de 
cet  élément  aux  plans  des  y,  z,  des  jr,  x et  des  x,  y,  ces 
momcDs  seront 

X dx’‘  + dy*  + dz*, 

y V âx' + dy' dz^ , 

Z djt*  -f-  dy*  -f-  dz‘  ; 

par  conséquent  en  nommant  x^,  y^,  s^.  les  coordonnées 
du  centre  de  gravité,  et  a l’arc  de  courbe,  on  détermi- 
nera ces  quantités  par  les  équations 

* = / +dy* dz' A 

»x,  = fx  \/dx*-hdy^ -r^\l 
“y.^fy  \/dx^  + dy’‘-^dz\  I 

=y*  dx^  -f-  dy'  dz'.  j 

i8i.  Appliquons  ces  formules  à la  détermination  du 
centre  de  gravité  d’une  droite  située  dans  l’espace.  Pour 
cet  effet,  plaçons  l’origine  à l’une  des  extrémités  de  cette 
droite,  ses  équations  seront 

*=•*,  y=ifiz...  (g4), 


iVr|uatioii  (gaj,  noos  u-onverons 

corJt  MM'  = y/  A-  + + e,c.^  A*  -f-  + elc.^  A». 

Celle  e'qualion  divisce  par  A noua  donne 
corde  MM' 


passant  A la  limile,  on  obtient 

«fs  a / . df  . df 

Tx-V'+dr‘-^dx-i' 

et  par  roiiséqiient, 

dt  = V^da*  -h  dy  -t-  dtv 
F.lim.  de  Mécanique. 


\ 
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d’où  l’on  tirera 


STATIQUE. 


dx  — *d» , dy  = $ds. 

Substituant  ces  valeurs  de  dx  et  de  dy  dans  l’expression 
(91),  nous  trouverons 

c/jf*  -f-  dy*  + dz*  =zd»  -4*  (8*  + I ; 

et  CB  représentant,  pour  simplifier,  le  radical  par  A , 
nous  pourront  écrire 

|/ dx*  -J-  dy*  -4-  dz*  = kdz. 

Substituant  dans  les  équations  (93)  cette  valeur,  ainsi  que 
celles  de  X et  de  ^ données  par  les  équations  (94) , nous 
obtiendrons 

' » — f Ada  , 

sx^  — fKmxda , 

•y,  = fAQatU, 

SS,  = f Aadx. 

Fig.  85.  Soit  h l’ordonnée  s du  point  M ( tig.  85  ).  Si  nous  vou- 
ions déterminer  le  centre  de  gravité  de  la  droite  AM , il 
faudra  intégrer  entre  les  limites  s = o et  s = A,  et  de 
cette  manière  nous  trouverons 

I = Ah, 

SX,  ~ 5 A«A*, 
sy,  = I ACh*, 
sa,  = i Ah*. 

Éliminant  s et  réduisant , nous  obtiendrons 


= y,  = i^h,  Z,~\h. 


Ces  valeurs  sont  précisément  les  coordonnées  du  point  O 
qui  est  le  milieu  de  la  droite  AM;  car  si  AO  est  la  moitié 
de  AM,  les  triangles  semblables  AOQ,  AMP,  nous  don. 
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neront 

OQ=iMP  = iA. 

Substituant  cette  valeur  dans  les  équations  (94)1  nous 
obtiendrons 


i8a.  Trouver  Vaire  d’une  surface  plane  comprise  entre 
un  arc  de  courbe  et  l’axe  des  abscisses,  ^ient  et  les 
coordonnées  du  centre  de  gravité,  et  AN  ( fig.  86  ),  GN  Fig.  86. 
celles  d’un  élément  MPM' P”;  l’aire  de  cet  élément  étant 
{Élèmens  de  Calcul  inUgralj  page  a56) , le  moment  de  jj'rfx 
par  rapport  à l’axe  de.s  x sera  GN  X ydx,  et  son  moment 
par  rapport  à l’axe  des  y sera  AN  X ydx.  On  peut,  dans  le 

PM 

cas  de  la  limite,  substituer  AP  à AN,  et à GN:  par 

2 

y* 

conséquent  rf*  et  xydx  seront  les  momens  de  l’élément 

par  rapport  aux  axes  des  x et  des  y.  Représentons  par  a 
l’aire  OBMP;  cette  surface  ainsi  que  les  coordonnées  du 
centre  de  gravité , seront  déterminées  par  les  équations 


i83.  Pour  application  des  ces  formules,  cherchons  le 
centre  de  graviti  de  l’aire  d’un  segment  circulaire  CDE 
(fig.  87).  Si  l’on  prend  pour  origine  le  centre  du  cercle  , Fig.  87. 
et  pour  axe  des  abscisses  une  droite  AD  qui  partage  le 
secteur  en  deux  parties  égales  , le  centre  de  gravité  du 
segment  sera  sur  cette  droite  : il  ne  s’agit  donc  plus  que 
de  calc^er  AG  = x^.  Pour  cet  efiet , je  remarque  que  g 
et  g'  sont  les  centres  de  gravité  des  segmens  CDD , DDE  ; 

7. . 
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Fi|i.  67.  ces  segmens  étant  semblablement  situés  à l’égard  de  l’axe 
des  X,  ^ et  seromt  à ^ale  distance  de  cet  axe,  et  se 
trouveront  aux  extrémités  d’une  ligne  ^ coupée  à angles 
droits  et  en  deux  parties  égales,  par  l’axe  Ax,  et  en  ce 
point  d’intersection  se  trouvera  le  centre  de  gravité  G du 
segment. 

La  question  se  réduisant  à trouver  l’abscisse  x^  du  centre 
de  gravité  du  segment  CDB , la  valeur  de  x,  nous  serA 
donnée  par  l’équation  (96) , dont  nous  pourrons  détermi- 
ner l’intégrale  du  second  membre,  lorsque  nous  aurons 
éliminé  l’une  des  variables.  Pour  parvenir  à ce  but,  l’équa-  ' 
tion  du  cercle  étant  diSérentiée , nous  donne 

:y‘fy  = — : 

tirant  de  cette  équation  la  valeur  de  xdx,  et  la  substituant 
dans  la  formule  (95),  nous  trouverons 

A.r,=  (96); 

intégrant  et  nommant  A la  constante  arbitraire  / nous 
aurons 

J'—y'dy  = — ^y''  + A...  (97). 

Pour  déterminer  la  constante,  nous  prendrons  l’intégrale 
depuis  le  point  G jusqu’au  point  D;  or  le  point  C ayant 
pour  ordonnée  CB  qui  est  la  moitié  de  la  corde  C£ , si 
nous  nommons  c cette  corde , nous  devrons  prendre  l’in- 

tégralc  depuis  y — ~ jusqu’à  ^ = o.  Ainsi  en  supposant 

que  l’intégrale  s’évanouisse  lorsque  y = - , la  constante 
A sera  déterminée  par  l’équation 
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tt  l’équation  (97)  deviendra 

Faisant  y = o pour  que  l'intégrale  s’étende  depuis  C jus- 
qu’en O,  on  aura 

Mettant  cette  valeur  dans  l’équation  (9Q  et  divisant  par  A, 
on  obtiendra 

_ 

A représentant  l’aire  CBD,  nous  avons 
A = i CDEB. 


Substituant  cette  valeur  de  A dans  l’équation  précédente , 
nous  trouverons 

c’ 

12  air*s  CDEB  ’ 

ce  qui  nous  apprend  que  la  distance  du  centre  de  gravité  du 
segment  CDEB  à l’ase  des  y,  est  égale  au  cube  de  la  cordc, 
divisé  par  12  fois  l’aire  du  segment. 

184.  Trouver  U centre  de  gravité  G du  secteur  CAE^ 

(fig.  88).  Il  est  d’abord  évident  que  ce  centre  de  gravité  est  Fig.  88. 
sur  la  droite  AB  qui  divise  le  secteur  en  deux  parties  égales  -, 

II  ne  s’agit  donc  que  de  connaître  ÂG.  Pour  cela , en 
regardant  le  secteur  comme  composé  d’un  nombre  infini 
de  secteurs  élémentaires , le  centre  de  gravité  de  chacun 
sera  aux  deux  tiers  du  rayon,  parce  qu’on  peut  les  consi- 
dérer comme  autant  de  triangles.  D’où  il  suit  que  si  avec  ' 

un  rayon  AH  égal  aux  deux  tiers  de  AC,  on  décrit  l’arc 
HK  , cet  arc  contiendra  les  centres  de  gravité  de  tous  les 
secteurs  élémentaires^  par  conséquent  le  centre  de  gra,vlté 
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de  l’arc  HR  sera  celui  du  secteur  CAE.  Cela  posé , si 
l’on  nomme  l’abscisse  AG  du  point  G , nous  aurons , 
art.  17g, 

AH  X corde  H K 

' arc  HR 

or  par  la  similitude  des  secteurs  AllR  et  ACE , nous 
avons 

AH=5  AC, 
corde  HR  = * corde  CE , 
arc  HR  =î  arc  CE. 

t Substituant  ces  valeurs  dans  l’éguation  précédente  et  ré- 
duisant, nous  trouvcr.on» 

* AC  X corde  CE 

arc  CE 

Fig.  89.  i85.  Trouver  le  centre  de  gravité  de  l’aire  O B O'  (fig.  89) 

comprue  entre  deux  branches  de  courbe. 

Soient  PM  =.  y el  PM'  = y'  deux,  ordonnées  qui  cor- 
respondent à la  même  abscisse  AP  = x.  L’élément  MM'N'N 
de  la  surface  aura  pour  expression 

aire  PN  — aire  PN'  = ydx  — y dx  = {y  — y)dx  : 

et  si  nous  représentons  par  A une  portion  de  la  surface 
comprise  entre  deux  cordes  MM',  OO',  nous  aurons 

\=zf{y—y')dx. 

Pour  trouver  le  centre  de  gravité  de  cette  portion  de  sur- 
face , cherchons  d’abord  les  coordonnées  do  centre  de  gra- 
vité de  l’élément  M'N  ; les  droites  MM'  et  NN'  étant  infi  - 
niment  proches , nous  regarderons  le  centre  de  gravité  de 
rélénient  comme  situé  au  milieu  de  MM';  par  consé- 
quent l’ordonnée  du  centre  de  gravité  de  l’élément  M'N 
sera 

PM' 1 MM' = y -I-  i ( .r  - /)  = i ( + y), 
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et  nous  aurons  pour  le  moment  de  Pélémeut  par  rapport 
à l’axe  des  x, 

ïiy  + y)iy  — y)  </*  = i {y*  — y'*)  dx , 

et  pour  le  moment  de  l’élément  par  rapport  à l’axe  des  y, 
*(y—y")dxi 

par  conséquent  si  nous  nommons  et  y,  les  coordonnées 
du  centre  de  gravité,  oes  coordonnées  seront  déterminées 
par  les  équations  • * ’ * ’ 

(.y  — y)  dx, 

>y.=fï(.y‘-y‘)dx.  ' 

i86.  Trouvtr  U centre  de  gravité  de  la  eurface  d'un 
aolide  de  révolution. 

Soit  une  surface  engendrée  par  la  rotation  de  BM  (fig.  90)  Fig-  g • 
autour  de  l’axe  des  x : l’élément  de  cette  surface  on  la  zone 
élémentaire  décrite  par  Mm , aura  pour  expression  axyda 
( Èlémena  de  Calcul  intégral ^ psge  x66  ) ; donc  en  appe- 
lant X la  surface  entière,  nous  aurons,  pour  l’expression 
de  cette  surface , 

X = f 2ryda, 

A l’égard  des  coordonnées  et  y^  du  céntre  de  grarité , . 
nous  obserrerons  d’abord  que  y^=  o,  parce  que  le  centre 
de  gravité  est  sur  l’axe  des  x ; il  ne  s’agit  donc  plus  que  de 
déterminer  la  valeur  de  X^.  Pour  cet  effet , en  prenant 
les  momens  par  rapport  à l’axe  des  y,  celui  du  centre  de 
gravité  sera  exprimé  par  Xv^,  et  en  l’égalant  à la  somme  des 
momens  des  élémens , nous  aurons 

Xr^  = /x  X ^xyda  ; 

d’où  nous  tirerons 

Jixyxda 

~ X ■ J 

mettant  an  lieu  de  da  et  de  x leurs  râleurs,  et  suppri- 
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inant  le  facteur- oomumn  aw,  nous  aurons  pour  déter- 
miner l’abscisse  du  centre  de  gravité , 


__  fxy  \/  dx*  4-  rfy* 


(98). 


fyV^dx*  + dy* 

187.  Pour  donner  une  application  de  cette  formule  , 
cherchons  le  centre  de  gravité  de  l’aire  de  la  calotte  sphé- 
rique. Cette  surface  étant  engendrée  par  la  révolution  de 
'*■  ( fig.  91  ) autour  de  l’axe  des  x,  il  faudra  éli- 

miner l’une  des  varialdes  de  la  formule,  au  moyen  de 
l’équation  du  cercle,  qui  est 


différcnliant  cette  équation  et  élevant  au  carré  le  résultat  f 
on  obtient 


donc 


Cette  valeur  étant  mise  dans  les  intégrales  de  l’équation 
(98) , on  a 

fxy  4-“c5^  = /rxd:r  = irx*-f-C, 
fy  \/ rfx”  + dy’‘=  frdx  = rx  + (7. 


Prenant  les  intégrales  définies  entre  les  limités  x = AD  = a 
et  X =:  AB  = r,  on  obtient 


fxy  V/dx*-f-£(y»  = i r(r‘  — O*), 
fy  \^dx‘-^dy'=r{r  — a). 

Ces  valeurs  transforment  l’équation  (98)  en 
, . *,  = i (»■  + «)  = a + i (r  — o)  ; 
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donc  le  centre  de  grarité  de  la  calotte  sphérique  est  au 
milieu  de  la  flèche  DB. 


l88.  Trouver  le  centre  de  graviti  d‘un  eolide  de  révo- 
lution ft  comprit  entre  deux  plans  perpendiculaires  à l’axe 
des  X. 

Le  centre  de  gravité  de  ce  solide  (fig.  92)  étant  nécessai- Sû- 
rement sur  l’axe  des  x,  le  problème  se  réduit  à trouver 
l’abscisse  x,  du  centre  de  gravité  du  volume  p.  L’élément 
de  ce  volume  {Élément  de  Calcul  intégral,  page  270)  étant 
wy^dx,  nous  aurons 

p=frry'dx...  (99). 

Prenant  ensuite  les  momens  par  rapport  à l’axe  des  y, 
nous  obtiendrons 

px,=fv3çy’dx...  (100); 


divisant  ces  équations  l’une  par  l’autre,  et  supprimant  le 
facteur  commun  p , il  viendra 


fxy'dx 

IF^"' 


(lOl). 


Si  au  moyen  de  l’équation  de  la  courbe  on  élimine  y,  ces 
intégrales  devront  être  prises  entre  les  limites  x = ÂP  et 
*::=  AQ. 

189.  Appliquons  cette  formule  à la  détermination  du 
centre  de  gravité  du  cOne,  nous  avons  deux  intégrales  à 
obtenir,  savoir, 

> /ÿ'dx  et  fxy'dx. 


éliminant  y*  au  moyen  de  l’équation  de  la  génératrice  du 
cône  qui  est  y — ax,  nous  obtiendrons  en  intégrant, 

fy^dx  = fa'x'dx  — , _ 


fxy’dx  = fa'x^dx 


T' 
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Nous  n'ajoutons  point  de  constantes,  parce  qu’à  l’origine 
>B-  93-  A ( Fig.  g3  ) le  volume  est  nul.  Substituant  ces  valeurs 
dans  la  formnle  (loi) , on  trouve 


X 


t 


4 '".3 
3 


ce  qui  nous  apprend  que  U centre  de  gravité  du  cône  est 
aux  trois  quarts  de  son  axe  Ax. 

190.  Cherchons  encore  le  volume  du  parabolo'ide  de  ré- 
volution qui  est  le  solide  engendre  par  là  révolution  de  l’arc 
de  parabole  AM  (fig.  90)  autour  de  l’aae  Ax.  L’équation  de 
la  courbe  étant  y^-=.px,  nous  avons 

fy'dx  = fpidx  — ; px', 
fxy'àx  =fpx‘dx=  \pai^. 

SuÎMtituant  ces  valeurs  dans  la  formule  (99),  on  a 
x^=lx. 

On  n’ajoute  point  de  constantes  par  la  raison  expliquée 
ci-dessus. 

191.  Prenons  encore  pour  exemple  l’ellipsoïde  allongé 
de  révolution  : l’équation  de  la  génératrice  est 

A’ 


mettant  cette  valeur  de  y*  dans  les  intégrales  de  la  formule 
(loi),  et  observant  que  les  constantes  sont  nulles,  on  a 

fy'dx  =z  ^ /(a*rfx  — x'dx)  = ^ , 

fxy'dx  = fia'xdx  — x'dx)  = ^ (a-~  — 
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Au  moyen  de  ces  valeurs,  l’équation  (loi)  devient  ' 

î a’x  — j jf* 6rt**  — 3*’ 

rt*  — - 3 x’  1 2a’  — 4**  ’ 

et  en  prenant  l’intégrale  entre  les  limites  x = o et  x — a, 
il  suQit  défaire  x = a dans  les  formules  ci-derrière , et 
l’équation  (loi)  donne  pour  l’abscisse  du  centre  de  gravité 
du  demi-ellipsuïde  allongé  de  révolution , 


192.  Trouver  le  centre  de  graviU  du  volume  engendré 

par  la  révolution  d’une  courbe  BMCM'  (fig.  g4)  autour  de  Fig.  94. 
Taxe  des  x situé  hors  de  cette  courbe. 

Soient  MP  = j'  et  M'P  = j'';  le  volume  engendré  par 
l’élément  M/nm'M'  sera  censé  égal  à la  différence  des  vo- 
lumes engendrés  par  les  rectangles  tilp  et  M/>;  les  expres- 
sions de  ces  volumes  étant  respectivement  xy'dx  et  xy'^’dx, 
le  volume  engendré  par  MM'm'm  sera  «•(j'* — y')  dx-,  par 
conséquent  en  nommant  le  volume  total , nous  aurons 

f*  = ^ — y^)  dx  : 

prenant  les  momens  par  rapport  à l’axe  des  y,  il  viendra 

— ^Ây — y‘) 

On  ne  détermine  pas  y^,  parce  que,  ainsi  que  nous  l’avons 
observé,  le  centre  de  gravité  étant  sur  l’axe  des  x,  il  faut  ^ 
que  y^  soit  nul. 

De  la  méthode  centrobarique , ou  théorème 
de  Guldin. 

193.  Soient  x^  et  y^  les  coordonnées  du  centre  de 
gravité  d’une  surface  plane  MPP'M'  (fig.  96)  dont  l’aire  Fig.  gS- 
est  représentée  par  A.  Mous  avons  vu,  art  182,  que  le 
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moment  de  l’élément  de  cette  surface  plane,  par  rapport  à 
l’axe  des  x,  était  - y X ydx  , et  qu’cn  égalant  la  somme 
des  momens  des  élémcns  à celle  du  centre  de  gravité , 
on  avait 

fl  y*dxz=  y^x. 

Si  l’on  multiplie  les  deux  membres  de  cette  équation  par 
27T,  elle  deviendra 

fry'dx  = 2xy^  X A j 

Fexpression  jTty^dx  est  celle  du  volume  engendré  par  la 
révolution  de  PP'M'M  autour  de  l’axe  des  x , et  X A 
, est  le  produit  du  chemin  décrit  par  le  centre  de  gravité 

autour  de  l’axe  des  x par  la  surface  génératrice  PP'M'M  ; 
d’oii  l’on  conclut  ce  théorème  ; Un  volume  de  révolution 
est  égal  à son  aire  génératrice  multipliée  par  le  chemin 
que  décrit  le  centre  de  gravité. 

194-  Pour  première  application,  cherchons  le  centre  de 
gravité  du  corps  engendré  par  la  révolution  du  triangle  iso- 
Pig.  gS.  cèle  ABC  (fig.  96)  autour  de  l’axe  des  x.  Soient  CD  = h et 
ÂB  = a,  l’aire  génératrice  sera  exprimée  par  ^ ah.  D’une 
autre  part,  le  centre  de  gravité  étant  aux  deux  tiers  de  la 
droite  DC , il  aura  pour  ordonnée  3 h ; par  conséquent  la 
circonférence  décrite  par  ^ h ou  le  chemin  parcouru  par 
le  centre  de  gravité  , sera  iir.\  h.  Ce  chemin  étant  tnulti- 
plié  par  l’aire  génératrice , nous  trouverons  que  | xA’o  est 
l’expression  du  volume  cherché. 

Pour  seconde  application,  déterminons  le  volume  du  cène. 
La  génératrice  de  ce  solide  de  révolution  étant  le  triangle 
Pig  97-  rectangle  ABC  (fig.  97)  qui  fait  une  révolution  autour  de 
l’axe  AB;  cette  génératrice  aura  pour  expression  î ABxCB. 
Menons  la  droite  CE  sur  le  milieu  du  côté  AB  ; le  centre 
de  gravité  G de  la  génératrice  sera  au  tiers  de  EC,  ar- 
ticle 172,  et  il  aura  pour  ordonnée  la  perpendiculaire  GD, 


Digiiized  by  Google 


DB  T.A  MBTIIOBE  CENTROBARIQVB.  1 09 

abalsaée  lor  AB  : la  valeur  de  GD  «'obtiendra  par  la  pro- 
portion 

KC  : EG  ::  CB  : GD, 
ou 

3 : I ::  CB  : gd, 

d’où  l’on  tirera 

GD  = ^ CB. 

Le  clicmin  décrit  par  le  centre  de  gravité  sera  , grCB;  en 
multipliant  cette  compression  par  l’aire  de  la  génératrice  qui 
est,  comme  nous  l’avons  trouvée,  ^ABxCB,  on  aura' 

■3  AB  X îtCB*  pour  le  volume  du  cène  engendré  par  la  ré- 
volution du  triangle  CAB  autour  de  l’axe  des  x. 

195.  Pour  troisième  application,  nous  allons  déterminer 
le  volume  du  cylindre.  L’ordonnée  G£  (lig.  98)  du  centre  t'ig.  g8. 
de  gravité  G étant  égale  à g AC , le  chemin  décrit  par  le 
centre  de  gravité  sera  vAC.  Multipliant  celte  expression 
par  la  génératrice  qui  équivaut  à AB  X AC,  on  aura 
tAC*  X AB  pour  le  volume  du  cylindre. 

196.  Une  règle  analogue  à la  précédente  peut  nous 
servir  à déterminer  l’expression  d’une  surface  de  révolu- 
tion.‘En  eSet,  considérons  une  surface  engendrée  par<  la 
révolution  de  l’arc  MN  (fig.  99)  autour  de  l’axe  des  abs-  Fig.  99. 
cisses  , et  appelons  y',  l’ordonnée  du  centre  de  gravité  G 
de  l’are  générateur,  en  prenant  par  rapport  à l’axe  des  x 
la  tomme  des  momens  des  arcs  élémentaires  , et  l’égalant  à 
celui  du  centre  de  gravité,  nous  aurons,  art.  178, 

fy  Ÿ = X ^ • • (*°^)  î 

multipliant  les  deux*  membres  de  cctle  équation  par  , 
on  la  changera  en  celle-ci , 

ÿ^dx'  -j-  dy*  = axy',  X arc  MN  ; 
l’expression  \/ dx*  + dy'  étant  celle  qui  est  connue 
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dans  lu  Calcul  intégral  }xmr  représenter  une  surface  de  ré- 
volulior , nous  pouvons  en  conclure  ce  théorème  : Une  sur- 
face de  révolution  est  égale  au  produit  de  l’arc  générateur 
par  la  circonférence  que  dans  son  mouvement  décrit  le  centie 
de  gravité. 

19'^.  Par  exemple  , pour  avoir  la  surface  convexe  du 
l'ig.  100.  cône  tronqué  engendré  par  le  révolution  de  CD  (lig.  too) 
autour  des  axes  des  x , le  centre  de  gravité  de  la  géné- 
ratrice CD  étant  au  milieu  G de  cette  droite,  l’ordonnée 

V , . AC  -4-  DB 

EG  du  centre  de  gravite  a pour  expression  ^ ; 

AC -4- CB 


donc  iv  X 


est  le'  chemin  décrit  par  le  centre 


de  gravité.  Cette  expression  multipliée  par  la  génératrice 
AC  -4-  CB 

CD,  donne  1% ^ X CD  = 9.»GE  X CD  pour  la 

surface  convexe  du  cône. 

ig8.  Les  deux  théorèmes  précédons  peuvent  être  com- 
pris dans  ce  seul  énoncé  : Le  volume,  ou  la  surfac'e  de  ré- 
volution que  Von  cherche , équivaut  au  produit  de  la  géné- 
ratrice par  le  chemin  que  décrit  le  centre  de  gravité. 

Des  Machines. 


199.  Les  machines  servent  à transmettre  l’action  des 
forces,  en  les  faisant  agir  dans  un  sens  qui  n’est  pas  celui 
de  leur  direction.  La  puissance  est  la  force  qui  est  appli- 
quée à la  machine,  et  la  résistance  est  le  corps  que  cette 
puissance  doit  mettre  en  équilibre. 

I.<es  machines  les  plus  simples  sont  au  nombre  de  sept , 
savoir  : les  cordes  , le  levier  , la  poulie , le  tour , le  plan 
incliné,  la  vis  et  le  coin. 


/• 
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Des  cordes. 

200.  Mous  adopterons  l’hypothèse  que  les  cordes  ré- 
duites à leurs  axes  , aient  une  flexibilité  parfaite  , et  soient 
inextensibles  et  dénuées  de  pesanteur.  Une  corde  sollicitée 

par  deux  forces  P et  Q (fig.  loi)  qui  la  tendent,  ne  peut  Fig.  loi. 
être  considérée  comnae  une  machine,  puisqu’elle  ne  change 
ni  la  direction  de  P ni  celle  Q.  Il  est  facile  de  démontrer 
que  lors<|ue  ces  forces  sont  égales,  la  tension  de  la  corde 
est  mesurée  par  l’une  d’elles*,  car  l’équilibre  subsistant, 
on  peut  regarder  A,  milieu  de  PQ,  comme  un  point 
fixe,  et  eflacer  la  ligne  qui  s’étend  de  A vers  Q;  alors  la 
force  P agissant  seule  sur  A , mesurera  la  tension  de  la 
corde. 

201.  Lorsque  Q surpasse  P,  une  partie  de  Q égale  è P 
est  donc  employée  à tendre  la  corde , et  l’excès  de  Q sur  P 
l’entraînera  dans  le  sens  de  P vers  Q ; donc  la  tension  sera 
mesurée  par  la  plus  petite  des  forces. 

202.  Les  conditions  d’équilibre  qui  existent  entre  trois 
cordes  assujetties  par  un  nœud , sont  les  mêmes  que  celles 
qui  existent  entre  trois  forces  qui  sollicitent  un  point  ma- 
tériel. Il  faut  que  l’une  de  ces  forces  soit  égale  et  directe- 
ment opposée  à la  résultante  des  deux  autres,  ce  qui  en-  , 
traîne  la  condition  qu’elles  soient  dans  un  même  plan  -,  alors 

il  y aura  équilibre  si  l’on  a (fig.  102)  *■  Fig.  t<n. 

-,  fft-  ■ i.  - . ' 

, P 1 Q I R II  sin/)  î sin  O I sin  r. 

^ . i f.  . , ■ ■ ’ ‘ ' 

203.  Cette  proportion  ne  suffit  pas  si  les  cordes  sont 
réunies  par  un  noeud  coulant.  En  effet,  en  regardant  P 

et  R (fig.  i63)  comme  des  points  fixes,  si  la  force  Q,  an  Fig.  io3. 
moyen  d’un  noeud  coulant , tire  la  corde  PCR , le  point  C 
décrira  une  ellipse;  et  comme  le  plan  de  cette  ellipse  n’est 
assujetti  qu’à  passer  par  les  points  P et  R , il  doit  dterire  en 
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' tournant  autour  de  PR,  un  ellipsoïde  qui  aura  pour  grand 
axe  PG  -f-  CR.  Le  point  G sera  toujours  situé  iur  cet 
ellipsoïde,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  sur  l’arc  d’une 
ellipse  mobile  autour  de  PR  : or  ce  point  ne  pouvant  se 
* mouvoir  que  lorsque  la  force  Q a une  composante  suivant 
l’élément  de  l’arc  elliptique,  il  en  résulte  que  si  la  direc- 
' tion  de  Q est  normale  à l’ellipse  , cette  force  sera  détruite 
par  la  résistance  de  la  courbe,  et  le  point  G sera  en  équilibre. 
Cherchons  donc  la  condition  nécessaire  pour  que  la  force 
Q soit  normale  à l’ellipse.  Pour  cela , menons  à la  courbe 
la  tangente  T< , nous  aurons  par  la  propriété  de  l’ellipse  ‘ 
[Théorie  des  Courbes  du  second  ordre ^ page  i66)  , 

TCP  = RC<; 

si  l’on  retranche  ces  angles  des  angles  droits  TCN , ÆN , il 
restera 

PCN  = NCR  ; 

donc  l’angle  PCR  doit  être  partagé  en  deux  parties  égales 
par  la  direction  de  Q,  et  la  proportion  , 

P : R X sin  NCR  l sin  PCN 

devient  alors 

P t R X sin  NCR  l sin  NCR  ; 

' ce  qui  montre  que  les  forces  P et  R sont  égales. 

204.  Une  machine  funiculaire  est  un  système  de  cordes 
qui  se  font  équilibre  à l’aide  de  plusieurs  nœuds. 

Fig.  104.  2o5.  Lorsque  les  forces  P,  R,  S,  T,  etc.  (fig.  io4)  sont 

réunies  par  un  même  nœud,  si  l’on  substitue  aux  forces  P 
et  R leur  résultante  R',  le  système  contiendra  une  force  de 
moins.  En  répétant  un  certain  nombre  de  fois  cette  opéra- 
tion, on  parviendra  toujours  à réduire  le  système  à celui 
de  trois  forces  réunies  par  un  seul  nœud. 

206.  Considérons  maintenant  plusieurs  forces  P,  P',  P*, 
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P",  P”,  etc.  (fig.  io5)  réunies  trois  à trois  par  des  nœuds 
lises  A , B,  C , etc. , on  peut  ramener  l’équilibre  de  ces  forces 
à celui  d’un  système  assujetti  autour  d’un  seul  point;  car 
soit  R la  résultante  des  forces  P et  P';  comme  elle  doit  être 
détruite  par  la  troisième  force  qui  agit  suivant  AB  , il  fau- 
dra que  cette  résultante  se  trouve  sur  le  prolongement  de 
AB  : or  une  force  pouvant  être  appliquée  à tout  point  pris 
sur  sa  direction  , on  aura  la  faculté  de  transporter  R au 
point  B ; alors  on  pourra  décomposer  R en  deux  forces 
égales  et  parallèles  à P et  à P",  et  l’effet  sera  le  même  que 
si  les  forces  P et  P'  eussent  reculé  parallèlement  à ellcs- 
inémcs  pour  s’appliquer  au  point  B.  Transportant  de  la 
meme  manièi'O  les  forces  P,  P',  P"  qui  sont  censées  ap- 
pliquées en  B au  point  C,  toutes  les  forces  pourront  être 
considérées  comme  appliquées  à ce  point.  Les  conditions 
de  leur  équilibre  seront  donc 

> P cos  « = O et  ïP  cos  C = O. 

Pour  avoir  le  rapport  de  tensions  extrêmes  P et  P", 
soient  t et  i les  tensions  exercées  suivant  AB  et  BC , et 
nommons 

n l’angle  P AP',  «'  l’angle  ABP* , a"  l’angle  BCP", 

A l’angle  P' AB,  A'  l’angle  P'BC,  A*  l’angle  P*CP", 

nous  aurons,  art.  55, 

P : < X sin  A ; sin  O , 

t \ i \\  siu  b'  C sin  a', 

/'  tP'”;;  sin  h"  \ sin  a\ 

multipliant  ces  proportions  par  ordre,  et  supprimant  les 
termes  communs  , on  obtiendra  , 

P : P"  sin  A sin  A'  sin  A"  ; sin  o sin  à sin  a ; 

on  pourrait  de  même  trouver  le  rapport  de  deux  autres 
forces. 

EUm.  de  Mécanique.  8 


Fig.  io5. 
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10'}.  Si  les  forces  P',  P',  P",  elc. , sont  parallèles,  on 
a dans  ce  cas , 

b a = If  b'  •4*  (I  = 2 ; 

et  comme  les  angles  supplémeus  l’un  de  l’autre  ont  les 
mêmes  sinus,  il  faut  que  l’on  ait 

siu  b = sin  a,  siu  b’  ~ sin  a", 
et  la  proportion  précédente  se  réduit  à 

P I P'”  Il  sin  b“  ; sin  a. 

Plg.  io6.  Lorsque  F,  P*  et  P* sont  des  poids  ( fig.  io6  ),  les  forces 
sont  dans  un  même  plan  Tertieal  ; car  la  droite  AF  étant 
verticale , le  plan  des  forces  P,  F et  t est  vertical.  De  même 
le  plan  des  forces  t,  P*  et  / sera  vertical  : or  r ne  peut  être  à 
la  fois  dans  deux  plans  verticaux  sans  que  ces  plans  ne  se 
confondent. 

208.  Les  forces  extrêmes  P et  P'”  devant  contre-balanccr' 
la  résultante  de  toutes  les  autres  , il  faudra  que  cette  ré- 
sultante soit  directement  opposée  à celle  de  P et  de  P”,  et 
par  conséquent  passe  par  le  point  de  concours  G de  ces 
deux  forces.  Ayant  ainsi  déterminé  un  point  de  la  ré- 
aultaiite  de  toutes  les  forces  du  système , comme  cette  ré- 
sultante dwt  être  verticale,  puisqu’elle  est  parallèle  aux 
forces  F,  F,  P*,  il  suffira,  pour  en  déterminer  la  direc- 
tion, de  mener  par  le  point  G la  verticale  GH. 

209.  Une  corde  pesante  pouvant  être  considérée  comme 
un  polygone  funiculaire  chargé  d’une  infinité  de  petits  poids, 
il  résulte  de  ce  qui  précède  que  si  l’on  veut  avoir  égard  au 

l'ig.  107.  poids  de  la  corde,  il  faut  mener  (fig.  107)  les  deux  tan- 
gentes PG  et  QG , et  appliquer  en  G un  poids  égal  à celui 
de  la  corde;  alors  en  représentant  par  G le  poids  de  cette 
corde , nous  aurons 

P ; Q : G X sin  IGQ  : sin  LGP  ; sin  PGQ. 
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DIS  MACIItN'E.1. 


De  la  Chaînette, 


1 15 


)lo.  La  chatnelle  est  la  coarbe  formée  par  nne  cordc  parfaitement 
llcxibJe  qai , snapcodoe  à deux  poinu  fixes  A et  B (flg.  io8),  est  aban- 
donnée  oniiéremeDt  k l'actioD  <le  la  pesantenr.  Noos  supposerons  celte 
corde  oniformémenl  pesante,  surchargée  d’nne  inGnilé  de  poids,  et  ifoos' 
reconnaîtrons,  comme  dans  l'art.  907,  qu’elle  doit  être  comprise  dans 
on  plan  reriical.  Cela  posé,  plaçons  l'oiigine  des  eoordonnées  en  A , et 
prenons  pour  axe  des  ar  la  ligne  horizontale  AC,  renfermée  dans  le  plan 
de  la  courbe.  Alors , si  AP  = a:  est  l'abscisse  d’un  point  quelconque  M, 
l’ordonnée  J' de  ce  point  sera  la  seriicale  PM.  Par  le  même  point  M,  et 
par  l’origine  A,  menons  ensuite  les  denx  tangentes  AH,  HM,  qui  se 
rencontrent  en  H;  et  enUn,  par  le  poini  H,  élerons  la  rerticale  UL.  Nous 
BTons  déjh  TU,  art.  90g,  que  si  nous  supposons  que  le  poids  de  la  corde 
soit  appliqué  an  point  H,  on  doit  aroirla  proportion 

tension  en  Al  poids  de  la  portion  de  corde  AM  ^ t sin  LUM  1 sin  AHM...  (lo3}t 

nommons  s l’arc  AM,  A la  tension  en  A,  laquelle  agit  suivant  la  tan- 
gente AH,  et  désignons  par  a l’angle  que  cette  tangente  fait  avec  llio- 
rizontale  AC.  Ces  denx  quantités  A et  a sont  des  constantes  que  nous  ap. 
prendrons  bientôt  à déterminer. 

Pour  le  moment,  il  nons  suffit  de  remarqner  que  la  tension  A étant  de 
même  nature  que  le  second  terme  de  notre  proportion,  doit  être  ex- 
primée par  un  poids,  autrement  il  n’y  aurait  pas  homogénéité  entre  les 
deux  derniers  termes  de  notre  proportion.  Or,  si  nous  représentons  par 
P l’onité  de  poids,  la  tension  A sera  de  la  forme  op,  et  le  poids  de  la 
corde  AM  aura  pour  expression  spj  par  consé<|uent,  les  deux  premiers 
termes  de  notre  proportion  seront  remplacés  par  ce  rapport  ap',sp,  ou 
plotAt  par  O ; s , en  supprimant  le  facteur  commun  j alots  elle  de- 
viendra 

<1  : i sin  LHM  1 sin  AHM. . . (ro4). 

ait.  Déterminons  maintenant  1rs  expressions  analytiques  des  sinns 
qui  entrent  dans  cette  proportion.  Pour  cela,  remarquons  d’abord  que 
le  triangle  élémentaire  mMn  formé  par  nne  parallèle  à l'axe  des  x,  pou- 
vant être  regardé  comme  rectiligne , on  a 

mM  tin  ntMn  — mn,  mM  cot  mMn  = Mn  , 

ou,  en  divisant  par  niM, 

^ mn  Mo 

tin  mMn  = —.5 , coi  mMn  = -- u ; 

mM  mM 
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rcmpbçaiu  les  lignes  eleincntiiies  par  leurs  valeurs  aiiulj  ilijiirs,  ces  i(jn.ia 
lions  (Icvicnnent 

».  * ..  r^>‘  - . 

siii  mM/i  = T-,  C05  mM;i  = -ï- . . . fio5'- 
as  ds  ' 

Or  l'angle  mMn  étant  comprit  entre  l'e'lemcnt  «le  l.i  courbe  et  la  verticale 
MP,  comme  cet  ^l^ment  se  confond  avec  la  tangente  MK,  il  en  rrtsulii- 
f]ue  la  mdme  ungente  fera  avec  HL  parallèle  & MP,  nn  angle  LHK  qui 
sera  égal  mMn  { mettant  donc  cet  angle  & la  place  de  l'antre,  dans  In 
c'qnaiiont  (io5),  on  aura 


sinLHK=^-,  cosLHK  = ÿ.. 

as  dt 


(loG). 


La  première  de  ces  crjnations  revient  b 


tin  LHM*:^.. 

ds 


(«07)5 

t ar  les  angles  LHK  et  LHM  ^(ant  sapplcmens  l'on  de  l’antre  , on  a 
sinLHM=:smLHK. 

D’un  antre  côte,  les  angles  AHM  et  AHK  étant  aussi  suppicinens  l'iiis 
de  l’an  tre , on  a encore 

sin  AHM  = sin  AHK  ■=:  sin  (LHK  — LHA) , 
ou  plutôt,  d'après  la  furmnlc  connue  de  Trigonométrie, 

tin  AHM  = tin  LHK  cos  LHA  — sin  LHA  cos  LHK  ; 
éliminant  sin  LHK  et  cos  LHK  è l’aide  des  équations  (loG) , tm  aura 

tin  AHM  = ~ cos  LHA  - sin  LH  A . . . (108). 
ds  ds 

A l'égard  dn  sinns  et  du  cosinus  de  l'angle  LHA,  le  triangle  ALH , qui 
est  rectangle  en  L,  nous  montre  que  l'angle  LHA  est  complément  de 
l'angle  HAL,  et  que  par  conséquent  le  sinus  de  l’un  de  rx's  angles  est  la 
cosinus  de  l’antre.  Ayant  désigné  H.\L  par  a,  noos  aurons  donc 
cot  LHA  = sin  a , et  sin  LHA  = cos  a. 
ata  Sidjttiinant  ces  valenrt  dans  l'éqoation  (108),  clic  devicndr.r  . 


sin  AHM  = ^ sin  a — ÿ cot  a. . 
ds  ds 


('"Or 


Enfin  les  lâjiiatinns  (10-)  et  (109).  convertiront  la  proportion  (lo'j),  ci» 

djT  d.r  . tîy 

41  I s II  — I -r  s n «*  •“  -r  cos  *• 
dj  as  ds 

ün  lire  ctUc  proporlir>n 
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DES  MA^1I1^US.  I I 7 

• ■ \ 

J = » tin  at  — « -,  COS  (t . . (1 1 0)  ; 
dx 

«t  comme  nous  aenns  Crois  rariablrs,  nous  en  éliminerons  nne,  en  lubs- 
litiianc  cette  râleur  de  s dans  ta  formule 

ds  = \/dx‘  -t-djr‘. 

P'inr  cela,  nous  diSerentierons  l’éqnaiion  (un),  rc  qui  nousdonncia 


di  =z  — a cos 


' dx  ’ 


roniparanl  cçs  valeurs  de  ds  et  divisant  par  dx , on  obtipndra 


v/.+g=-v~.£r. 

cDkuiie  par  le  radical , il  viendra 


I = — a cos  « 


!tZ 

fLr* 


Si  l’on  multiplie  les  denx  membres  de  celle  équation  par  d/r,  ponr  que 
le  numéraieur  de  la  fraction  puisse  devenir  la  différentielle  de  la  quan- 
tité qui  est  sous  le  radical,  nous  obtiendrons 


djr  s— a cosn. 


^ dx‘ 


dr' 

dx' 


par  conséquent,  en  intégrant  {Elément  de  Calcul  intégral,  page  i8aj , 
nous  trouverons 

l-l  ,n  — 

. / , dx' 

; r = — «<»•«  Y « + 2J;+ «• 

(iette  équation  e'tant  multipliée  par  dx,  ttons  donne 

(s  — je)  dx  = « cos  • l/<£e»-+-djr>. 

Elevant  les  denx  membres  an  cane,  rassemblant  les  termes  en  dx',  et  ti- 
lautde  nouveau  la  racine  carrée,  on  obtient 

dy  “ V^(c  — r)»  — a*cos*«  , , ' ■ 

7-=  -e-i (llO- 

ax  a cos  • 

ai3.  Pour  determiner  la  constante,  remarquons  qu’au  point  A, 

dje 

x = o,  j.-  = o,  et  ^ = unge; 
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CVS  ücinicrcs  vdiuurs  rùluiscnt  l'cijualiim  (■  1 1) 

l/c*  — a*  cns*  at 
lang  a = " i ■■  I , 

a cos  • 

d'oîi  l’on  tire 


a lang  a cos  « œ \/ c'  — a'  co^>  a ; 

mais 

Uug  a eos  « s siu  « J 
rlonc  en  devant  an  carre,  on  a 


n*sin*«  = c*  — a*cos*a, 

et  par  conséquent 

c*  =a*  (sin*  «+  cos*  «); 

et,  comme  la  quantité  renfermée  entre  les  parenthèses  est  ^ale  k l'anité, 
l’éqnation  précédente  se  réduit  h c*  b a*.  K’ajant  anenn  égard  aox  signes 
parce  que  nous  n’aTons  employé  a,  dans  la  proportion  io4  > qne  d’nue  ma- 
nière absolue , nous  subetituerons  a , 1 la  place  de  e,  dansl'équaiionli  1 1}, 
et  nous  aurons  cnCn , pour  l'équation  différentielle  de  la  cbalnelle, 

dr  ^ Ÿ{a-r)'-a'^a  . , . 

ax  a cos  <t  ' 


0i4'  Cette  équation  différentielle  nous  conduit  facilement  1 reconnaître 
que  la  chaînette  est  une  courbe  rectifiablej  car  si,  par  son  moyen,  on 
tlY 

élimine  la  valenr  de  ^ de  l'équation  (iio),  on  troave 


s = a sin  n — V/(a  — y','  — a*  cos’  «...  (i  i3) , 

«quation  qui , pour  une  valeur  ilonnée  de  y,  fera  connaître  celte  de  l’arc 
s , lorsque  noos  aurons  déisemiaé  a et  a. 

ai  5.  Occnpon.s-nons  maintenant  de  l’intégration  de  l’équation  de  la 
chaînette.  Pour  parvenir  b ce  but,  commençons  d’abord  à la  sinipliGcr 
eu  faisant 

O— y = s,  acos«=:i...  (li4)i 

on  aura  donc 

dy  = — dj\ 

substituant  cet  valeurs  dans  l'équation  (iia)  de  la  chaînette,  on  ohv 
tiendra 


On  parviendra  h intégrer  cette  équation  en  employant  le  procédé  suivaui 
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(ICltmmt  de  Calcul  intégral,  page  ai8)  : on  fera 
V^E*  — 6*  = e — «...  (ii6)| 
clevaol  au  carre  et  rctluiuDI , on  obtiendra 

aa<  =&• 

Celte  équation  étant  différentiéc  cl  diviiéc  cniuite  par  a,  noua  donne 
tdt  4-  tdz  = tdl  j 

(Poil  Pun  lire 

de  dt 

ë^t  T" 


Or,  en  Terlu  de  Pé<|uation  {ii6),  e^l  n’élant  autre  chuac  que  le 
ladical , ce  dernier  rcaullal  convertit  Pcqualiou  (i  |5J  en 

Mt 

“ = . ' 

Ci  donne , en  intégrant , 

i = 6k>g*  + e; 

inetlant,  au  mofen  deTéqualiou  (ii6l,  la  valenr  de  t en  z,  on  obtient 

_____  ) 
ar=tfclog(E— V^s*  — 6*)4-e; 

remplaçant  enaoile  & et  s par  lenra  Taienrs  ticéea  dea  équations  (i  >4)  > <>>*< 
a enfin 

X = n coa  a log  [(o  —jr)  — V'(“  — •]  -he.  ■ . (i  17). 

ai6.  Pour  déterminer  la  conatante  e,  rcmarquona  qn'an  point  A Pby- 
jiolbiae  de  X =:  O et  de  y es  o , noua  fait  déduire  de  Pcqnaiion  (i  17) 


c = — ai  cos  « log  [a  (1  — \/i  — coa*  a)]  ; 

au  moyen  de  cette  valenr  de  e,  l’équation  (117)  devient 

x=<ieoM^Iog[(a — jr) — t^(a—j')‘ — n*eos*«] — logn(l — i — coa*«)}  ; 

ou , par  la  propriété  dn  logarithme  qui  permet  de  remplacer  are  diffé- 
rence par  un  quotient. 


Telle  est  l'équation  de  la  chaînette. 

317.  Mont  venons  de  reconn.tître  dans  Ira  conatantea  c et  e dea  fonc- 
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STATIQUE 

lioiii  <lcs  quanlilc»  ad»-,  luaii  jus<ju'h  prctciit  cet  quanti  tek  ne  kont  en- 
core rcprcsenices  que  par  des  signet  genc'iaiix.  i’our  iea  ilclcrmiucr,  il  faut 
que  l'on  Dont  donne  les  coordonuért  du  second  point  de  tutpension  : 
soient  donc  AD  = x',  et  DB  =jr"  cet  coordonnées , et  / la  longueur  du 
la  corde  AMB  ; en  substituant  cet  valeurs  dans  lit  équations  ( ii3)  et 
(ii8),  nous  obtiendrons 


/ = a sin  « — — a*  eus*  a , 


, I r("  — — n*ci.s*«"| 

t'  = a cos  X log  ; ■ . 

L n (i  — I — cok*  a)  .1 


3|8.  Cet  équations  et  celle-ci, 

cos*  « -t-  sin*  a = O, 


(b  termineront  les  quantités  a , sin  a et  eut  a , en  fouctiuu  de  x'  et  de  '■ 
Mais  il  te  présente  encore  une  difficulté  ; c'est  de  savoir  comment  on  doit 
être  dirigé  dans  le  choix  des  signes  qui  conviennent  anz  cosinus,  et 
même  dans  celai  des  radicaux  qne  nous  n’avons  jamais  affectés  du  doubla 
signe.  Pour  cela,  nuus  allunt  cbcrulier,  par  la  nictbode  des  niaxima,  les 
coordonnées  du  point  auquel  appartient  la  plus  grande  ordonnée.  Oi , 
en  opérant  comme  U est  prescrit  dans  mes  ÉUmens  de  Calcul  diffé- 
rentiel, page  63,  on  doit  égaler  b zéro  la  valeur  de  ce  qui  ré- 
duira l’équation  (lia)  b 


Via  — y)*  — fl*  CO**  X 

' ■ ■■  ■■  ■ — U J 

A CO*  A 

et  par  eouséqueut  donnera 

a — y=:acosa...  (119). 

Pour  s’assurer  maiutcnant  que  cette  ordonnée  appartieut  h un  maximum 
plutôt  qu’b  un  minimum,  nous  chercherons,  suivant  la  règle  usitée,  si 

est  négatif  ou  positif;  et,  comme  la  valeur  de  ~ que  nous  donne 

l'cquatiun  (1  ta)  est  affectée  d’un  radical,  nous  nous  en  débarrasserons  cts 
élevant  cette  équation  au  carré,  ce  qni  nous  donnera 

dy  (a — y)’ — If*  cos*  « 

dx  ’ ~ a*  cos’ a ’ 


différeutiant , et  divisant  ensnite  par  xdy,  on  trouve 
d'y  _ _ (a  — y) 

J.\  ’ a'  cos’  X ’ 
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raclUnt  dai»  cette  cquatiuB  la  Taleui  de  a — y,  que  riquaiioii  (iig)  dé- 
termine pour  notre  liypolhiic,  notu  obtiendronk 

d'Y • 

dx'  a eut  A 

3ig.  Cette  équation  prescrit  pour  condition  du  maximum,  que  a et 
eus  A soient  de  mêmes  signes;  or,  ces  signes  doivent  être  positifs,  car, 
s’ils  étaient  négatifs,  la  valeur  de  y déterminée  par  l’équation  (i  ig)  se- 
rait négative,  ce  qui  est  inadmiuible  dans  l’hypothèse  actuelle  desy  posi- 
tifs, situés  au-dessous  de  Taxe  horizontal  AC.  L’équation  (iig)  nous 
montre  encore  que  la  valeur  de  y,  qui  appartient  k un  maximum,  doit 
être  moindre  que  a , et  qu’h  plus  forte  raison , il  en  est  de  même  de  toute 
autre  valeur  dey.  Représentons  par  EF  ( hg.  io8)  l’ordonnée  du  maxi-  Fig.  inS. 
mum,  on  voit  que  depuis  sr  = o jusqn’lt  z = AË,  y augmentant,  l’arc 
augmente  aussi.  Or,  l’équation  (ii3)  nous  prouve  que  cet  accroissement 
dey  ne  peut  nécessiter  celui  de  l’arc,  à moins  que  le  radical,  comme 
cela  a lien  dans  la  formule  (i  i3) , ne  soit  affecté  du  signe  négatif.  En  ef- 
fet, en  jetant  les  yeux  sur  cette  formule,  on  voit  que  plus  y augmente 
plus  a —y  est  petit , et  pins  par  concé(|aent  le  radical  exprime  nne  pe- 
tite quantité,  mais  plus  le  radical  est  petit,  moins  il  diminue  la  partie 
(lositive  a sin  A,  et  plus  alors  l’arc  devient  grand;  l'équation  (li3)  s’ac- 
corde donc  parfaitement  avec  l’bypolhèse  d'na  arc  s dans  lequel  y n’a 
pas  encore  atteint  à son  maximum.  Mais,  depuis  x = AE  jnsqn’h 
X = AD,  l’arc  s doit  augmenter  quand  y diminue , ce  qui  ne  peut  être 
que  lorsque  cette  valeur  décroissante  dey  fait  augmcntcrle  radical;  donc 
le  radical  doi  l être  positif  depuis  z =AE  jnsqu’è  z=iAD,  et  par  con- 
séqneul  changer  de  signe  dans  la  formule  (ii3). 

Du  Ltvitr. 

220.  Le  levier  est  une  pièce  pblougue  de  bois  ou  de  mé- 
tal qui  se  meut  autour  d’un  point  fixe  qu’on  appelle  le  point 
d'appui.  Pour  plus  de  simplicité,  nous  regarderons  le  levier 
comme  sans  épaisseur  ; alors  il  pourra  être  représenté  par 
une  ligne  droite  on  courlie.  Soit  donc  un  levier  AB  (fig.  109)  Fjg.  log. 
qui  est  sollicité  par  deux  forces  P et  P';  ces  forces  ne 
peuvent  être  détruites  par  un  point  fixe  C,  à moins  qu’elles 
ne  soient  dans  le  même  plan  avec  le  point  C.  Lorsque  cela 
aura  lieu,  il  suOira,  pour  qu’il  y ait  équilibre,  que  la  somme 
des  momens  par  rapport  à C,  soit  égale  à léro. 
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STATIQUE. 

.231.  Si  le  levier  était  dans  le  cas  de  glisser  sur  son  point 
d’appui,  pour  que  l’équilibre  fût  possible,  il  faudrait  en 
oiitre  que  la  résultante  de  la  charge  du  point  d’appui  fût 
perpendiculaire  à la  surface  du  levier  en  C. 

Fig  m.  333.  Lorsque  le  levier  est  en  ligne  droite  ( fig.  1 1 1 ) et 
que  les  forces  sont  parallèles,  en  nommant  p et p'  les  par- 
ties AC  et  BC , la  théorie  des  forces  parallèles  nous  donne , 
art.  73 , 

P : F ::  p'  ;p; 

ce  qui  nous  montre  que  pour  qu'il  j ait  équilibre,  les  forces 
doivent  être  en  raison  inverse  des  bras  de  levier. 

aa3.  Si  le  levier  est  courbe  et  que  l'on  mène  une  droite 
Fig.  110.  ED  (fig.  iio)  par  le  point  C,  on  peut  concevoir  ces  forces 
appliquées  aux  points  £ et  D qui  sont  sur  leurs  directions; 
alors  on  a 

P : P'  ::  CD  ; ce. 

224.  On  distingue  des  leviers  de  trois  genres.  Dans  le 
Fig- • n ■ levier  du  premier  genre , le  point  d’appui  C ( fig.  111) 
est  entre  la  puissance  et  la  résistance  ; dans  le  levier  du 
Fig. lis.  second  genre,  la  résistance  R (fig.  112)  est  entre  la  puis- 
sance P et  le  point  d’appui  C;  dans  le  levier  du  troisième 
Fig. ii3.  genre,  la  puissance  (fig.  1 13)  est  entre  la  résistance  et  le  • 
point  d’appui. 

Les  balances,  les  romaines  sont  des  leviers  du  premier 
genre , les  liarrcs  de  fer  employées  à soulever  les  fardeaux  , 
soot  des  leviers  du  second  genre;  les  marches  de  certains 
' rouets , celles  des  métiers  de  tisserand  sont  des  leviers  du 
Iroisicrac  genre. 

325.  On  peut  avoir  égard  au  poids  du  levier  en  le  con- 
sidérant comme  une  force  S appliquée  au  centre  de  gra- 
fip.  114.  vité.  Par  exemple,  soient  P et  P'  (fig.  1 14)  deux  poids  sus- 
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pendus  aux  extrémités  du  levier  AB  , et  G ton  centre  de 
gravité;  on  aura,  en  vertu  de  l’équation  des  niomens, 

F X CB  + S X CG  = P X AC. 

Cette  équation  détermine  P ou  P';  et  la  charge  du  point 
d’appui  sera 

P + F + S. 

Si  la  puissance  F était  dirigée  en  sens  contraire  de  la 
résistance,  il  faudrait  avoir  égard  aux  sens  dans  lesquels 
les  forces  tendent  h faire  tourner  le  levier , et  l’équation 
des  momcns  serait  (fig.  ii5)  Fig.iiS- 

CAXP  + CGxS  = CBxF...  (i2o), 

et  l’on  aurait  pour  la  charge  du  point  d’appui  {note  huitième) , 

p^_S  — F. 

aa6.  Supposons  que  le  levier  CB  (fig.  1 15  ) soit  homo-  Fig.  ii5. 
gène  et  partout  de  même  épaisseur;  représentons  par  mlc 
poids  d’une  portion  de  ce  levier  qui  ait  un  centimètre  de 
longueur.  Celle  du  levier  étant  *,  son  poids  S sera  mx , et 
devra  être  considéré  comme  concentré  au  milieu  G du 
levier;  de  sorte  qu’en  nommant  CA,  a,  l’équation  (120) 
deviendra 

oP  + ï * X mx  = Fx. 

On  tire  de  cette  équation 

P' ^ + s . . («ai). 

Ainsi  ayant  pris  arbitrairement  x,  cette  formule  donnera 
la  valeur  de  P';  mais  si  l’on  demande  quelle  est  parmi 
toutes  ces  valeurs  de  x,  celle  qui  doit  avoir  lieu  pour 
que  la  puissance  P'  soit  ou»ai  petite  qu’il  est  possible , il 
faudra  regarder  P'  coniiiic  une  fonction  de  x , et,  sui- 
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Tant  la  méthode  des  tnaxima  et  minima , égaler  à zéro’ 
la  valeur  de  ce  qui  donnera 


dx 


«P_i_  t 

:__+.m  = o; 


d’où  l’on  lire 


X 


2aP 

m 


En  substituant  cette  valeur  dans  l’équation  (120) , on  ob- 
tient 


F = 


+ im 


réduisant  le  second  membre  au  même  dénominateur,  il 
vient 


P'  = 


2aP 


v/— 

V m / 


= V^aaP/». 


De  la  Poulie  et  des  Moufles. 


337.  Une  poulie  est  une  roue  dont  la  circonférence,  qur 
est  creuse , se  trouve  en  partie  enveloppée  d’une  corde;  cette 
corde,  par  son  mouvement,  fait  tourner  la  poulie  autour 
d’un  axe  qui  passe  par  son  centre , et  qui  est  supporté  par 
Fig.  iiG.  une  barre  de  fer  recourbée  OB  (fig.  1 16) , à laquelle  on  » 
donné  le  nom  de  chape. 

On  distingue  deux  sortes  de  poulies,  la  poulie  fixe  et  la 
poulie  mobile.  La  poulie  fixe  est  celle  dans  laquelle  la  chape 
Fig.  116.  OB  (fig.  116)  est  retenue  par  un  point  fixe,  et  la  poulie 
Fig.  317.  mobile  est  celle  dans  laquelle  la  résistance  R (fig  117)' 
est  attachée  à la  chape. 
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228.  Dans  la  poulie  fixe  (fig.  1 16),  la  puissance  P et  la  Fi;;.  iiG. 
rêsistaDcc  Q ne  peuvent  se  faire  équilibre  que  lorsqu’elles 
sont  égales;  car  si  ces  forces  dificraient  d’intensité,  la  plus 
grande  entraînerait  l’autre.  ' 

Pour  le  démontrer  analytiquement,  prolongeons  jusqu’en 
£ les  directions  de  P et  de  Q qui  a'gissent  tangentiellcment , 
ce  point  £ appartiendra  à la  résultante  des  forces  P et  Q ; 
mais  cette  résultante  devant  être  détruite  par  le  centre  O 
de  la  poulie,  doit  passer  par  ce  point  : or,  à cause  des 
triangles  égaux  £PO,  EQO,  l’angle  PEQ  est  partagé  en 
deux  parties  égales  par  la  résultante;  d’où  il  suit  que  l’in- 
tensité de  P est  la  même  que  celle  de  Q. 

. 229.  Prenons  maintenant  les  parties  égales  et  £/i,  et 

construisons  le  parallélogramme  Eg/7t  ; les  forces  P et  Q se- 
ront représentées  par  les  droites  E^et  EA,  et  la  résultante 
de  CCS  forces  le  sera  par  la  diagonale  £/*;  de  sorte  que  nous 
• aurons 

: £4  : F/ ::  P : Q : R ; 

et  comme  les  triangles  Eg/j  POQ  sont  semblables , parce 
qu’ils  ont  leurs  côtés  perpendiculaires,  on  peut  établir  la 
proportion 

: £A  : E/  ::  PO  : OQ  : pq; 

donc 

PO  : OQ  : PQ  ::  P : Q : R ; 

d’où  l’on  peut  conclure  que  dans  la  poulie  fixe,  l’une  des 
forces  est  à la  résultante  comme  le  rayon  de  la  poulie  est  à 
la  soutendante  de  l’arc  embrassé  par  la  corde. 

On  a démontré  que  les  forces  P et  Q étaient  égales;  il 
suit  de  là  que  la  poulie  fixe  n’a  d’autre  effet  que  de  chan- 
ger la  direction  d’une  force  sans  augmenter  ni  diminuer 
son  intensité. 

a3o.  Gmsidérons  ra.iiiitcnaiit  la  poulie  mobile.  Soit  une 
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Fig  117.  cordc  QABP  (fig.  117)  qui  étant  attachée  an  point  fixe  Q, 
embrasse  l’arc  AB  de  la  poulie,  et  qui , lorsqu’elle  est  solli- 
citée par  la  puissdnee  P,  fait  monter  la  résistance  R. 

G tendant  à entraîner  Q,  réciproquement  Q agit  sur  C. 
Si  l’on  considère  donc  Q cmnme  une  force  qui  sollicite  le 
point  C,  on  cherchera  les  conditions  d’équilibre  entre 
P,  Q et  R ; ces  conditions  sont  les  mêmes  que  celles  que 
nous  arons  établies  pour  la  poulie  fixe,  si  ce  n’est  que  la 
résistance,  au  lieu  d’étre  Q,  est  ici  R.  Ainsi  le  rapport  de 
la  puissance  è la  résistance  nous  sera  donné  par  la  pro- 
portion 

P t R " rayon  I soutendante  de  Parc  AB. 

La  paissance  étant  moindre  que  la  résistance,  la  poulie 
mobile  est  avantageuse  è la  puissance. 

Si  les  cordons  deviennent  parallèles,  la  proportion  pré- 
céde'nte  devient 

P ; R ; rayon  î diamètre  ; ; i î 2 ; 

dans  ce  cas , la  puissance  est  la  moitié  de  la  résistance. 

Si  la  soutendante  est  égale  au  rajron,  la  paissance  est 
égale  à la  résistance  ; par  conséquent  lorsque  la  soutendante 
est  plus  petite  que  le  rayon,  la  poulie  mobile  derient  désa- 
vantageuse. 

23 1.  Par  la  combinaison  de  plusieurs  poulies,  on  peut 
soulever  des  poids  énormes  avec  une  très  petite  paissance , 
comme  on  peut  le  voir , en  disposant  les  poulies  de  la  ma- 
nière suivante. 

Fig.  iiS.  Le  poids  R (fig.  118)  étant  suspendu  è la  chape  de  ta 
poulie  ABD,  cette  poulie  sera  embrassée  par  une  corde 
d’une  part  attachée  au  point  fixe  K,  et  de  l’autre  è la  chape 
de  la  poulie  A'B'iy.  Cette  seconde  poulie  sera  également 
supportée  par  une  corde,  d’une  part  attachée  en  K',  et 
de  l’autre  à la  chape  de  la  poulie  A"B*D'’;  ainsi  de  suite 
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jusqu’à  la  dcraiàre  poulie  qui  sera  embrassée  par  une  corde 
attachée  d’un  côté  à un  point  fixe,  et  de  l’antre  à la  puis- 
sance P. 

Si  l’équilibre  subsiste  entre  ces  poulies,  et  qu'on  appelle 
T,  T',  T",  etc.,  les  tensions  des  cordons  A£,  A'£',  etc. , un 
aura,  en  ne  supposant  que  trois  poulies,  ^ 

R : T ::  ab  : ac, 

T : T';:  A'B’:  ac*, 

T : P r:  a'B»  : a*C'. 

Ces  proportions  multipliées  par  ordre  donnent 

R : P ::  AB  X a'B' x a'b*  : ac  x a'c  x a*c*; 

ce  qui  nous  apprend  que  la  puissance  est  à la  résistance  R 
comme  le  produit  des  rayons  des  poulies  est  à celui  de  leurs 
soutendantes.  Si  les  cordons  sont  parallèles , les  sontendantes 
de?iennent  des  diamètres,  et  l’on  a 

R : P ::  2*  : I , 

et  en  général  pour  n poulies, 

R :p  ::  2* : I. 

23a.  Cette  disposition  est  peu  employée , parce  qu’elle 
demande  un  trop  grand  emplacement.  En  effet , lorsque  le 
centre  de  la  poulie  BOC  (fig.  119)  s’élève  d’un  nombre  /iFiB.M> 
de  pieds,  BC  vient  en  bc , et  la  corde  DCBX  s’accourcit  de 
Cc-f-Bô;  c’est 4-dire  de  2/1  de  pieds;  par  conséquent  la 
poulie  E doit  s’élever  d’autant  au-dessus  de  X : or  par  un 
même  raisonnement,  on  démontrera  que  quand  la  poulie 
E s’élève  de  2A  de  pieds , la  troisième  poulie  doit  s’élever 
de  4^i  et  ainsi  de  suite.  De  sorte  qu’avec  un  nombre  n 
de  poulies,  la  puissance  doit  s’élever  «le  2"~‘A;  car  la  puis- 
sance tient  la  place  d’une  poulie  : on  perd  donc  en  cs|>ace 
ce  qu’on  g.vgnc  en  puissance. 


Digitized  by  Googlt 


17.8  STATIQUE. 

A.  l’égard  des  pre.ssion.s  que  supportent  les  points  D,  I)'. 
D*,  etc. , appelons-Ics  Q,  Q',  Q”,  etc.,  et  nommons  S et  X 
les  tensions  des  cordons  SA  et  XB,  cl  supposons  que  les 
rayons  des  poulies  soient  égaux , nous  aurons 

P = Q,  S = Q',  X = Q'; 

substituant  ces  valeurs  dans  les  proportions 

P : S ::  1:2, 
s : X ::  1 : 2 , 

on  obtient 

q'  = 2P,  Q'  = 4P;  • 

la  pression  totale  sera  donc  exprimée  par 
P + 2P  + 4P=7P; 

233.  Le  moufle  est  une  machine  composée  de  plusieurs 
poulies  disposées  sur  une  même  chape. 

Pour  trouver  le  rapport  de  la  puissance  P à la  résistance 
Fi;'  lin.  R dans  le  moufle  de  la  figure  120,  nous  observerons  que 
les  cordons  sont  tous  également  tendus  ; la  somme  de  ces 
tensions  fait  équilibre  à la  résistance  R , qui  peut  être 
considérée  comme  entraînée  par  six  forces  parallèles  égales  ; 
la  tension  de  Q est  donc  mesurée  par  l’une  de  ces  forces , et 
par  conséquent  est  la  sixième  partie  de  la  résistance. 

Du  Tour  ou  Treuil. 

2.34.  Le  tour  est  un  cylindre  qui  sert  d’essieu  à une  roue. 
A la  circonférence  de  celte  roue  est  attachée  une  corde  qui, 
en  se  déroulant , lui  imprime  un  mouvement  de  rotation 
dont  refiet  sc  communique  au  cylindre;  alors  une  seconde 
corde  s’enveloppe  autour  de  ce  cylindre , et  fait  monter  la 
résistance  dont  elle  est  chargée.  Deux  pivots  cylindriques 
Fig.  III.  A et  B ( fig.  121  ) sc  trouvent  aux  extrémités  A et  B du 
cylindre  ; ces  pivots  se  ^nomment  tourillons.  Qnnme  ils 
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sont  de  moindres  diamètres  que  le  cylindre,  ils  serrent  à 
le  faire  tourner  arec  plus  de  facilité  sur  ses  appuis. 


235.  Nous  allons  d’abord  chercher  le  rapport  de  la 
puissance  à la  résistance  dans  cette  machine.  Pour  cela, 
plaçons  l’axe  AB  du  cylindre  dans  une  position  horizon- 
tale; nous  pourrons  supposer  qu’un  plan  Iiorisontal  mené 
par  cet  axe  coupe  le  cylindre,  et , en  se  prolongeant  indé- 
finiment , ricnne  rencontrer  au  point  F la  direction  de 
la  puissance. 

Représentons  cette  puissance  P par  la  partie  FP  de  sa 
direction  , et  décomposons  P en  deux  forces  FL  = P'  et 
FK.  = P*,  l’une  horizontale  et  l’autre  verticale. 

Cela  posé,  lorsque  P fait  mouvoir  la  roue,  la  compo- 
sante P'  qui  est  verticale,  descend  , et  le  poids  R monte, 
t.indis  que  le  point  M reste  immobile,  parce  qu’il  est  sur 
l’axe  du  cylindre.  On  peut  donc  regarder  M comme  le  point 
d’appui  d’un  levier  IIF,  auquel  seraient  appliquées  les 
forces  11  et  P*  ; par  conséquent  on  aura , en  vertu  de 
l’équilibre  du  levier, 

P*  : R ::  Mil  : mf. 


D’une  autre  part , le  plan  de  la  roue  et  la  section  OEH 
étant  perpendiculaires  à l’axe  du  cylindre  , les  triangles 
HIM , MCF  sont  rectangles,  l’un  en  I et  l’autre  en  C,  et 
donnent  1 . 


MH  : MF  ::  hi  : cf. 


On  tire  de  ces  proportions , 


P"  : R ::  HI  : CF. 


Soit  ^ l’angle  FPK,  on  a (fig.  121  et  122} 

1.  4 

FPKr=DFC  = », 

par  conséquent 

Élém.  de  Mécanique.  9 


Fig.  isi 

Cl  121. 
I 
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FR  = FP  sin  9 , 
ou 

P*=Psin9, 

• • ». 

substituant  ces  valeurs  dans  la  proportion  préccdënte,  on 
obtient 

Ttr 

Psiu4);R  ::  HI  ; 4^; 

sin  9 ‘ ' 

\ d’oi  l’on  tire 

PxDC:=bRxHI; 
ce  qui  nous  donne  cette  proportion 

P : R Hi  ; dc.  . (,i2z). 

On  voit  donc  que  dans  le  tour , la  puisnance  est  à la  ré~ 
sistance  comme  le  rayon  du  cylindre  est  à celui  de  la 
roue. 

236.  Évaluons  maintenant  la  pression  que  les  tourillons 
Fig.iai.A  et  B (fig.  i2i)  font  supporter  à leurs  points  d’appui. 
Trois  objets  contribuent  à exercer  cette  pression,  savoir: 
la  puissance,  la  résistance  et  le  poids  dc  la  machine.  Si 
nous  i^oinmons  T ce  poids,  et  G le  centre  de  gravité  de 
U. machine,  nous  pourrons  regarder  T comme  suspenda 
en  G : or,,  à cause  de  la  symétrie  de  la  machine,.  G se 
trouvera  sur  l’axe  meme  du  cylindre.  Cela  posé,  rem- 
plaçons la  puissance  P par  ses  composantes  P'  et  P";  il  ne 
s’agira  plus  que  dc  décomposer  les  quatre  forces  R , P', 
P*  et  T en  deux  autres  qui  agissent  sur  lç;s  points  d’appui 
A et  B.  . 

Les  forces  R et  T ayant  été  déterminées  par  expérience, 
cherchons  d’abord  à exprimer  P'  et  P'  en  fonction  de  R. 

Fig.  lai  Pour  cela  nous  avons  (fig.  lai  et  122) 
tt  laa. 

P'=FL  = Pco$FPR,  P*  = FK=P$inFPK, 


DC  = CF  sin  9 , 
DC 


CF: 


sin  ç 
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ou 

P'  = Pcos?,  P*  = Psin^...  (i23). 
Mais  l’angle  ç étant  égal  à l’angle  CFD,  on  a 


Fig.  lai 
et  1». 


donc 


1 î cos  ^ ::  CF  : df,  i : sîn ^ cf  : cd; 


DF 

COSO  = CF- 


CD 

«•"«>  = CF  V 


Substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (i23),  il  vient 


PXDF  ™_PXCD 
CF  > — CF  ■ 


Mettant  dans  ces  équations  la  valeur  de  P donnée  par  la 
proportion  (122)  , on  obtient 

,^_R.HI.DF  _ 

~ DC.CF  ’ CF  ' 

Regardons  maintenant  les  forces  verticales  R et  P*  comme 
appliquées  aux  extrémités  d’un  levier  HF , dont  le  point 
d’appui  serait  en  M ; la  résultante  de  ces  forces  passera 
par  M,  et  aura  pour  valeur  R + P*-  ' 

Soient  Z et  Z'  les  efforts  que  cette  résultante  verticale 
exerce  sur  les  points  d’appui  A et  B;  on  déterminera  Z et 
, II  par  ces  proportions 

AB  : BM  ::  R + p*  :z, 

AB  : AM  ::  R + P*  : Z'; 

de  même  en  nommant  U et  U’  les  composantes  de  T sur 
les  points  d’appui,  on  aura 

AB  : BG  ::  t : u, 

AB  : AG  ::  T : u'. 

Ces  forces  U et  U'  étant  verticales , s’ajouteront*  l’une  à T 
et  l’autre  à T'.  A l’égard  de  la  forçc  horiïontalc  P',  comme 
cette  force  agit  sur  le  centre  C de  la  roue,  si  nous  appe- 

9* 


f 
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Ions  T et  Y'  les  composantes  de  P'  aux  points  A et  D / 
nous  aurons 

AB  ; CB  F ; T, 

AB  : AC  ::  P'  ; Y'. 

Ayant  construit  deux  rectangles  dont  l’un  aura  pour  hau- 
teur Z-l-U , et  pour  base  Y,  et  dont  l’autre  aura  pour  hau- 
teur Z'-|-  U',  et  pour  base  Y',  les  hypoténuses  de  ces  rec- 
tangles exprimeront  les  pressions  exercées  sur  les  points 
d’appui;  les  angles  de  ces  hypoténuses,  avec  les  cétés  des 
rectangles,  détermineront  les  positions  des  pressions. 

23^.  Si  l’on  a égard  à l’épaisseur  des  cordes,  on  considé- 
rera la  puissance  comme  appliquée  au  diamètre  de  la  corde  ; 
alors  le  rayon  du  cylindre  et  celui  de  la  roue  devront  être 
augmentés  du  demi-diamètre  de  la  corde;  et  l’on  aura  : la 
puissance  est.  à la  résistance  comme  le  rayon  du  cylindre, 
plus  celui  de  la  corde,  est  à celui  de  la  roue,  plus  celui 
de  la  corde, 

238.  On  rapporte  au  tour  le  cabestan,  qui  n’est  autre 
oliose  qu’un  tour  dont  l’axe  du  cylindre  est  vertical.  ‘ 

239.  Soit  un  système  de  tours  arrangés  dans  l’ordro 
suivant. 

fig.  ia3.  La  puissance  P appliquée  à la  roue  AD  t hg-  ï23)  , 
fait  mouvoir  le  cylindre  BC  qui  communique  à une  seconde 
roue  A'D'  par  une  corde  BA'.  Cette  roue  A'iV  fait  mouvoir 
le  cylindre  O'B',  auquel  une  corde  B' A"  est  attachée,  et 
ainsi  de  suite  jusqu’au  dernier  cylindre  qui  est  chargé  de 
la  résistance  R. 

Si  tout  le  système  est  en  équilibre  et  que  nous  nommions 
T,  T',  T",  etc.,  les  tensions  des  cordes  BA',  B' A*,  eta. 
nous  aurons, 

Pour  le  premier  tour. . . P C T OB  ; OA; 

Pour  le  second T ; T'  O'B'  : O'A'; 

Pour  le  troisième T'  ; R : ; 0”B"  : O" A*. 
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Ces  proportions  étant  multipliées  par  ordre , noos  donnent 
ceJle-ci , 

P : R ::  OB  X C'a'  X o"b'  : oa  x o'a'  x cta*, 

d’où  l’on  tire 

P OB  X O'B'  X D'E* 

R ~ OA  X O'A'  X O'A*  ’ 

ce  qui  nons  apprend  que  la  puissance  est  à la  résistance 
comme  le  produit  des  rayons  des  cylirsdres  est  à celui  des 
n^ons  des  roues. 

Ainsi  dans  le  cas  où  le  rayon  de  chaque  cylindre  serait 
la  n‘  partie  de  celui  de  la  roue  qui  le  met  en  mouve- 
ment, on  aura 

p:R  — X — X—  :OAxcyA'xo'A*, 

n n n 

proportion  qui  revient  à celle-ci , 

P : R ::  I : n\ 

Les  roues  dentées  ne  diOhrent  de  la  disposition 
précédente , que  par  les  dents  également  distantes  dont 
leurs  circonférences  sont  garnies.  Ces  dents  ont  le  même 
emploi  que  les  cordes  de  la  figure  laS;  chaque  roue  est  Fig.  193. 
traversée  par  l’ase  de  son  pignon  qui  est  une  roue  dentée 
plus  petite,  garnie  de  dents  qu’on  nomme  ailes.  La  pre- 
mière roue  fait  tourner  son  pignon  qui  engrène  dans  la 
seconde  roue;  celle-ci  à son  tour,  ayant  son  pignon  en- 
grené dans  la  roue  suivante,  la  fait  mouvoir;  ainsi  de  suite. 

Les  pignons  représentant  les  cylindres  de  la  couihiuaison 
précédente,  il  s’ensuit  que  dans  les  roues  dentées  on  a la 
proportion  : La  puissance  est  à la  résistance  comme  le 
produit  des  rayons  des  pignons  est  à celui  des  rayons  des 
roues. 

1x^1.  Soient  (fig.  124)  D,  D*>  D“,  etc. , les  nombres  dcFig.  laf. 
dents  des  roues  A,  A',  A*,  etc.,  et  d,  d,(T,  etc.,  les  nombres 
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Fig.  is4<  d’ailes  de  leurs  pignons  a , a',  a",  etc. , et  supposons  que 
tandis  que  la  roue  A fait  n tours,  les  roues  A',  A",  A“,  etc., 
en  fas  ent,  la  première  M',  la  seconde  N',  etc.  A cliaquc 
révolution  de  A , le  pignon  a engrènera  successivement 
toutes  ses  ailes  avec  la  roue  A'  ; de  sorte  que  dans  N révo* 
lutions , il  engrènera , avec  A',  un  nombre  d’ailes  exprimé 
par  Nef  : de  même  la  roue  A'  faisant  N'  tours , engrènera 
^un  nombre  N'D'  de  dents  avec  le  pignon  a ; et  comme 
les  nombres  de  dents  et  d’ailes  engrenées  par  la  roue'  A', 
et  par  le  pignon  a doivent  être  égaux,  il  faudra  qne 
l’on  ait 

N'D'^Nd; 


par  la  même  raison,  les  autres  roues  nous  fourniront  les 
équations 

H''D''  = N'd',  N"D''  = N*d',  etc. 


Multipliant  ces  équations  par  ordre,  nous  aurons,  en  sup- 
posant seulement  quatre  roues , 


d’ob  l’on  tirera 


N'D'D'D*  = Ndd'd"-, 
• > 


NT  = N 


Md’ 

D'D"D*' 


Par  exemple,  si  l'on  demande  le  nombre  de  dents  qu’il  faut 
employer  pour  que  la  roue  A*  fasse  une  révolution  dans  le 
même  temps  que  la  roue  A en  fait  6o , nous  aurons 


N-=  I , N = 6o , I = 6o.^~. . . (ia4). 


Prenant  arbitrairement  les  nombres  d,  d' , d’,  nous  pour- 
rons supposer  d=4>  tï  ~ 5 , cette  hypothèse  ré- 

duit la  dernière  des  équations  (ia4)  à 

D'D"D’  = 6ox4x5X7  = 8400. 

8400  partagé  en  trois  facteurs , nous  donne  les  nombres 
1 2 , a5  et  28.  Ainsi  en  faisant  D',  D",  D*  respectiveDaeq^ 


4 


Digitized  by  Google 


DE*  MACBlHEil.  l36 

^auK  k ces  nombres,  nous  avons  une  solution  dn  problème 
^ul , comme  on  le  voit , est  indéterminé. 

Observons  qu’on  doit  prendre  parce  que  supposent 

d<i  D’,  d'<[  D*,  d*<;D",  A"  ta  plus  lentement  que  A. 

242.  C’est  encore  par  le  principe  de  l’équilibre  du  tour, 
qne  l’on  explique  le  mécanisme  du  cric.  On  distingue  deux 
sortes  de  crics,  le  simple  et  le  composé.  Le  cric  simple 

est  composé  d’une  barre  de.  fer  AB  (Bg.  ixS),  renfermée  fig.  i *5, 
dans  une  caisse  CD.  Cette  barre  de  fer,  dans  sa  longuenr, 
est  d’un  cdté  garnie  de  dents-,  ces  dents  engrënCrit  avec 
un  pignon  £F  qu’on  met  en  mouvement  è l’aide  d’nné  ma*- 
nivelle  ; alors  la  barre  de  fer,  pressée  par  l’ effort  dn  pignon, 
sort  de  la  caisse  DC,  monte  et  soulève  la  résistance.  Dans 
cette  machine,  le  pignon  et  le  bras  de  la  manivelle  (*)  agis- 
sant comme  le  cylindre  et  la  roue  du  tour,  il  en  résulte 
que  la  puissance  est  à la  résistance  comme  le  rayon  du  pignon 
est  au  bras  de  la  manivelle. 

243.  Dans  le  cric  composé,  la  manivelle  met  en  mouve- 
ment un  pignew  qui  engrène  avec  une  roue;  cette  roùe  en>- 
grène  à son  tour  arec  un  second  pignon;  ainsi  de  s'nite 
jusqu’au  dernier  pignon , qui  engrène  avec  la  barre  de  fer. 

D’après  ce  qui  précède,  on  voit  que  dans  cette  nrachîAe 
la  puissance  est  à la  résistance  comme  le  produit  des 
rayons  des  pignons  est  à celui  des  roues  par  le  bras  de 
la  manivelle.  , 

Du  Plan  incliné, 

244.  Ce  plan  incliné  est  ainsi  appelé,  parce  qu’il  fait  un 
angle  avec  l’horwon  ; son  usage  est  de  servir  à soutenir  un 
corps,  en  le  mettant  en  équilibre  avec  d’autres  forces. 

Soit  un  corps  M (fg.  126)  dont  nous  considérerons  le  Fig.  ia6. 


(*)  Par  le  bras  de  la  manÎTclle , od  entend  la  rayon  du  cercle  décrit 
par  la  puitaance. 
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poids  P comme  attaché  à son  centre  de  gravité  par  tin  fd 
vertical  MP.  Pour  que  ce  corps  paisse  être  en  équilibre 
sur  un  plan  incliné  avec  une  force  Q , la  première  condi- 
tion est  que  les  forces  P et  Q aient  une  résultante  unique, 
cc  qui  exige  que  leurs  directions  se  rencontrent  en  un  point 
M : or,  MP  étant  une  verticale  qui  passe  par  le  centre  de 
gravité,  le  plan  PMQ  sera  aussi  vertical  et  contiendra  le 
centre  de  gravité.  Ainsi  la  première  condition  d’équilibre 
est  que  la  direction  MQ  de  la  force  Q doit  être  dirigée 
dans  un  plan  vertical  qui  passe  par  le  centre  de  gravité 
du  corps. 

La  seconde  condition  est  que  la  résultante  MN  des  forces 
P et  Q soit  détruite  par  la  résistance  du  plan  incliné , ce 
qui  ne  peut  être , à moins  que  cette  droite  ne  soit  nor- 
male au  plan  incliné,  et  ne  le  rencontre  en  un  de  ses 
points. 

Celte  seconde  condition  se  modiGe  un  peu , lorsque  le 
corps  ne  touche  le  plan  incliné  que  par  plusieurs  points; 
car  en  unissant  ces  points  par  des  lignes  droites , il  suffit 
que  la  résultante  normale  passe  par  un  des  points  du 
polygone  renfermé  dans  ces  droites , pour  qu’il  puisse  y 
avoir  équilibre. 

s45.  Les  conditions  que  nous  venons  d’énoncer  étant 
Fig- laC.  remplies , soit  KL  (fig.  ia6)  un  corps  retenu  en  équilibre 
sur  un  plan  incliné  par  une  force  Q.  Prenons  des  parties 
ME , MF  proportionnelles  au  poids  P et  à la  force  Q , et 
construisons  le  parallélogramme  FMEK  : la  diagonale  MR 
représentera  la  pression  que  le  corps  exerce  sur  le  plan 
incliné;  nommons  R cette  pression  , nous  aurons, 

Q ; P ; R ;;  sin  PMR  : sin  QMR  : sin PMQ. . . (laS). 

Les  angles  PMR,  CAB  étant  égaux  en  vertu  de  la  simili- 
tude des  triangles  AOP,  OMN,  nous  avons 
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sin  PMR  = 


smA=.^; 


i37 


snbstituant  cette  Tsleur  dans  la  proportion  (ii5),  et 
multipliant  les  seconds  rapports  par  AC,  cette  proportion 
se  changera  en  celle-ci , 

Q : P : R ::  CB  : AC  X sin  QMR  : AC  X sin  PMQ. 

246.  Si  la  puissance  prend  la  direction  MQ  ( fig.  126)  Fig.  laS 
parallèle  à la  longueur  du  plan  incliné,  les  triangles  MER, 

ACB  deviennent  semblables,  parce  que  les  angles  C et  E 
sont  égaux,  l’étant  chacun  à l’angle  MOC;  d’où  il  suit  que 
l’on  a la  proportion 

* ER  : ME  ::  CB  : AC; 

ce  qui  nous  apprend  que  lorsque  la  puissance  est  parallèle 
h la  longueur  du  plan  incliné  , la  puissance  est  à la  résis- 
tance comme  la  hauteur  du  plan  incliné  est  à sa  longueur, 

247.  Si  la  puissance  MF  devient  parallèle  a la  base  du 
plan  incline  , les  triangles  perpendiculaires  MER , CAB 

(fig.  127)  donnent  la  proportion  Fig-iaTi 

ER  : ME  ::  CB  : ab  , 
ou 

Q : P ::  CB  ; ab; 


donc,  dans  ce  cas,  la  puissance  est  à la  résistance  comme 
la  hauteur  du  plan  incliné  est  à sa  base. 

248.  Lorsque  l’angle  A est  la  moitié  d’un  angle  droit , 
puissance  est  égale  à la  résistance;  mais  si  A est  moindre 
que  la  moitié  d’un  angle  droit,  la  base  du  plan  incliné  en 
surpasse  la  hauteur  ; alors  la  machine  devient  avantageuse 
à la  puissance. 

De  la  ris. 


a4g.  Partag»;ons  les  côtés  d’un  rectangle  A.M'  (fig.  1 28)  en  Fig.  ia8. 
parties  égales  par  des  parallèles  BB',  CC,  etc. , et  menons  les 
diagonales  AB',  BC',  etc  ; si  en  courbant  ce  rectangle  , 
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nous  en  formons  im  cylindre  à base  circulaire,  la  droite 
MA  se  confondra  avec  la  droite  M’A';  et  alors  les  points  B 
et  U',  € et  G',  etc.,  qui  sont  les  extrémités  des  diagonales 
AB',  BG',  etc. , sc  confondant,  ces  diagonales  se  lieront  les 
Fig-iaO"  unes auxautrcs, et  traceront  surlc cylindre PQMI4  (iig.  129} 
une  courbe  régulière  PR$XUY,  etc.,  à laquelle  oa  a donné 
le  nom  d’/té/ice. 

aSo.  La  propriété  caractéristique  de  cette  courbe  est  que 
tous  scs  élémcDs  forment  des  angles  égaux  avec  les  droites 
menées  par  ces  élémens  sur  la  suriace  du  cylindre,  parallè- 
lement à son  axe  ; car  cette  propriété  subsistant  dans  le 
parallélc^ramme  AM'  à l’égard  des  élémens  m,  m,  m" , etc.^ 
qui  forment  des  angles  égaux  avec  les  paraIlclesEF,E'F',etc., 
il  en  sera  de  mêinc  lorsque  le  parallélogramme  deviendra 
la  surface  convexe  d’un  cylindre. 

D’après  cette  génération  de  l’hélice , on  voit  que  les 
Fig.  n8.  distances  mn. , nin',  m'u",  etc.  (fig.  128),  étant  égales  , la 
même  chose  aura  lien  encore  sur  le  cylindre;  par  consé- 
Fig.  199.  quent  si  l’on  prend  mn  (Cg.  129)  pour  hase  d’un  triangle 
isocèle  mno  dont  le  plan  soit  normal  à la  surface  du 
cylindre,  et  que  l’on  fa.sse  mouvoir  ce  triangle  parallèle-^ 
ment  à lui-méme,  de  mauiirre  que  les  extrémités  m et  n 
de  sa  base  restent  toujours  sur  deux  arcs , d’hélice , ce 
triangle,  en  montant  ainsi  sur  la  surface  cylindrique,  la 
recouvrira  d'un  filet  saillant  qui,  conjointement  avec  le 
cylindre,  composera  la  vis;  ce  iiict  saillant  est  appelé  U 
Jilet,  de  la  vie. 

On  voit  que  le  filet  de  la  vis  n’est  autre  chose  ici  qu'un 
prisme  triangulaire  qui  serait  appliqué  et  recourbé  sur  le 
cylindre,  en  forme  d’iiélice. 

Quelquefois  le  filet  de  la  vis,  au  lieu  d’clre  engendré  par 
un  triangle  isocèle , l’est  par  un  rectangle  ; dans  ce  cas , la 
vis  est  à blet  carré. 
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a5i.  L’ccroa  est  uîje  pièce  creusée  en  hélice,  et  d’une 
longueur  moindre  qpe  celle  de  la  vis.  On  peut  considérer 
l’écrou  comme  le  moule  d’une  partie  du  (ilel  de  la  vis. 

La  vis  tourne  dans  l’écrou,  et  à chaque  révolution , par- 
court un  chemin  égal  au  pas  de  la  vis. 

Les  circonstances  du  prohlèrae  étant  les  mêmes,  soit  que 
la  vis  tourne  dans  l’écrou , soit  que  J’écrou  tourne  dans  la 
vis,  nous  adopterons  cette  seconde  hypothèse. 

aSa.  Cherchons  maintenant  le  rapport  de  la  puissance 
à la  résistance  dans  celte  machine.  Pour  cela,  plaçons  la 
vis .verlicalempnt  et  dans  son  écrou,  de  manière  que  l’écrou 
entqure  la  partie  supérieure  du  iilet  de  la  vis;  supposons  que 
l’éprou  soit  partagé  en  dilTérentes  molécules  m,  m,  m",  pic., 
qui  reposent  chacune  sur  le  fdet  de  la  vis;  et  cherchons  la 
force  qui  mettrait  en  équilibre  la  seule  molécule  m (Hg.  i3o).  Fig.  i3o. 
II  çst  certain  que  si  cette  molécule  ahaudonnée  à clle-roémc 
n’était  sollicitée  que  par  l’action  de  la  pesanteur , elle  glis- 
serait le  long  du  fdet,  et  décrirait  une  hélice  mt  un  cylindre 
qui  aurait  pour  rayon  la  distance  mC  de  la  molécule  à 
l’axe  de  rotation.  Ainsi  en  considérant  l’hélice  comme  un 
plan  incliné,  ce  plan  aura  pour  hauteur  le  pas  de  la  vis  , 
et  pour  base  la  circonférence  décrite  par  niC. 

Supposons  maintenant  quelaforcchorixontaIeP(ng.  i3i),  Fig-  i3i. 
appliquée  immédiatement  à la  molécule  m,  tientie  son  poids 
m en  équilibre.  On  construira  un  triangle  rectangle  mllK 
qui  ait  pour  hauteur  niH  le  pas  de  la  vis , et  pour  base  la 
circonférence  décrite  par  mC,  et  l’on  aura,  en  vertu  de 
la  théorie  du  plan  incliné. 


• V I m y.  haïUtur  î KII , 

ou 

P I m ;;  mH  î circonférence  Cm. . . (126). 

Mais  si  la  puissance,  au  lieu  d’étre  appliquée  immédiatement 
au  point  m,  est  appUquée  à l’extrémitc  D du  levier  CD  , 
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tig  «3t.  et  qne  l’on  Tcuille  que  cette  puissance  Q prodoise  le  même 
effet  que  P,  il  faudra  que  P et  Q soient  en  raison  inverse 
des  bras  de  levier  c’est-à-dire  que  l’on  ait 

Q : P ::  Cm:  CD, 
ou 

Q : P : : div.  Cm  ; dre.  CD. 

Multipliant  terme  à terme  cette  proportion  par  la  pro- 
portion ( 1 26) , on  aura 

Q C TO  ::  mil  : elrc.  CD. 


Donc  pour  la  molécule  m,  la  puissance  est  à la  résistance 
comme  le  pas  de  la  vis  est  à la  circonférence  dont  le 
rayon  est  à la  distance  du  point  d’application  du  levier  à 
l’axe  du  cylindre. 

Cette  proportion  ayant  lieu  quelle  que  soit  la  distance 
Cm  de  la  molécule  à l’axe,  concluons  que  pour  les  antres 
molécules  chargées  des  poids  m',  m",  m*,  etc. , et  retenues 
par  des  forces  Q',  Q*,  Q*,  etc. , on  aura  encore 

: m'  mH  : dre.  CD, 

Q*  : m*  ;;  mH  : dre.  CD, 

Q*  : m*  ::  mH  : dre.  CD. 

On  tirera  de  ces  proportions  et  de  la  précédente. 


Q = 


m.mH  , m'.mlt 

dre.  CD  * ^ dre.  CD  ’ 


Q"= 


m*.  mH 
dre.  CD 


(127). 


Les  distances  des  molécules  m,  m',  m",  etc.,  à l’axe,  ainsi 
que  leurs  hauteurs,  n’entrant  pas  dans  ces  expressions,  con- 
cluons que  les  points  d’application  des  puissances  horizon- 
tales Q,  Q',  Q',  etc.,  en  sont  indépendans. 

Supposons  donc  que  ces  points  soient  également  éloignes 
'de  l’axe  du  cylindre,  alors  les  forces  Q.  Q,  Q*>  etc- 1 en 
quelque  part  qu’elles  soient  situées , communiqueront  au 
système  le  même  mous’cment  de  rotation  que  si  elles  agis- 
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>4> 

■aient  suirant  DQ>  Par  conséquent  nous  aurons  le  droit  P>g.  i3i. 
de  réunir  les  valeurs  de  ces  forces.  Ainsi  en  ajoutant  les 
équations  (137),  nous  trouverons  . 

, „ + ;;,'4.„*  + etc.  = (Q-f.Q'4.Q*  + etc.)^i^j^; 

et  comme  la  somme  m m'  -f-  m"  -f-  etc. , représente  le 
poids  M de  l’écrou , et  que  les  forces  boriaontalcs  Q , 

Q'>  Q*>  etc.,  peuvent  être  remplacées  par  une  force  unique 
Q appliquée  au  point  D,  nous  aurons 


d’oii  l’on  tire 


- - _ eire.  CD 

Q ; M ; ; mH  I cire.  CD; 


ce  qui  nous  apprend  que,  dans  la  vis,  la  puissance  est 
à la  résistance  comme  le  pas  de  la  vis  est  à la  circonférence 
de  farc  décrit  par  la  puissance  autour  de  Vaxe. 

II  est  évident  que  cette  machine  est  d’autant  plus  avan- 
tageuse à la  puissance , que  le  pas  de  la  vis  a moins  de  luu- 
teur,  et  que  le  point  d’application  de  la  puissance  est  plus 
éloigné  de  l’axe. 

Du  Coin. 


253.  On  a donné  le  nom  de  coin  à un  prisme  triangu- 
laire que  l’on  fait  entrer  par  l’une  de  ses  arêtes  dans  la 
fente  d’un  corps  pour  en  augmenter  l’ouverture  ; cette  arête 
qui  pénètre  le  corps,  est  appelée  le  tranchant  du  coinj  la 
face  opposée  en  est  la  tète,  et  les  deux  autres  faces  qua» 
drangulaires  en  sont  les  câtés. 

Tous  les  instrumens  tranclians,  tels  que  la  hache,  le  ci> 
seau  , les  rasoirs , etc. , se  rapportent  au  coin. 

254.  Le  coin  étant  frappé  sur  sa  tête,  recevra  une  impul-  ^ 

slon  qui  représentera  la  puissance;  nous  supposerons  que 

oetlc  impulsion  soit  perpendiculaire  à la  tète  du  ooiu  ; car 
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si  elfe  ne'I’él'âit  pas , elle  pourrait  se'  décomposer  en  deux 
forces,  l*une  perpendiculaire  à la  tête'  du  coin,  et  l’autre 
dirigée  dans  son  plan.  Cette  dernière  force  ne  tendant  qu’à 
faire  glisser  la  puissance  sur  la  tête  du  coin,  nous  ne  la 
considérerons  pas. 

Fig.>i3s.  Cela  posé,  soit  ABC  (lig.  i3a)  le  coin  vu  de  profil,  AC 
et  BC  en  représenteront  les  cêtés;  alors  la  tête  du  coin 
sera  la  droite  AB , sur  laquelle  la  force  P agira  pcr(>cndi- 
culairement. 

Cette  force  tendant  à écarter  les  côtés  AC  et  BC , ne 
peut  être  contrebalancée  que  par  l’adliérence  mutuelle  dis 
particulesdu  corps  : or,  cette  adliérence  n’étant  pas  la  même 
dans  toutes  les  substances,  nous  ne  pouvons  évaluer  le  rap- 
port de  la  puissance  à la  résistance  dans  cette  maebine. 
Ainsi  nous  cbercherons  seulement  le  rapport  de  la  puis- 
sance aux  pressions  exercées  sur  les  côtés  AC  et  BC. 

Pour  cet  elTet,  a)-ant  représenté  la  force  F par  la  droite 
arbitraire  DE,  on  mènera  sur  les  côtés  AC  et  BC,  les 
perpendiculaires  DM  et  DN  ; et  ayant  construit  le  parallé- 
logramme DI  EK  , les  composantes  DI  et  DK  seront  les 
pressions  exercées  sur  les  côtés  AC  et  BC.  Nommons  X et 
T ces  pressions,  les  triangles  perpendiculaires  ABC  , IDE 
nous  donneront 

DE:Di:iE::  ab:ac:BC, 

on  , à cause' que  lE  peut  être  remplacé  par  DK,  cette  pro- 
portion 'deviendra 

F:x:  Y ::  AB:  AC:  cc, 

Fig.i33.  ou  (fig.  i33) 

F : X : Y ::  AB  X GH  : AC  X GH  : BC  X GH. 

Iam  produits  AB  X GH  , AC  X GH  et  BC  X GH  repré- 
sentant la  tête  et  les  côtés’du  ebin  j concluons  que , dans 
cette  machine,  la  puissance  F et  les  efforts  X et  Y qui 
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agisttnt  sur  Ut  oMt  du  coin,  iont  proporüonAel*  à-  sa  téi» 

»t  à ses  c6Us. 

Le  coin,  sera  d’autant  plus  avantageux,  que  sa  tète  aura 
moins  de  surface , ou  que  ses  côtés  en  auront  plus  ; car 
alors  les  pressions  latérales  deviendront  plus  grandes  à 
l’égard  de  la  puissance. 

, Dw  Frottement. 

255.  Lorsqu’un  corps  repose  sur  un  plan  horizontal,, 
la  résistance  de  ce  plan  détruisant  l’efTet  de  la  pesanteur , 
la  moindre  impulsion  lui  donnerait  du  mouvement,  ^il 
n’était  retenu  par  des  causes  physiques  qui  s’opposent  à 
ce  mouvement.  La  plus  inüuente  de  ces  causes  est  le  frotte* 
ment  ; on  appelle  ainsi  cette  force  qui  empêche  un  corps  de 
glisser  sur  un  plan , et  qui  est  due  aux  petites  aspérités  des 
|>articules  matérielles  qui  engrènent  les  unes  dans  lesantresi 
et  qui  occasionent  une  force  passive  qui  augmente  ou- di- 
minue la  résistance , suivant  que  la  puissance  tend  à pousser 
le  corps  ou  à le  retenir. 

On  a reconnu  que  le  frottement  était  sensiblement  ' 
proportionnel  à la  pression ‘,  mais'' que  cette  loi  cessait 
d’avoir  lien  lorsque  la'  pression  devenait  trop  grande.  Ainsi 
en  représentant  par  f le' frottement  exercé  par  un  corps 
homogène  AB  ( fig.  i34),  animé  de  Huitité  de  poids,  si  Fig. i31. 
AB'  est  double  de  AB , le  frottement  sera  7.f\  si  AB*  est 
triple  de  AB,  le  frottement  sera  Zf\  ainsi  de  suite:  de  sorte 
qu’en  représentant  par  F le  frottement  exercé  par  le  corps 
AM  qui  renferme  un  nombre  N d'unités  de  poids,  nous 
aurons 

F = N/. ..  (128). 

a56.  Voici  comment  on  peut  meavaer  le  frottement.  ' 

Soit  A&  (Cg>  i35)  le.cârps  qui  exerce  l’araté  dépréssion  Fig. i35. 
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sur  le  plan  horizontal  LK.  Ce  corps  étant  sollicité  par  an 
fil  CDE  qui , passant  par  une  poulie  de  renvoi , soutient 
le  poids  M ; si  l’un  augmente  successivement  ce  pokis  , 

• l’intensité  qu’il  aura  lorsqu’il  sera  prêt  à vaincre  la  ré- 
sistance, mesurera  le  frottement  y exercé  par  l’unité  de 
pression. 

257.  Il  existe  une  autre  manière  de  mesurer  le  frotte- 
ment, et  qui  nous  est  donnée  par  le  théorème  suivant  : Si 
Fig.i36.  l’oD  place  un  corps  MN  sur  un  plan  incliné  ÂC  (lig.  i36), 
et  que  l’on  augmente  l’angle  À que  le  plan  inéliné  fait 
avec  l’horizon , jusqu’à  ce  que  le  corps  soit  sur  le  point 
de  glisser , l’unité  de  frottement  f sera  égale  à tang  A. 

Pour  le  démontrer,  menons  par  le  centre  de  gravité  G 
du  corps  les  perpendiculaires  GD  et  GK,  l’une  au  plan 
horizontal , et  l’autre  au  plan  incliné.  Représentons  par 
GD  le  poids  du  corps , et  décomposons  GD  en  deux  forces 
GH  et  GK.,  la  première  parallèle  au  plan  incliné,  et  la  se- 
conde perpendiculaire  à ce  plan,  nous  aurons 

GH  = DK  = GD  sin  DGK, 

GK  = GDcosDGKj 

or,  les  angles  DGK  et  CAB  sont  égaux  comme  complé- 
mens  des  angles  aigus  dont  le  sommet  est  en  I.  Nous 
pourrons  donc,  dans  les  équations  précédentes,  rempla- 
cer DGK  par  A,  ce  qui  nous  donnera 

GII=GDsinA, 

GK  = GD  cos  A , 

on  plutét 

GH  = N sin  A , 

GK  = N cos  A. 

La  pression  que  supporte  le  plan  incliné  étant  exprimée 
par  GK  = N cos  A , |l’intensilc  du  frottement  sera  mesurée 
par  K cos  A -fi  mais  le  frottement  étant  la  force  qui  em- 


Digitized  by  Google 


Dü  FnOTTSMEKT. 


145 

pêche  le  corps  de  glisser , devra  (aire  équilibre  à la  con»-  136. 
posante  GH  = P sin  A qui  agit  dans  le  sens  de  la  longueur 
du  plan  incliné,  d’uù  il  suit  qu’on  aura 

N cos  A ./"rs  N sin  A. 

On  tire  de  cette  équation 

/=tangA...  (129). 

258.  Cet  angle  est  ce  qu’on  appelle  l’angle  du  frottement, 
il  n’est  cxmstaut  que  dans  l’hypothèse  où  la  loi  qu’il  suit  est 
d’élre  proportionnel  à la  pression.  En  effet,  nous  n’atrons 
obtenu  (129)  qu’en  employant  l’équation  (128)  qui  ren'»- 
ferme  celte  loi  ; mais,  comme  nous  l’avons  déjà  fait  remar- 
quer, on  U reconnu  qu’elle  cessait  d’exuter  lorsque  la 
pression  est  fort  grande. 

259.  Les  différentes  substances  ayant  les  pores  plus  ou 
moins  resserxés,le  frottement  n’est  pas  le  même  pour  toutes 
les  matières;  c’est  pourquoi  on  a cherché  à constater  par 
des  expériences  celui  qui  est  propre  à chacune. 

Par  exemple,  voici  quelques  résultats  que  Coulomb  a ob- 
tenus en  cherchant  le  rapport  du  frottement  à la  pres- 


sion , 

Fer  contre  fer. f—  0,28, 

Fer  contre  cuivre  jaune.. . . f =0,26, 

Chêne  contre  cliêne y=  o,43. 

Chêne  contre  sapin f = o,65. 


Ces  dernières  valeurs  ont  été  trouvées  en  mesurant  le  frot- 
tement suivant  le  (il  du  bois;  mais  on  sent  qu’elles  se- 
raient bien  différentes  si  ce  iil  était  dirigé  dans  un  autre 
sens  que  celui  selon  lequel  agit  le  frottement  ; car  les  as- 
pérités du  corps  présentant  moins  de  prise  à l’engrenage  , 
le  frottement  devrait  être  plus  faible. 

aSg.  Le  poli  des  surfaces  et  les  substances  onctueuses 
ÉUm.  de  Mécanique.  10 


* 
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qu’on  répand  sur  les  corps , contribuent  aussi  à diminuer 
• le  frottement. 

C’est  en  ayant  egard  à toutes  ces  circonstances  qu’on 
pourra  en  perfectionner  les  tables.  £n  attendant,  on  peut 
consulter  ax-ec  avantage  celles  de  Brisson. 

260.  L’adhérence  des  corps  est  encore  une  des  causes 
physiques  qui  s’opposent  h leur  mouvement  On  ne  peut 
l’évaluer  d’une  manière  fort  exacte,  parce  qu’elle  est  sus- 
ceptible de  s’accroître  beaucoup  avec  le  temps , dans  les 
machines  qui  ne  sont  point  en  action,  et,  au  contraire  , 
de  s’altérer  quelquefois  dans  celles  qui  sont  en  mouve- 
ment. 

La  loi  qu’elle  suit  est  d’étre  sensiblement  proportion- 
nelle aux  surfaces  adhérentes.  Ainsi , eu  représentant  par 
l’adhérepce  relative  à l’unité  de  surface,  celle  qui  a lieu 
sur  la  surface  a aura  pour  expression  a-^. 

Théorie  du  frottement  dans  quelques  machines. 

Fig.  Î37.  261.  Soient  (fig.  137)  P le  moteur  et  S la  résistance 

appliqués  à un  point  m d’un  corps,  et  qui,  le  tenant  en 
équilibre  sur  un  plan  incliné,  forment  des  angles  « et 
avec  la  longueur  de  ce  plan.  S’il  n’y  avait  ni  frottement  ni 
adhérence,  les  conditions  de  cet  équilibre  sc  réduiraient  à 

Pcosa  r:;  ScoS«'.  . . (l3o); 

mais  si  Ton  a égard  au  frottement  et  à l’adhérence,  comme 
ces  deux  forces  sont  contraires  au  moteur  lorsque  celui-ci 
tend  à pousser  m vers  B.  il  faut  qu’elles  soient  ajoutées  à 
la  résistance  S cos«’.  Pour  les  déterminer,  nous  remarque- 
rons d’abord  que  la  pression  exercée  sur  le  plan  incliné 
provient  non-seulement  de  la  composante  de  P , perpen- 
diculaire en  m,  mais  encore  de  la  composante  de  S,  per- 
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pendiculaire  au  même  point.  La  première  a pour  expres- 
sion P sin  et , et  la  seconde  S sin  et'.  La  totalité  de  ce&  deux 
pressions  sera  donc  la  quantité  que  nous  avons  représen- 
tée p-vr  dans  réquation  (128),  de  sorte  que  la  force  due 
au  frottement  sera  exprimée  j>ar  ( P siu  et S sin  •' )y. 

Quant  à celle  qui  est  due  à l’adhérence , nous  avons  vu 
qu’en  supposant  que  a soit  la  surface  sur  laquelle  elle  agit, 
cette  adhérence  avait  pour  valeur  a^.  Ajoutant  donc  ces 
deux  forces  au  second  membre  de  l’équation  (i3o)  nous 
aurons  pour  condition  d’équilibre , 

P cos  « = S cos«'  -|-  S sin  m .f  P sin  • 
on  tire  de  cette  équation 

p._  S cos  tt'-l-  S/ sin  m'+  a 4 

cosa — ysin  • ■■•V 

262.  Si,  au  contraire,  la  puissance  ne  fait  que  retenir 
le  point  m,  et  que  la  résistance  tende  à l’entraîner  vers  B, 
ce  sera  cette  dernière  qui  aura  à vaincre  le  frottement 
et  l’adhérence;  par  conséquent  ces  deux  forces  agiront  en 
faveur  du  moteur,  et  devront  changer  de  signe.  Représen- 
tons donc  par  P'  le  moteur  qui  convient  à cette  hypothèse, 
nous  aurons 

^ S cos  » — S/" sin  «'  — al  , , v 

P = (i32). 

cos  • sin  • ' 

263.  Occupons-nous  maintenant  de  l’équilibre  du  levier 
et  de  celui  de  la  poulie , en  ayant  égard  au  frottement. 

Supposons  donc  qu’un  cylindre  droit  et  vertical  traverse 
un  levier:  comme  les  circonstances  sont  les  mêmes,  soit 
que  le  cylindre  tourne  autour  du  levier,  soit  que  le  levier 
tourne  autour  du  cylindre,  nous  adopterons  cette  dernière 
hypothèse , et  nous  considérerons  un  point  m du  levier  qni 
(iig.  i38),  étant  en  contact  avec  le  cylindre,  est  soumis  à Fig-i38. 

10. . 
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Fig.  i3?.  l’action  du  frottement.  Si  ce  cylindre  lixe  est  coupé  au  point 
m par  un  plan  horixontal , nous  pourrons  prendre  ce  plan 
pour  celui  des  x , et  y ramener  toutes  les  forces;  car 
en  les  décomposant  en  deux  groupes , les  unes  lioriton- 
tales  et  les  autres  verticales , ces  dernières  seront  détruites 
par  le  cylindre  qu’on  suppose  fixe.  Les  sections  du  cylindre 
et  du  levier,  pour  le  plan  des  x,  y,  seront  respectivement 
représentées  par  le  cercle  wBE  et  par  la  courbe  plane  GIL. 
Cela  posé,  il  résulte  de  l’immobilité  du  cylindre,  que  le 
point  m ne  pourra  éprouver  qu’un  mouvement  circulaire 
autour  du  point  C où  l’axe  de  ce  cylindre  est  coupé  par  le 
plan  des  x,  y.  hc  point  m serait  cDectivemcnt  emporté 
suivant  la  circonférence  de  ce  cercle , s’il  n'était  mis  en 
équilibre  par  le  frottement  combiné  avec  la  résultante  R 
des  forces  du  système,  et  avec  la  résistance  qu’oppose  l’axe 
lixe.  Cette  résistance  étant  une  force  normale  qui  agit  sui- 
vant la  droite  mC,  nous  pouvons  substituer  cette  force  au 
cylindre  lixe,  et  regarder  le  point  m comme  un  poiqt  libre 
qui  serait  mis  en  équilibre  par  les  trois  forces  suivantes  : 
i“.  la  force  normale  dirigée  de  m en  C;  2*.  le  frottement 
qui  agit  suivant  la  tangente  mD  ; 3".  la  résultante  R du 
toutes  les  forces  du  système. 

264.  Remarquons  que  quoique  deux  de'ces  trois  forces 
, soient  appliquées  en  m,  il  ne  s’ensuit  pas  que  la  force  R 
aboutisse  aussi  au  même  point  m;  car  bien  qu’en  général 
l’équilibre  xiè  puisse  subsister  entre  trois  forces  que  lors- 
qu’elles concourent  en  un  même  point,  les  deux  forces  di- 
rigées suivant  les  droites  mD  et  mC  peuvent  être  seules  ap- 
pliquées au  point  m,  parce  que  la  troisième  force,  en  se 
rattacbanl  à un  autre  point  Â , peut  tendre  également  à 
entrainer  m à l’aide  des  points  du  corps  qui  sont  tous  liés 
. entre  eux. 

D’après  cette  observation,  il  suffît  qu’on  ignore  en  quel 
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endroit  est  situe  le  point  d’application  A de  la  foroe  R , 
pour  qu’on  puisse  le  supposer  difierent  de  m. 

Ainsi  les  conditions  d'équilibre  de  nos  trois  forces  ren- 
trent dans  celles  que  nous  avons  prescrites  art  loi. 

a65.  Pour  satisfaire  à ces  conditions,  nous  placerons  l’o- 
rigine des  coordonnées  au  point  C , et  nous  représenterons 
par  N la  force  normale  qui  forme  des  angles  et  et  C avec  les 
axes;  par  F le  frottement  qui  forme  des  angles  m et  C'  avec 
les  mêmes  axes,  et  en6n  par  h le  rajon  du  cylindre,  qui 
est  censé  être  à peu  près  le  même  que  celui  du  trou  dans 
lequel  on  adapte  le  levier.  A l’égard  de  R, qui  est  la  troisième 
force  , nous  désignerons  par  X et  par  Y ses  composantes 
dans  le  sens  des  x et  dans  celui  des  et  par  r la  perpen- 
diculaire abaissée  du  point  C sur  la  direction  de  cette 
force. 

Cela  posé,  la  condition  de  l’art.  loi  , qui  exige  que  la 
somme  des  composantes  dans  le  sens  des  x soit  égale  à zéro, 
revient  à dire  que  l’une  des  composantes  de  ces  forces  est 
égale  à la  somme  algébrique  des  autres  ; par  conséquent  j 
en  prenant  N cos  m pour  cette  composante  , noua  devrons 
avoir 

N cos  « = X-^Fcosa  . . . (i33).- 

Par  la  même  raison,  les  composantes  dans  le  sens  des  y pous 
fourniront  l’équation 

NcosC=Y-f FeosC...  (i34); 

enfin  la  troisième  équation  d’é({uilibre , qui  est  celle  du 
moment , nous  donnera 

Rr=FA...  (i35), 

et  deviendra,  en  mettant  pour  F sa  valeur  donnée  par 
l’équation  (128), 

Rr=N/X...  (i36). 
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266.  Avant  que  de  faire  usage  des  équations  ( 1 33  ) et 
(i34),  remarquons  qu’une  seule  des  quatre  quantités  an- 
gulaires sin  a , cos  a , sin  a',  cos  <t',  qui  entrent  dans  ces 
équations , sufllt  pour  déterminer  toutes  les  autres.  En  effet, 

Fig.i38.  l’angle  yCx  (fig.  i38)  des  coordonnées  étant  droit,  nous 
avons 

cos  6 =3  sin  a\ 

d’un  antre  côté  , si  l’on  mène  une  parallèle  FK  à CB 
Fig.  13g.  (fig.  139),  nous  aurons 

BFH  = BFK-|-KFH; 
ou 

' a'  = 1 00"  + a ; 

par  conséquent 

cos  a'  = cos  1 00  cos  a — sin  100.  sin  <t  = — sin  a , 
cos  6'  ou  sin  0.' = sin  100  cos  a -f- sin  a cos  100  = cos  a. 

Au  moyen  de  ces  valeurs  de  .cos  C , de  cos  a'  et  de  cos  C , 
les  équations  (i33)  et  (»34)  deviennent 

N cos  a = X — F sin  a j / o \ 

. Nsina  = Y-l-Fcosa 

267.  Ces  équations  subissent  encore  une  autre  modifica- 
tion si  l’on  fait  attention  que  le  frottement  exercé  sur  le 
point  m est  proportionnel  à la  force  normale  IV,  qui  presse 
ce  point  contre  le  cylindre,  ce  que  nous  avons  esprimé 
]iar  l’équation  (128);  par  conséquent,  nous  pourrons  rem- 
placer F par  Nydans  les  équations  (137),  qui  nous  don- 
neront pour  les  valeurs  de  X et  de  Y, 

X =:  N cos  a + N/sin  a t _ 

' Y=Nsin«  — N/cosaJ  " 

mais  X et  Y étant  les  composantes  d’une  force  II , ou  a 
entre  ces  forces  la  relation 
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R*  = X*  + Y. 

Mettantl,  dans  cette  équation,  les  valeurs  de  X et  de  Y, 
que  nous  venons  de  trouver,  nous  obtiendrons 

R*  = N*  (sin*  » + C08*  «)  ■+  N*ÿ^  (sin“  a + cos*  «) , 

équation  qui , parce  que  la  somme  des  carrés  des  sinus  et 
des  cosinus  est  égale  à l’unité,  se  réduit  à 

R*  = N*  (!+/•)...  (.39). 

Substituant  dans  l’équation  ( i36)  la  valeur  de  R tirée  de 
cette  dernière,  nous  obtiendrons 


r 


■/7» 

v/i  +/*■" 


(,40). 


Cette  valeur  de  r est  toujours  moindre  que  h,  parce  que 

f 

le  dénominateur  de  la  fraction  — surpasse  évi— 

ï/i-h/* 

demment  son  numérateur;  mais  h étant  le  rayon  du  cy- 
lindre, il  suit  de  là  que  l’équilibre  n’est  possible  que  lorsque 
la  distance  r du  point  C à la  résultante  est  au  - dessous  de 
ce  rayon.  Dans  ce  cas,  on  voit  que  la  direction  de  celte 
résultante  coupe  nécessairement  le  cylindre.  Cette  condi- 
tion , sans  laquelle  l’équilibre  du  levier, par  le  frottement, 
est  impraticable,  ne  suffit  pas  encore;  car  il  faut  en  outre 
que  r n’ait  point  d’autre  valeur  que  celle  qui  est  déterminée 
par  l’équation  (139);  autrement  l’équation  des  momens,  sur 
laquelle  cette  dernière  repose,  n’aurait  pas  lieu. 

268.  Nous  ferons  remarquer  ici  que  cette  équation  des  mo- 
mens  exprime  implicitement  la  condition  que  le  frottement 
doit  faire  équilibre  à la  résultante  de  toutes  les  forces.  En 
effet,  décomposons  la  force  R représentée  par  AB  (fig.,i4Q)  F»g.i4o. 
en  deux  autres,  l’une  AC  dirigée  au  point  C , et  l’autre  dans 
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Fig.^4<*-  le  sens  de  la  tangente  AF.  Il  est  évident  qnela  première  se- 
rait détruite  par  le  point  fixe  C , et  qu’il  ne  resterait  que 
la  composante  AD,  qui  devrait  par  conséquent  faire  équi- 
libre à la  force  F,  qui  agit  suivant  la  même  tangente,  ce 
qui  exigerait  que  AD  fût  égal  à la  force  F,  et  agît  en  sens 
contraire.  Or,  c’est  ce  que  nous  dit  notre  équation  des 
momens  ; car  en  menant  les  perpendiculaires  CI  ==  r et 
AL  = a , les  triangles  rectangles  ABL , BCI , qui  ont  un 
angle  commun , sont  semblables , et  donnent  la  proportion 


on 

donc 


AL  : AB  Cl  : BC, 
A : R r ; AD; 
Rr=  AD.A. 


Substituant  cette  valeur  dans  l’équation  (i35),  et  divi- 
sant par  A,  on  trouve 

AD  = F. 

t 

On  peut  aussi  di'tenniner  le  rapport  qui  existe  entre  la  puissance 
et  la  ri^istance.  Pour  cela , nous  modiüerons  de  la  manière  suiranie  Ira 
T^nltats  que  nous  avons  obtenus. 

Fig*  li'>  Soient  P et  S la  puissance  et  la  résistance  qui  (flg.  i^i)  forment  entre 
elles  un  angle  S , la  résultants  de  oes  deux  forces  sera  donnée  par  l'éqna* 
tion  (art.  3 1 ) 

R*  = P*  + aP.S  cos  9 + S’. 

Au  moyen  de  celte  valcnr  de  R,  l'équition  (i3g)  devient 

P« -i-aPSeos  9 -i-S’ = ?!•  (i -i-/’). . . (i4i)- 

3yo.  Introduisons  mainten.int  d.ms  cette  cqnation  la  valeur  de  M en 
fonction  de  P et  de  S.  Pour  cet  effet,  abaissons  du  centre  C les  perpen- 
diculaires j>  et  s sur  les  directions  des  forces  P et  S,  le  moment  Rr,  qui 
entre  dans  l'équation  (idii),  se  cliangcra  en  Vp  — Ss  , ou  en  Si  — Pp, 
selon  qnc  l'un  de  ces  momens  l’cmporiera  sur  l'autre,  et  l'équation  (i3C) 
deviendra 

:t(Pp-Ss)  = N>7<; 


% 
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tirant  lie  cette  éqtuuioo  la  râleur  de  K*,  le  double  aigue  diaparah,  et 
l'on  obtient 

•M.  _ (Pp— Sa)* . 

- /.A*  • 

parcooae'quent,  en  aubatituant  cette  râleur  dana  l'e'qnalion  (i4i)i  o»  * 
enfin 

P*  + aPS  coa  9 + S«  = 

Noua  tiniplifierona  ce  réanltat  en  faiianl 

P = S*.  et  (.4a); 

alora  S*  diapatalira  comme  facteur  commun,  et  l'anation  se  réduira  b 
a»  4- «X coa  9+  i = ^ (ps  — a)*. 

On  tire  de  Ib 


a’A*  4-aA*acof  9 4-  A*  = A*  (p't*  — a;»aa  4-  s*)  ; 
fiûaant  passer  toua  lea  termes  dans  le  second  membre,  on  trourc 
(A*/>*  — A*)  a*  — a (psh  4-  A*  cos  9)  s4-  A*r*  — A*  = o; 
et,  en  dirisant  pir  le  coefficient  de  a’,  on  obtient 


»• 


(paA«  4-  A*  coa  9)  , 

* k’p'  — A* 


A*s*  — A* 

l i“=  O. 

k'p'—h* 


La  ralenr  de  a dc'terminée  par  cette  équation , est  le  rapport  de  la  puis- 
sance i la  résistance;  c'est  ce  que  noua  indique  la  première  des  équations 
(■4a);  et  comme  z a deux  râleurs,  il  est  évident  que  la  première  se  rap- 
porte an  cas  où  la  puissance  est  sur  le  point  de  l’emporter  sur  la  résis- 
tance, cas  où,  ayant  A rainorc  le  frottement,  elle  doit  aroir  la  pins  grande 
intensité.  Si  l’on  résout  l’équation , on  trourera 


^ pik'  -f.  A»  cos  9±V^(/)sA»  — A»coi9;‘ — iA»/<‘ — /i')(k‘s‘—li')  - 

k'p'  — h'  ’ 

déreloppant  et  réduisant  la  quantité  qui  est  sons  le  radical,  faisant  pas- 
ser A*  qui  derient  factenr  commun,  en  dclinrs  du  signe,  et  masemblani 
les  termes  qui , Soiu  ce  radical,  sont  multipliés  par  A*,  on  obtiendra 


psi'  -f-  A*  rt>s9  ± A 4/A>(/»«  -(-  Jtpt  cm  9 -t-  J — A*  ( I — rns  9’) 

k'p'  — A* 


» 


Digitized  by  Google 


) 


ï 54  STATIQUE. 

obtemnt  que  i — ro§  fi*  = $in  9*,  ot  mcUant  la  valeur  des,  oa  auia 
enfin 

P ptfi'  + A*  co«  9 ± /»  V^X»  (p*  + ap»  CO»  9 + »•)  — A*  lin  9* 

S A’/»*  — A» 

371.  Si  le  rayon  du  cylindre  est  tri»  petit , on  pent  négliger  son  carré 
h',  et  notre  équation  sc  réduit  i 

P _ * ^ E V(J>'  -h  'tps  CO»  9 -f-  J*) 

B~p~  V 

Si  1rs  perpendiculaires  p et  » abaisaér»  du  centre  C sur  Ica  direction»  de 
la  puissance  et  de  la  résistance,  sont  égale»,  on  tombera  dan»  le  rat  de 
la  poulie;  et  si  l'on  néglige  toujours  A*,  on  trourera 

6 ' kp  ' ^ 

0^9.  Enfin , si  la  puissance  P et  la  résistance  S ont  des  diiections  paral- 
lèles . on  a 9=0,  d’oii  l’on  déduit 

sin  9 = 0,  et  cos  9 = i ; 

cette  dernière  valenr  change  l'équation  (t43)  en 

P _^aA 

S-^-Tp 

Du  principe  des  vitesses  virtuelles. 

Le  pnnci[>e  des  Titcsseâ  virtncllet,  dccoQTcrt  par  Galtlce,  et  doiH 
Jciin  Bcmouillt  et  Lagrange  ont  fait  ftcniir  tome  la  fécondité,  peut  être, 
dans  <Ie  ccruins  cas  , d'une  très  grande  utilité  pour  mettre  un  pro> 
bl^nie  de  Statifjue  en  cqnation.  Lagrange,  qui  Ta  pris  pour  base  de 
sa  Mécanique  analytique , le  reganlc  comme  si  essentiel,  qu'il  pense  que 
tous  les  moyens  généraux  que  Ton  peut  employer  pour  la  solution  des 
problème^  qui  conccincnt  réquilibre,  ne  sont  que  des  .ipplicaiions  plut 
ou  moins  directes  de  ce  principe. 

On  entend  par  vitesse  virturllc  le  chemin  que  décrirait  le  point 
d'application  m d'une  force,  si  l'équilibre  était  inliniroent  peu  trouble. 

1^3.  Ainsi,  en  suppiisuuc  que  le  point  d'application  m ( fig.  i4^  ) d’une  force 
P,  P <r  un  dersingemi-nt  instantané,  vienne  en  n,  la  petite  ligne  mn  qu'il 
décrira  scia  la  vitesse  virtuelle  de  la  furcc  P. 

Q7fi.  Le  XDoment  de  cctle  vitesse  virturlle  n’csi  pas  le  pio  luit  de  P par 
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la  petite  liRoe  mn,  maie,  inivanl  Paccepûon  que  lui  donne  Galilée,  cat  Fig.  l4*« 
le  produit  de  P par  la  viteiae  Tirtuelle  evalnce  dana  le  sena  de  P,  c'eat-li> 
dire  eat  le  produit  de  P par  la  projection  ma  rie  mn  aur  la  direction 
de  P. 

Nommona  p cette  projection  , le  produit  Pp  aéra  donc  ce  que  Galilée 
appelle  le  moment  de  la  force  P;  on  voit  que  le  mot  de  moment  eat  pria 
ici  dana  une  acception  tonte  difierente  de  celle  qn’on  hii  donne  ordinai- 
rement. , 

Le  principe  dea  viteaaea  virtoellea,  comme  on  va  bientAt  la  démontrer, 
conaiale  dana  l'égalité'  b léro  de  la  comme  de  cea  raomeru  d'im  nouvean 
genre,  de  aorte  que  ai  P,  P',  P",  etc.  , aont  différentea  forces  appliquée* 
i un  ayatime , et  p,  p'.  p“,  p*,  etc. , lea  projectiona  de  leurs  viteaaea 
virtnellea,  aur  lea  directiona  de  cea  forcea,  on  doit  avoir 

Pp  + Fp'  -I-  P*p'  + P*p*  ■+■  etc.  =0.  . . (i44). 

Maia  il  eat  k observer  que  ai  quelqu'une  dea  projectiona  p,  p',  p*,  etc. 
tombait  sur  le  prolongement  mh  (fig.  i43)  de  la  force  P applicpiée  en  m,  Fig.  <43. 
cette  juojection  serait  négative;  et,  comme  les  forces  P, F,  P*,  etc., 
aont  toutes  censées  positives,  art.  ij,  le  moment  qui  appartiendrait  k 
cette  projection  négative  serait  donc  anui  négatif  ; c'est  ce  que  noiu 
exprimerons  en  sons  entendant  que  l’équation  ( i44l  *c  compose  de 
la  somme  algébrique  des  produits  Pp,  P'p'i  Fp",  etc. 

576.  Nous  allons  d'abord  démontrer  le  principe  des  vitesses  virtuelles, 
dans  le  cas  oü  plusieurs  forces  aont  appliquées  k un  même  point.  Pour 
cela,  soit  P la  résultante  d’un  certain  nombre  de  forces  F,  F,  F,  etc., 
appliquées  au  point  m (Gg.  i4i),et  rlont  les  distances  respectives  sont  Fig-<44* 
invariables  ; ai,  par  l'effet  d'un  dérangement  instantané,  le  point  m est 
transporté  en  n ,1a  ligne  mn  étant  infiniment  petite,  pourra  être  regardée 
comme  droite.  Plaçons,  dana  sa  direction  l’axe  des  x,  et  nommons  *, 

«•,  etc. , les  angles  que  les  forces  P , F,  P",  P*,  etc. , font 
avec  cet  axe,  nous  aurons,  puisqu'il  j a équilibre, 

P coa  « -f.  F coa  «'  -f-  P*  coa  «*  -f-  F cos  «•  -f.  etc.  = o ; 

multiplions  tous  lea  termes  de  cette  équation  par  la  droite  mn , que 
nous  représenterons  par  s,  cette  équation  deviendra 

Pseoaa  -f-Fseoa  «'-1-  P"s  coa  a"  -f-  F*  coa  a* etc.  =0. . . (i45). 

Or,  il  est  évident  que  a coa  • ou  mn  coa  noi/;'n'cat  autre  chose  que 
la  petite  ligne  m/,  projection  de  mn  sut  la  direction  de  P.  Donc  xcosn 
est  la  <;uantité  que  nous  sommes  convenus  de  designer  par  p,  lorsque 
nous  avons  ileiini  les  vitesses  virtuelles.  Ce  que  noua  disons  de  P pou- 
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Fî«..<4.  Tant  s'appliquer  box  antres  forces , il  nous  est  permis  de  remplacer  le» 
pradnils  t cns  A',  x cos  zcos»*,  par  les  projections  {/,  p“,  p*,  etc., 
des  riiesscs  virtnelles  snr  les  directions  de  ces  forces , et  de  changer  l’é- 
quation (iijS)  en  celle<i , 

PpH.Fp'4.P*p*-f.P-p*-|.etc.=Oi 

ce  qui  montre  qne  le  principe  des  Titesses  Tirtoelles  est  Trai  dans  le  cas 
de  plusieurs  forces  appliquées  & un  point. 

977.  Le  cas  le  plus  général  do  principe  des  Titesses  Tirtnelks  est  celui 
de  plusicnn  forces  P,  P',  P",  P*,  etc. , appliquées  k differens  points 
d'on  corps  ou  système  de  corps;  ces  points  conservant  toujours  entre 
enx  les  mêmes  distances , peuvent  être  regardés  comme  liés  les  uns  aux 
autres  par  des  droites  inUriibles.  Avant  que  de  nnns  occuper  de  l'état 
général  du  système,  lorsque  son  équilibre  a été  infiniiucnt  peu  troublé, 
considérons  seulement  l'une  de  ces  droites  inflexibles  mm'  au  momeut 
oh , par  une  légère  impulsion  donnée  au  système , le  point  m vient  en 
n.  Dans  cette  circonstance , l'autre  extrémité  m'  de  cette  droite  cban- 
F'"  i45  position , et  se  transportera  au  point  n',  qui  pourra  être  au- 

^ * dessus  de  la  droite  mm'  (fig.  i45)',  ou  .'lu-dessous  (Gg.  i46);  soppo- 
' sons-le  d'abord  au-dessus,  la  droite  mm',  dans  sa  nouvelle  position  , 
fig,  147.  sera  donc  représentée  par  nn'  (fig.  147) , et  alors  les  droites  mn  et  m'n' 
seront  des  qnantiu's  infiniment  petites  k l'égard  de  mm'  et  de  nn' , 
puisque,  par  hypothèse,  le  dérangement  du  système  est  imperceptible. 
Cela  posé , si  par  les  points  m et  n'  on  mène  une  droite  mn',  comme 
le  cAtc  m'n'  rst  infiniment  petit , il  en  sera  de  même  de  l’angle  n' mm' 
qni  lui  est  opposé  dans  le  triangle  mm'n'  j donc  l'arc  n'a  qui  en  est  la 
mesure  sera  censé  rectiligne.  Or,  cet  arc  ayant  été  décrit  avec  le  rayon 
Fig.  148.  prend  ffig.  148)  mb  = ma,  l'angle  bn'a  sera  droit,  comme 

appnyé  snr  le  diamètre,  et  pourra  être  remplacé  par  l'angle  mn'a.  Kn 
cifet,  puisque  l'angle  n'ma  est  infiniment  petit,  il  en  sera  de  même  de 
la  somme  des  angles  b et  bm'm  qui  est  éqnir.ilcntc  h n'ma  ; donc  l'angle 
mn'a,  qui  ik  diffère  de  l'angle  droit  que  de  l'angle  infiniment  petit  èn'm, 

Fig.  147. 

pent  être  regardé  comme  droit.  Cela  posé,  le  triangle  mn'a  (fig.  147) 
ayant  un  angle  commun  avec  le  petit  triangle  rectangle  n'ia  loi  sera 
scmblaUe,  et  l'on  aura  la  proportion 

ma  ; n'a  " n'a  T la. 

Or,  n'a  étant  infiniment  petit  k l’égard  de  mn  , il  en  est  de  meme  de 
la  .k  l'éganl  de  n'a  ; et  comme  n'a  est  nn  infiniment  petit  dn  premier 
ordre, fa  en  sera  un'dn  second.  (KUm.  de  Calcul  différentiel , p.  ilc).) 
On  peut  négliger  la  et  regarder  mn'  comme  étant  égal  k m/,on  aura  de 
la  sorte , 


Digitized  by  Googlc 


Dü  PBIKCIPB  DES  VITESSES  VIBTUEIXES. 


iS'J 

mn'  !3  mm'  m'/.  Fig-  •4"' 

Par  un  meme  raiaonnemeni,  on  pronverait  que  li  fin  point  n'prii  pour 
cenire  on  tlccrlt  avec  le  rayon  n'm  l’arc  ma',  on  doit  avoir 

mn'  s=  nn'  + nh;  ' 

Ici  premier!  membres  de  ces  liqualions  c'tant  les  mêmes,  on  obtient 
mm'  + m'I  = nn'  + nh  ; 

mois  la  droite  mm'  étant  inextensible,  doit  conserver  la  même  ioDt;oenr 
dans  sa  nouvelle  position  : les  droites  mm'  et  nn'  sont  donc  égales , et  en 
les  supprimant  de  l'équation  précédente,  il  restera 

m'I  = nh. 

D’un  autre  cûic,  les  droites  nn'  et  mm' doivent  être  regardées  comme 
parallèles,  puisque  si  elles  se  rencontraient  en  un  point  O (lig.  i4y),  on  Fig. 
aurait  un  triangle  m'On'  composé  de  deux  eûtes  Huis  et  d'un  eâté  m'n' 
inlinimcnt  petit;  d'où  il  suit  que  l'angle  O serait  aussi  inliniment  petit, 
c'rst-il-dirc  nul.  Il  résulte  de  ce  qui  précède,  que  si  l'on  abaissé  la  per- 
. ptndiculaire  nk  sur  le  cûté  mm'  (fig.  i^'),  on  aura  . Fig.  t^y* 

nh  = mk  ; 

substituant  cette  valeur  de  nh  dans  l’équation  ptécéJente,  on  obtiendra 
m'I  = mk , 

ce  qui  prouve  que  li-s  projections  mk  et  m't  des  vitesses  virtuelles  mn  et 
m'n'  des  points  m cl  m'  sont  égaies. 

378.  Supposons  maintenant  que  lorsque  le  point  m (Gg.  i5o)  est  trana- 
porté  en  n , l'extrémité  m'  tombe  en  un  point  n'  qui  soit  au-dessous  de* 
la  première  position  de  mm'.  On  pronverait,  comme  dans  le  cas  précé- 
dent , que  l’angle  o est  iuGniment  petit , et  que  par  conséquent  les  pro- 
jertioni  0/  et  oh  ne  di&lrent  pas  de  on'  et  de  on , ce  qui  donnerait  les 
moyens  d’établir  ces  équations , 

on'  Ts  om'  -f-  m't , on  = om  — mh  •, 
on  tronve  en  les  ajoutant, 

on'-h  on  = om'+  om  + m't  — mhf 

ou  , comme, la  Ggure  i5o  nous  le  montre,  pig,  |5o. 

' nn'  = mm'  + mft  — mh , 

et  en  transposant,  on  obtient 

nn'  + mh  = mm'  -f-  m'/  ; 
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Fig.  i5o.  supprimant  les  parties  égales  nn  et  mm',  il  reste 

nih  = m7 , 

ce  qui  pronve  eneorc  que  1rs  prujcctious  sont  égales. 

379.  il  est  i observer  que,  dans  le  premier  eomme  dans  le  second  cas, 
1rs  deux  projrci  ions  tombent , l’une  sur  la  direction  de  mm,  et  l’autre  sur 
son  prolongement,  et  doivent  par  conséquent  être  de  signes  contraires. 
F'g-  Cela  résulté  imm^diatenjcnt  de  Pinspection  des  figures  147  et  i5o,  et 
et  i5o.  Too  sait  <]ae  cela  défait  dire;  car  si  les  deux  projections  tombaieoi  sur 
mm'f  U laudrait  que  nn'  fût  plus  court  que  ce  qui  est  impossible* 
d'apics  notre  supposition  que  mm*  est  une  droite  inextensible.  ' 

Fig  l45<  pnfcède,  que  si  l'on  considère  mm'{fig.  i4^» 

comme  une  force  qui  agit  sur  les  points  m et  et  qu'on  n’prcsente  par 
(mm')  cette  force , par  m et  par  y les  projections  des  f itesscs  virtuelles  mn 
et  m'n'  des  points  m et  m',  suivant  la  direction  de  mm'  on  devra  avoir 

et  par  conséquent 

(mm'}  y -f*  (mm'}  y' 

ce  qui  montre  qu'en  considérant  une  droite  inflexible  comme  une  force 
qui , par  scs  extiemiu's,  fait  èquilüirc  h d'autres  forces,  la  somme  des 
moment  des  vitesses  virtuelles  de  ses  points  extrêmes,  piis  dans  le  sens 
que  lui  donne  Galilce , est  cgalc  li  zéro. 

' x8i . Au  moyen  de  cette  proposition,  il  est  facile  maintenant  de  dé- 
montrer  le  principe  des  vitesses  virtuelles , |>our  le  cas  d'un  système  quel- 
conquede  forces  appliquées  h differetis  points. 

Fig.iSi,  *®'*>  •“'*"*  P.  P'i  P“i  P*i  CIC.  (Gg.  j5i),  dISërenle*  force»  .ip- 
. pliquées  aux  point»  m , m',  m",  m",  cic.  ; ti  l’on  imagine  que  cc»  [mima 
(oicnl  liés  entre  eux  par  des  droites  inflexible»  , ces  droites  pourront  être 
regsrdées  eomme  de»  forces  qni  agiront  sur  les  points  ni,  m',  m",  m",  etc  ; 
alors,  en  désignant  ce»  forces  par  {mm')  , par  {m'm"),  par  (ni"m*),  etc,, 
l’eqoilibrc  sera  maintenu 

au  point  m par  le»  force»  (mm'),  (mm"),  (mm")  et  P, 

au  point  m'  par  le»  force»  (m'm),  (m'm''),  (m'm")  et  P', 

au  point  ni"  par  le»  forces  (m"m),  (m"m'),  (m"m")_  et  P", 

au  point  nr*  par  les  forces  (m"m),  (m"m'),  (nr^m")  et  P*. 

Kous  pourrons  donc  établir  pour  cbacnn  de  ces  cqnilibrcs  l’équation 
tics  iiiomens  (fatih  fns  tju’on  a démontrée  art.  276  J mais,  avant  de 
ptoeéder  h cette  opération , convenons  de  désigner  par  v la  projection 
de  l'nnc  quciconqno  des  vitesses  virtuelles  ries  points  m,  m’,  ni",  etc.,  et 
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«le  placer  toojonn  ce  signe  k cAle'  de  celai  da  point  dont  il  repri!scnte 
la  vitesse.  Par  là , on  ne  ponrra  jamais  eircr  su;  la  valenr  de  i>.  Par 
exemple,  dans  le  moment  t>  se  rapportera  an  point  m',  tandis 

que  s>  te  serait  rapport)!  an  point  m*  si  nous  eussions  écrit  ainsi  ce  mo- 
ment, V De  cette  maniire,  v représentera,  siins  qu’on  s'y 

meprenne,  des  qntnlil<!s  qui  pourront  ^ire  ligales  on  diRerenles , selon 
que  les  projections  des  vitesses  virtuelles  tomberont  sur  la  direction  d’nne 
m^me  droite  , ou  appartiendront  h des  droites  diSerentes. 

aSa.  An  moyen  de  cette  convention , et  d’apris  ce  qni  pt^cMe,  nons 
pouvoiu  maintenant  tftablir  les  liquations  des  vitesses  virtuelles  qui  ap- 
partiennent à ces  dilTerens  poinu , nous  avons  donc , art.  ayG , 

pour  le  point  m,  Pp  ■+-t<(mm')  -f-i'(mnt')  -hi'(mm*)  =o, 
pour  le  point  m',  P'p'  -h  + if  (ni'm)  =o, 

pour  le  point  m*,  P'p"  + •+■  t>  {m“ m")  ^ n , 

pour  le  point  m*,  P*p*  -+•  i»  -1-  v {rnTm')  -t-  v = o ; 

ajoutant  ensemble  ces  équations,  noos  en  rifdairons  la  somme,  en  ob- 
servant que  les  momens  qui  appartiennent  à nne.mdme  droite  se  de'trui- 
sent.  Nous  effacerons  donc  v{mm')  de  la  première  ligne,  en  m4me 
temps  ipie  v[m'm)  de  la  seconde;  en  continoant  cette  operation,  nous 
trouverons  que  tous  les  termes  affecte's  de  v se  diitraisent , et  il  ne  restera 
qne 

Pp + P'P'!+ P*P"  + P'p* = o. 

âi  l'on  avait  nn  plus  grand  nombre  de  forces,  la  difmoostration  serait  ab- 
•olnroent  la  même. 

aS3.  Pour  donner  nn  exemple  de  la  manière  dont  le  principe  des  vi- 
tesses virtuelles  peut  nous  faire  de'couvrir  les  conditions  de  l'équilibre 
d'nne  machine , supposons  qu'on  ignore  le  rapport  de  la  puissance  à la 
résistance  dans  le  levier,  et  qu'on  en  veuille  déterminer  la  valeur.  On 
observera  d'abord  que  puirqnc  nous  n’avons  que  deux  forces  P et  Q,  l'ii- 
quation  des  vitesses  virtuelles  se  réduit  dans  ce  cas  à 

Pp-+-P'p'=o.‘ 

Cetle  équation  n’a  de  sens  que  lorsque  P'p'  est  négatif,  et  qne  l’on 
a par  conséquent 

Pp  = P'p'...  (i46). 

Cela  pose,  eberebons  ce  qu’expriment,  dans  le  levier,  les  quantités  p 
P'- 

Soient  donc  C le  point  d'appui  (Ug.  l5a}  et  mm'  le  bras  ilu  levier  qui , tlg.  iSa 
éuni  sorti  de  sou  état  d’équilibie,  a pris  la  position  nn'  les  angles  op« 
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poicf  ao  somaict  en  C diant  dgaox  , Ira  arc*  mn  et  n/n'  qoi  Ira  mesu- 
tenturont  {yroportionnels  aux  rajrona,  et  l'on  aura 

mn  I m' n' l’.  Cm  X Cm' . . . (i47)* 

Or,  ai  par  Ira  poiou  n et  n'  on  mène  des  pctpeudicolaim  nrel  nV  rar 
ks  directions  dn  forces  P et  P',  nous  anrons 

mr  = p,  /7»V  = p'j 

mais  en  regardant  les  arcs  inCuiment  petits  mn  et  m'/i'  comme  des 
lignes  droites,  les  triangles  mm,  m'/n'  rectangles,  par  construction  en 
r et  en  r',  seront  semblables  ; car  les  triangles  isocèles  mCn , n/iW,  don- 
nent 

angle  nmC  angle  n'm'C  : 

si  l’on  retranche  ces  angles  tgaax  dos  angles  droits  rmC , /m'C,  il 
restera 

angle  rmn  — angle  /min'. 

Donc  Ira  triangles  rectangles  rmn , r'm'n'  étant  alors  semblables , don» 
neni  la  projiortion 

mn  X m'n'  ; J mr  ; irsV, 
on 

mn  : m'n'XX  P ’ p' i 

donc  , en  vertu  de  la  proportion  (t4n) , on  a 
Cm  : Cm'  ’.lpXp'. 

Mais  on  tire  de  l’équation  (146)  des  inomens 

P : p'  ::  P'  : P i 

donc , en  com  parant  ces  deux  proportions , il  vient 
Cm  X Cm'  ::  P':  P, 

c’rst-k-dire  que  les  bras  de  levier  doivent  être  en  raimn  inverse  des 
forces. 

Propriété  du  centre  de  grapiti  d'être  en  général  le  plus  haut 
ou  le  plus  bas  possible j lorsqu'un  système  de  corps  est  en 
équilibre. 

084.  Soient  m , m',  m"  les  centres  de  gravité  de  diHViens  corps  liés 
entic  eux  d’une  manière  invariable  t abaissons  de  ces  points  des  per- 
pendiculaires s , i',  s",  etc. , sur  le  plan  des  x , que  nous  suppose- 
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rotu  Lorizontal , ce  «ern  laivant  lc«  direction*  de  ce*  perpeadicniaire* 
^agiront  les  poids  P,  P',  P , etc.  , d^  ce»  corps,  qu’on  regaidcra 
comme  suspendu»  an*  poinu  m,  m',  m",  m",  etc.  Si  * est  l’ordonnée 
dn  centre  de  gearité  de  la  totalité  du  système,  on  aura,  art.  i66, 

_ _Pe  + PV-»-PV  + etc. 

P + P -+-?'■  + etc.  • 

Quand  le  système  de  corps  cli.tngc  de  position,  et  que  * devient  a-t-A 
on  s — A;  l’accioisscmcnt  de  z influe  sur  les  autre»  ordonnées  a',  a*, 
*•  eic-,  parce  que  les  points  w,  m',  m',  m”,  etc.,  étant  invaiiable- 
ment  lié»  entre  cui,  s ne  peut  subir  un  changement  sans  que  a',  a", 
a f clc. , n en  éprouvent  aussi  un.  Cette  dépendance  mutuelle  de  ce» 
ordonnées  est  ce  qu'on  exprime  en  disant  que  a',  a*,  a",  etc.  , sont 
des  fonction»  de  *.  Quoiqu’en  général  nous  en  ignorions  la  loi  qui 
dé|iend  du  système  de  corps  que  l'on  considère , nous  pouvons  repre’- 
senter  l’équation  précédente  par 

. _ Pa  + P'a»  -f.  P«Fa  -f.  etc. 

' P + F-KP'  + etc.  ■ 

Or,  si  l’on  demande  quelle  valeur  doit  avoir  l’ordonnée  a,  du  centre 
de  gravité  du  système,  pour  qu’elle  soit  la  plus  grande  on  la  plu»  pe- 
tite possible,  on  sait  par  la  méthode  de»  maxima  et  minima,  riue  si 
cette  valeur  existe,  elle  doit  correspondre  è celle  de  a,  qui  devrait  être 
déterminée  par  l’égalité  & zéro  de  la  differcnüclle  du  second  membre  de 
l'équation  piécédentc. 

Il  faudrait  donc  que  l’on  eât 


on  plutôt 


Vdz  -f-  P'rfea  -J.  P"<iF»  -f-  etc.  = O, 
Vdz  -f-  PW  -t-  Vdz"  + etc.  = O. 


Nous  allons  voir  que  cette  équation  est  nécessairement  satisfaite  d’ellc- 
méme,  lorsque  l’état  d’équilibre  du  système  est  inliniment  peu  troublé. 

En  effet,  quand  les  centre»  de  gravité  m,  m',  m",  etc.,  changeant  de 
place,  viennent  en  des  point»  n,  n',  n“,  etc.,  le»  chemin»  parcouru» 
sont  mn , mV,  m"n“,  etc.  Par  conséquent , si  l’on  projette  ce»  chemin» 
sur  les  direction»  primitive»  r,  z",  etc.,  de»  force»  P,  P',  P",  etc., 
on  aura  les  vitesse»  virtuelles  évaluée»  suivant  les  direction»  de  ce»  force*'. 

Or,  en  considérant  la  première , on  voit  que  mh  (Fig.  1 54) , projection  de  Fig  1 54. 
mn  sur  *,  est  égal  à nk  qui  est  l’accroissement  que  s a reçu  en  vertu  du 
dérangement  survenu  rlans  le  système,  accroissement  qui,  suivant  le  cas, 
sera  positif  ou  négatif.  Par  conséquent  on  aura  donc,  abstraction  faite 
de»  isigoes,  p — tfz  ; en  appliquant  la  même  considération  aux  autres  or- 
Èlém.  de  Mécaniqiu.  1 1 
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données,  il  sait  de  IA  (}ue  la  diScrenüelIe  Vdx  + P'i/e'-f»  P"</a*,  etc.  , 
est  la  même  chose  que  Ÿp-^V*p'-\-  V“p“  etc.  ; et  comme  celte  quan- 
tité'est  égale  à zéro,  d’aprci  le  principe  des  vitesses  virtuelles,  on  doit 
donc  avoir  également 

Vdz  P'dz' P'Jî*  -f.  etc.  =r  o , 

et  par  coiiséqiiciit  </z,  = o,  ce  qui  montre  qu’en  général  le  centre  de 
gravité  est  le  plus  haut  ou  le  plus  bas  possible,  dans  un  sjsiimc  en 
équilibic.  Je  dis  en  général,  parce  que  l'un  sait,  que  la  condition 
dz,  = 0,  ne  suffit  pas  toujours  pour  delcnnincr  une  limite. 


riN  DE  LA  STATIQUE. 


Digilized  by  Google 


SECONDE  PARTIE. 


DYNAMIQUE. 


De  la  loi  d’inertie. 

a85.  La  Dynamique,  comme  nous  l’avons  vu,  est  la  partie 
de  la  Mécanique  où  l’on  traite  du  mouvement  des  corps. 
Mous  établirons  d’abord  en  principe  cette  loi  de  la  nature, 
que  tout  corps  doit  rester  dans  ton  état  de  repos  ou  de 
mouvement,  à moins  qu’une  Ibrcc  étrangère  ne  l’en  fasse 
sortir.  Cette  indifférence  de  la  matière  au  mouvement  comme 
au  repos,  est  ce  qu’on  appelle  son  intrtie.  C’est  cette  force 
d’inertie  qui  fait  qu’un  corps  frappé  par  un  autre  résiste 
d’abord  à son  impulsion  avant  que  d’absorber  une  partie 
ou  la  totalité  de  sou  mouvement.  C’est  encore  en  vertu  de 
'cette  force  d’inertie  qu’un  corps  qui  a reçu  une  impulsion 
primitive  doit  se  mouvoir  en  ligne  droite  d’une  manière 
uniforme , si  aucun  obstacle  ne  s’oppose  à son  mouvement  *, 
car  il  n’y  a pas  de  raison  pour  qu’il  se  meuve  d’un  côté  plu- 
tôt que  de  l’autre,  ni  qu’il  accélère  son  mouvement,  ni 
qu’il  le  ralentisse.  A la  vérité,  ne  connaissant  pas  la  nature 
de  la  force  d’impulsion,  nous  ne  savons  ]ias  si  elle  ne  tendra 
pas.à  s’altérer  dans  le  mobile;  aussi  ne  donnons-nous  cette 
loi  de  l’inertie  que  comme  un  résultat  qui  nous  est  offert 
par  l'expérience  et  l’analogie. 

Si  nous  ne  voyons  pas  le  mouvement  se  perpétuer  ainsi 
dans  les  corps,  c’est  qu’il  est  continuellement  altéré,  soit 
par  la  résistance  des  milieux , soit  par  la  gravitation , soit 

Il . . 
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par  d’antres  circonstances.  Le  mouTcment  le  plus  simple 
que  l’on  puisse  concevoir,  est  donc  celui  qui  se  fait  en 
ligne  droite , et  qui  agit  d’une  manière  uniforme  ; c’est 
pourquoi  on  a donné  à ce  mouvement  le  nom  de  mouve- 
ment uniforme:  tout  autre  mouvement  porte  en  général  le 
nom  de  mouvement  varié. 

Du  Mouvement  rectiligne  uniforme. 

I 

286.  Il  résulte  de  la  définition  précédente,  qu’un  mobile 
animé  d’un  mouvement  uniforme  doit  parcourir  des  es- 
paces égaux  dans  des  temps  égaux;  d’où  il  suit  que  si  V 
est  l’espace  qu’il  a parcouru  dans  une  unité  de  temps  , il 
décrira  2V  au  bout  de  deux  unités  de  temps,  3V  au  bout 
de  trois  unités  de  temps,  ainsi  de  suite.  Par  conséquent  , 
si  nous  appelons  t le  nombre  d’unités  de  temps  écoulées 
pendant  que  le  mobile  a parcouru  l’espace  e , cet  espace 
sera  égal  à t X V ; de  sorte  que  nous  aurons 

e = yt. 

Telle  est  l’équation  du  mouvement  uniforme.  Le  coefiieient 

est  ce  que  l’on  appelle  la  vitesse;  ou  l’a  ainsi  nommé  , 
parce  que  c’est  de  ce  cocITicicnt  que  dépend  la  rapidité  du 
mouvement  qui  anime  le  mobile. 

En  efiet,  si  un  mobile  M se  meut  n fols  plus  rapide- 
ment qu’un  autre  M',  il  est  certain  que  l’espace  V que  par- 
courra le  premier  dans  l’unité  de  temps,  sera  n fois  plus 
grand  que  l’espace  V'  que  parcourra  le  second  dans  la  même 
unité. 

287.  On  peut  comparer  les  circonstances  du  mouvement 
dans  deux  mobiles  partis  au  même  instant  d’un  point  A , 
avec  des  vitesses  V'  et  V".  Pour  cela,  soient  e et  e"  les  es- 
paces parcourus  par  ces  mobiles , au  bout  des  temps  d et 
d-,  nous  aurons 
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/=VY,  e'  = VV; 

d’où  nous  tirerons 

t'  _ VY 

e*  ~ VY"  ■’ 

ce  qui  nous  montre  que  les  espaces  parcourus  sont  comme 
les  produits  des  temps  par  les  vitesses. 

Si  les  temps  sont  égaux , cette  équation  se  réduit  à 


par  conséquent  les  espaces  parcourus  sont  alors  comme  les 
vitesses. 

288.  Il  est  possible  que  le  mobile  ait  déjà  parcouru 
uniformément  un  espace  £,  avant  que  le  temps  t soit  com- 
mencé ; dans  ce  cas , on  aura  cette  équation  plus  générale 
du  mouvement  uniforme 

« = Vf. 

289.  Au  moyen  de  cette  équation,  on  résoudra  facile- 
ment tous  les  problèmes  qui  concernent  le  mouvement  rec- 
tiligne et  uniforme  des  corps. 

Par  exemple , si  l’on  sait  qu’un  mobile  a parcouru  an 
bout  du  temps  i , un  espace  e , et  que  cet  espace  soit  de- 
venu e"  au  bout  d’un  autre  temps  s",  on  peut  trouver  l’espace 
initial  et  la  vitesse  du  mobile.  En  effet  nous  avons  alors 
les  équations 

e'  = E-f-Vf',  a'  = E+V<*; 

d’où  l’on  déduit 


290.  Nous  résoudrons  encore  ce  problème  : Déterminer 
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Figl54-  en  quel  temps  se  rencontrent  deux  mobiles  M etM'(fîg.  i54) 
partis  au  meme  instant  des  points  A et  B , et  animés  des 
vitesses  V et  V'.  Soit  C le  point  de  rencontre;  les  es|>accs 
parcourus  par  ces  mobiles  seront 

BC  = V/,  AC  = V'f. 

Appelons  b la  distance  AB  de  ces  mobiles;  nous  pourrons 
les  considérer  comme  partis  du  meme  point  A , en  écri- 
vant les  équations 

e = 6-fVs,  e'  = V'r. 

Alors  les  espaces  e et  è seront  représentés  chacun  par  AC: 
ainsi  nous  pourrons  égaler  entre  eux  les  seconds  membres 
des  équations  précédentes  ; d’où  l’on  tirera 

* ~ V'  — V 

991.  Nous  terminerons  ce  qui  concerne  le  mouvement 
uniforme  en  donnant  l’expression  dificrentielle  de  la  vi- 
tesse. Pour  cela  , nous  remarquerons  que  l’espace  e va- 
riant en  même  tcm;)s  que  t,  nous  pouvons  diOiérentier  l’é-' 
quation  e = £ -f-  V t par  rapport  à oes  deux  variables  , ce 
qui  nous  donnera 


La  vitesse  dans  le  mouvement  uniforme  n’est  donc  autre 
chose  que  le  coefficient  différentiel  de  l’csjiace,  pris  par 
rapport  au  temps  ; nous  verrons  bicntél  qu’il  en  est  de 
même  dans  le  mouvement  varié. 
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Du  Mouvement  varié. 

2ga.  Lorsqu’on  mo]>iIe  se  ment  en  ligne  droite  d’une 
manière  quelconque , on  dit  qu’il  est  animé  d’un  moure- 
ment  varié.  Ce  mouvement  comprend  donc,  comme  cas 
particuliers,  tous  les  autres  meuveraens  rectilignes.  Ainsi, 
pour  en  développer  la  théorie , nous  considérerons  en  gé- 
néral un  corps  qui  serait  animé  d’un  mouvement  irré- 
gulier dans  toute  sa  durée.  Ce  corps  n’a  pu  passer  du  repos 
è cet  état  de  mouvement,  que  par  l’action  d’une  force  qu’on 
appelle  la  force  accélératrice.  Cette  force  n’a  point  commu- 
niqué ce  mouvement  irrégulier  au  corps  par  une  seule  im- 
pulsion ’,  car  la  vitesse  transmise  par  une  seule  impulsion 
devant,  en  vertu  de  la  loi  d’inertie,  se  perpétuer  dans  le 
corps , il  s’ensuivrait  que  le  mouvement  serait  uniforme, 
tandis  qu’on  le  suppose  irrégulier.  11  faut  donc  qu’après 
la  première  impulsion,  la  force  accélératrice  en  ait  commu- 
niqué au  corps  une  seconde,  une  troisième,  etc.,  qui  en 
altérant  continuellement  la  vitesse,  lui  aient  donné  le  mou- 
vement irrégulier  qu’il  a.  Ainsi  nous  regarderons  la  force 
accélératrice  comme  une  force  qui  agirait  continuelle- 
meut  sur  le  mobile,  et  qui  varierait  à chaque  instant 
d’intensité. 

393.  La  vitesse  variant  à mesure  que  le  mobile  est 
transporté  d’un  lieu  è un  autre,  on  ne  peut  évaluer  celle 
qu’il  a acquise  en  l’un  des  points  de  l’espace  qu’il  par- 
court, que  par  l’effet  que  pourrait  produire  cette  vitesse 
considérée  comme  devenue  constante  à partir  de  ce  point. 

Ainsi , pour  mesurer  la  vitesse  lorsque  le  mobile  est  par- 
venu en  B (Hg.  i55) , au  lx>ut  du  temps  t,  ou  supposera  Fig. i55. 
que  la_  force  accélératrice  cessant  tout  à coup  d’agir , le 
mobile  se  meuve  d’un  mouvement  uniforme  avec  la  vitesse 
qu’il  a acquise  en  B.  L’espaèe  BC  qu’il  parcourra  dans 
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l’unité  fie  temps  avec  ce  mouvement  uniforme , sera  ce 
qu’un  appelle  la  vitesse. 

On  prend  ordinairement  la  seconde  pour  unité  de  temps. 
D’après  cette  convention,  la  vitesse  du  mobile,  au  bout  du 
temps  t,  sera  donc  l’espace  qu’il  décrirait  dans  la  seconde 
de  temps  qui  succéderait  à t , si  à l’expiration  de  < , la 
force  accélératrice  cessait  de  donner  de  nouvelles  impul- 
sions'au  mobile. 

294.  Cbercbons  maintenant  à déterminer  l’cxpressloa 
analytique  de  la  vitesse.  Pour  cet  eOict , considérons  le 
mobile , lorsqu’à  l’expiration  de  t il  est  arrivé  au  point  B; 
il  est  certain  que  l’espace  parcouru  AB , représenté  par  e , 
devant  être  déterminé  lorsque  t est  donné,  la  variable  e est 
fonction  de  t.  On  peut  donc  regarder  e comme  l’ordonnée 
d’une  courbe  dont  t est  l’abscisse;  par  conséquent  lorsque  t 
devient  e devient  e -f-  de-,  d’où  il  suit  que  l’espace 

parcouru  dans  le  temps  dt , doit  être  de.  Cela  posé , inugi- 
nons  que  lorsque  le  mobile  est  arrivé  en  B,  la  force  accé- 
lératrice cesse  tout  à coup  d’agir  ; le  mobile  continuera  à 
se  mouvoir  avec  la  vitesse  qu’il  a acquise  en  B,  et  par- 
courra dans  l'instant  dl  qui  succédera  à t,  l’espace  infini- 
ment petit  de;  dans  un  instant  suivant  et  égal  .à  dt,  il 
parcourra  encore  un  espace  de  , et  ainsi  de  suite  jusqu’à  ce 
qu’il  ait  parcouru  un  espace  BC  qui  correspondra  h l’unité 
de  temps.  Il  faudra  donc  que  cet  espace  BC  se  compose 
de  de  répété  autant  de  fois  que  l’unité  contient  dt  ; or 

^exprime  ce  nombre  de  fois  que  l’unité  renferme  d/; 

par  conséquent  l’espace  BC  a pour  exprcAion  on 

plutôt  parce  que  la  différentielle’  est  prise  par  rapport 
à t;  et  comme  nous  avons  représenté  l’espace  BC  par  v, 
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nous  aurons,  pour  déterminer  la  ritesse  dans  le  mouve* 
ment  rarié, 


de 


agS.  On  peut  encore  observer  que  l’espace  parcouru  de- , 
puis  l’expiration  de  / étant  (lig.  i54)  Fig.  iS^. 

B6  = de  au  bout  du  temps  dt, 

= ide  au  bout  du  temps  o.dt, 

136*==  Zde  au  bout  du  temps  Zdt, 


BC  = nde  au  bout  du  temps  ndt. 

Comme  le  temps  qui  s’est  écoulé  depuis  que  le  mobile  était 
en  B,  se  trouve,  par  bj’potbëse,  égal  à l’unité  de  temps , 
nous  pouvons  supposer  ndt  = i , ce  qui  nous  donne 


n=~.  Cette  valeur  étant  mise  dans  l’expression  nde  de 

l’espace  v parcouru  dans  l’unité  de  temps,  nous  aurons, 
comme  précédemment , 


(148). 


ig6.  Avant  que  de  cbcrcbcr  l’équution  qui  donne  la  force 
accélératrice , faisons  une  remarque  sur  les  forces.  En  gé- 
néral, une  force  F imprimant  la  vitesse  f à un  mobile,  si 
cette  force  devient  n fois  plus  grande,  elle  communiquera  au 
mobile  une  vitesse  qui  sera  aussi  n fois  plus  grande.  Cette 
proposition  n’est  pas  incontestable , parce  que  la  nature 
des  forces  ne  nous  étant  pas  connue  , nous  ne  pouvons 
afiBrmer  que  lorsqu’une  force  devient  double,  par  exemple, 
la  vitesse  qu’elle  communiquera  au  mobile  sera  aussi  double; 
mais  c'est  un  fait  qui  nous  est  confirme  par  l’expérience  et 
duquel  nous  partirons.  Ainsi , en  adoptant  cette  hypothèse, 
que  les  forces  appliquées  à un  même  mobile  soient  propor- 
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tionnelles  à leurs  vitesses , comme  nous  ne  considérons  que 
les  rapports  des  forces,  il  nous  suffira  de  prendre  celui  de 
leurs  vitesses- 

Nous  chercherons  donc  à mesurer  la  force  accélératrice 
par  la  vitesse  qu’elle  pourrait  imprimer  au  mobile;  mais 
cette  vitesse  variant  à chaque  instant , nous  supposerons 
qu’apres  un  temps  t,  la  force  accélératrice  devienne  tout  à 
coup  constante;  alors  nous  prendrons  pour  mesurer  cette 
force,  la  vitesse  qu’elle  engendrera  dans  l’unité  de  temps 
qui  succédera  à t. 

A la  vérité,  cette  force  accélératrice  constante  imprimera 
an  mobile  une  vitesse  différente  de  celle  que  la  véritable 
force  accélératrice  lui  eût  communiquée  dans  cette  seconde 
de  temps;  mais  c’est  précisément  ce  qui  résulte  de  notre 
hypothèse,  de  ne  considérer  dans  la  force  accélératrice  qilé 
ce  qu'elle  est  à l’expiration  de  t.  Si  des  ce  moment  nous 
la  supposions  variable,  l’elfct  ne  serait  plus  produit  par  la 
force  accélératrice  qui  a lieu  à l’expiration  de  t (*). 

La  définition  précédente  nous  donne  le  moyen  conve- 
nable de  mesurer  la  force  accélératrice;  car  il  nous  fait 
connaître  dans  quel  rapport  varie  l’énergie  de  cette  force 
dans  des  temps  donnés.  Par  exemple,  si  au  bout  des  temps 
/ et  la  force  accélératrice,  devenue  constante,  commu- 
nique au  mobile  , dans  une  seconde  de  temps,  des  vitesses 
représentées  par  les  nombres  60  et  20  ; on  conclura  qu’au 
l)out  du  temps  t son  intensité  est  triple  de  ce  qu’elle 
était  en  - , 


(•)  On  pourrait  rendre  cela  sensible  par  nne  comparaison  , en  répan- 
dant la  force  accclcrairice  comme  un  aimant  qui  varierait  continuelle» 
ment  de  masse  : si  nons  Totilons  juger  de  l'intensité  de  cet  aimant»  su 
bout  d*un  temps  donne,  il  faudra  supposer  que  sa  masse  cesse  de  varier» 
et  mesurer  la  vitesse  qu'il  pourrait  commaniqoer  au  mobile  dans  une 
seconde  de  temps. 
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297 r Pour  déduire  de  notre  définitioa  l’expression  ana- 
lytique de  la  force  accélératrice,  soit  v la  vitesse  acquise 
par  le  mobile  à l’expiration  du  temps  f,  alors  au  bout  du 
temps  la  vitesse  deviendra  t<  + t/i»;  par  conséquent 

du  sera  la  vitesse  communiquée  au  mobile  pendant  le  temps 
dt  : or,  si  à la  fin  du  temps  t la  force  accélératrice  devient 
tout  à coup  constante,  elle  communiquera  au  mobile,  dans 
l’instant  dt  qui  succédera  à dt,  une  vitesse  encore  é(jale 
à dv,  et  ainsi  de  suite;  de  sorte  que  depuis  l’expiration  de 
t,  les  vitesses  communiquées  au  mobile  dans  les  instans  dt, 
2dt,  3dt , etc.,  seront  respectivement  ds>,  7.dv , Zdv,  par 
conséquent  la  vitesse  aerjuise  au  bout  de  l'imité  de  temps 
qui  succédera  â l,  sera  dt>  répété  autant  de  fois  que  cette 

unité  contient  dt.  Ce  nombre  de  fois  étant  exprimé  par 


dv 


il  s’ensuit  que  ^ dv,  ou  plutôt  est  l’effet  de  la  force 


accélératrice  dans  l’unité  de  temps.  Ainsi  en  représentant 
cette  expression  par  9,  nous  aurons  cette  seconde  équa- 
tion du  mouvement  varié. 


• • • • 

En  représentant  la  force  par  l’effet  qu’elle  produit,  nous 
dirons  à l’avenir  que  9 est  la  force  accélératrice. 

298.  On  tire  de  cette  équation 


^dt  =z  dv, 

ce  qui  nous  apprend  que  lorsque  la  force  accélératrice  ç 
est  donnée,  on  peut  obtenir  l’accroissement  dv  de  la  vi- 
tesse V,  dans  l'instant  dt,  en  multipliant  cette  force  ac- 
célératrice par  l’élément  de  temps  dt. 

299.  Enfin,  si  l’on  élimine  entre  les  équations  (i48) 
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et  ( i49)>  OD  aura  cette  troisième  équation  dn  monve- 
ment  varié, 

<fde  — vdv. 


Du  Mouvement  uniformément  varié. 


3oo.  La  force  accélératrice,  par  sa  nature,  imprimant  à 
chaque  instant  une  nouvelle  impulsion  au  mobile,  si  ces 
impulsions  sont  constantes,  le  mobile,  après  le  temps 
acquerra  dans  une  seconde  de  temps,  la  même  vitesse 
qu’après  tout  autre  temps  Représentons  celte  vitesse 
par  g,  nous  aurons 

<P=g‘ 

Substituant  cette  valeur  dans  l’équation 


dp 


on  obtiendra 

dp  — gdt  \ 


intégrant  et  désignant  par  a la  constante  à ajouter  à l’in- 
tégrale , on  aura 


p = a-{-gt...  (i5o)  (*). 


(*)  Voici  comment  on  parrient  encore  h celle  cqoation  : Soit  nn  corpa 
qni,  ctant  en  niouTcmcnt,  a acquis  une  vitesse  a;  s'il  est  tout  k coup 
sollicite  par  une  force  accélératrice  constante  qui  lui  communique  par 
seconde  nne  vitesse^,  la  vitesse  de  ce  corps  sera 

fl  -t-  ^ au  bout  d’une  seconde, 
a an  bout  de  deux  secondes , ' 

n + 3^  au  bout  de  trois  secondes, 

a + ffil  an  bout  de  t secondes; 

<le  sorte  qne  si  noos  appelons  v la  vitesse  que  doit  avoir  le  mobile  ata 
bout  du  temps  t,  nous  aurons 

P = a + ^l. 
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Nous  avons  vu  que  la  vitesse  était  aussi  donnée  par 
l’équation 


V = 


de 

dt' 


si  l’on  élimine  v entre  ces  deux  équations,  on  trouvera 
de  = (a  -J-  gt)  dt  : 

intégrant  on  aura 

e = b + at-\-igt\..  (i5i). 

Suivant  que  g sera  positif  ou  négatif,  le  mouvement  sera 
uniformément  accéléré,  ou  uniformément  retardé. 

Soi.  Si  t est  nul , on  trouve  = e ; donc  b est  l’espace 
parcouru  par  le  mobile  avant  l’origine  du  temps. 

A l’égard  de  a,  nous  avons  vu  que  cette  constante  était 
la  vitesse  initiée;  on  le  prouverait  encore  au  moyen  de 
l’équation  (i49)  > dans  laquelle  on  ferait  f = o. 

302.  Lorsque  l’espace  initial  b et  la  vitesse  initiale  a sont 
nuis,  les  équations  (>So)  et  (i5i)  deviennent  . 

v = gt...  (iSa), 

* = (i53), 

et  le  corps  a dû  se  trouver  en  repos  lorsqu’il  a été  mis  en 
mouvement  par  la  force  accélératrice. 

303.  Soient  e et  e les  espaces  parcourus  dans  les  temps  t 

et  i , l’équation  (i53j  nous  donnera  ' 

et=\gt*  et  (i54); 

donc 

e-.e'  ;;  I*:  (i55). 

Par  conséquent  les  espaces  qu’une  force  accélératrice  cons- 
tante fait  parcourir,  en  diflerens  temps,  à un  mobile  qui 
part  du  repos  , sont  comme  les  carrés  de  ces  temps. 

On  peut  aussi  comparer  entre  elles  les  vitesses  v et  p »o 
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quijses  au  bout  cli?s  temps  t et  t’)  car  d'après  l'équation 
( 1 52)  on  a dans  ce  cas  , 

v = gt,  v'  = gt'\ 

d’où  l’on  lire 

V : t-'  :: 

et  en  mettant  à la  place  du  rapport  C / sa  valeur  donnée 
par  la  proportion  (i55),  on  a 

V : t>'  ::  \/'e  : v/7'. 

Ces  deux  dernières  proportions  nous  apprennent  que  les 
temps  sont  comme  les  vitesses  ou  comme  les  racines  car- 
rées des  espaces  parcourus  pendant  ces  temps. 

3o4.  Si  nous  faisons  t—\,  l’équation  (i53)  nous  donne 


Dans  ce  cas,  e est  l’espace  parcouru  dans  l’unité  de  temps 
par  le  mobile  ; donc  le  double  de  cet  espace  est  l’expres- 
sion g de  la  force  accélératrice.  On  a trouvé,  par  exemple , 
que  dans  une  seconde  de  temps  un  mobile,  livré  à l’action 
de  la  ])esanteur,  parcourait  à la  latitude  de  Paris,  et  à la 
température  de  la  glace  fondante, 

1 5 pieds,  097  — 4»',go44  ; 

mettant  celte  valeur  à la  place  de  e dans  l’équation  pré- 
cédente, on  trouve 

^ = 3of,i95  = 9’",8og. 

3o5.  On  parviendrait  au  même  résultat  par  les  considé- 
rations suivantes:  soient  et  deux  secondes  succe.ssives 
de  temps,  et  supposons  que  le  mobile,  pendant  la  durée 
de  la  seconde  i,  qui  représente  t,  ait  parcouru  i5  pieds; 
la  force  accélératrice  se  mesurera  par  l’espace  que  par- 
courrait le  mobile  dans  la  seconde  i,,  en  vertu  de  la  force 
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accélératrice,  devenue  tout  à coup  constante  à l’espira- 
tion  de  ; or,  dans  cet  instant  i^,  le  mobile  ayant  par- 
couru r5  pieds,  devrait,  s’il  n’était  sollicité  que  par  la  vi- 
tesse qu’il  a acquise,  parcourir  encore  i5  pieds  dans  le 
temps  1^;  mais  la  force  accélér.itrice  étant  supposée  cons- 
tante , doit  produire  sur  le  mobile,  dans  la  seconde  le 
même  effet  qu’elle  a produit  dans  la  seconde  i,;  elle  fera 
donc  parcourir  encore  au  mobile  i5  pieds  dans  le  temps 
I,;  d’où  il 'suit  que  le  mobile  aura  décrit  3o  pieds  dans 
lu  seconde  i,;  c’est  cet  espace  qui  mesurera  la  force  accé- 
lératrice g. 

3o6.  L’équation  (i53)  nous  fait  connaître  l’espace  par- 
couru dans  un  temps  donné.  Par  exemple,  si  ou  a 

f = i (30^,195)  X 36  = i (9"’,8o9)  X 36 , 
et  en  exécutant  les  opérations  indiquées,  on  trouve 

e=  543'’, 5 1 = 176’", 562; 

ainsi  un  corps  élevé  de  176  mètres  emploierait  environ  six 
secondes  à tomber.  . 

Si  l’on  cherchait  la  vitesse  qui  devrait  animer  ce  corps  au 
bout  de  ce  temps,  elle  noiu  serait  donnée  par  l’équation 
(i5o),  dans  laquelle  on  ferait 

a=o,  g = g’",8og,  i = 6", 
et  l’on  trouverait 

V = 58"-, 854. 

307.  On  pourrait  aussi  demander  de  quelle  hauteur 
un  corps  devrait  tomber  pour  avoir  une  vitesse  donnée. 
Dans  ce  cas , on  éliminerait  t entre  les  équations 

et  l’on  trouverait 

V=  v^g-  • ■ (|56)- 
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Par  exemple,  si  l’on  veut  savoir  quelle  est  la  vitesse  que 
doit  avoir  à l’instant  de  sa  chute  une  halle  de  plomb 
qui  tombe  d’une  hauteur  de  20  mètres,  on  aura'' 

(9*809)  = 392 ,36. 

On  énonce  ce  dernier  problème  en  disant  que  l’on  cherche 
la  vitesse  due  à une  hauteur  donnée. 

3o8.  Enfin  on  pourrait  chercher  le  temps  qu’un  mobile 
demeurerait  à tomber  d’une  hauteur  e.  Dans  ce  cas,  en 
élimiuant  v entre  les  équations 

vz=gt  et  ♦'=1/26^, 

on  trouverait 


309.  Il  nous  reste  à appliquer  les  équations  du  mou- 
vement 


et 


(157). 


à la  recherche  du  mouvement  direct  d’un  corps,  dans 
diverses  hypothèses.  Cette  recherche  se  réduit  à déterminer 
les  relations  qui  existent  entre  le  temps,  l’espace  et  la 
vitesse;  car,  par  exemple,  si  l’on  peut  parvenir  à con- 
naître l’espace  et  la  vitesse  en  fonctions  du  temps,  on  sera 
en  état  de  savoir  en  quel  lieu  se  trouvera  le  corps  au  bout 
d’an  temps  donné , et  la  vitesse  qu’aura  ce  mobile.  Ainsi 
tout  ce  qui  est  relatif  au  mouvement  de  ce  corps  sera  connu; 
c’est  ce  qui  va  faire  la  matière  des  chapitres  suivans. 

Du  Mouvement  que  suit  un  corps  lancé  verticale- 
ment en  sens  contraire  à celui  de  la  pesanteur. 


3 10.  Si  la  pesanteur  agissait  seule  sur  un  corps  qui  par- 
tirait du  repos,  nous  avons  vu  que  dans  ce  cas  on  aurait 


Digitized  by  Google 


^ Dü  MOUVEMENT  VEBTICAL  d’uN  CORPS.  l'j'j 

l’cquation 

dv 

~di 

Gîlte  équation  nous  donnerait  v~gt  pour  la  vitesse  que 
le  mobile  aurait  acquise  au  bout  du  temps  t : or,  si  l’on 
suppose  qu’au  lien  de  partir  du  repos,  il  soit  lancé  vertica- 
lement en  sens  contraire  a celui  de  la  pesanteur  avec  une 
vitesse  a,  cette  vitesse,  au  bout  du  temps  t,  devra  être  di- 
minuée de  toute  celle  que  la  pesanteur  aura  imprimée  au 
mobile-,  par  conséquent  la  vitesse  du  mobile,  au  bout  du 
temps  t,  devra  être  représentée  par  n — de  sorte  qu’en 
appelant  v cette  vitesse,  nous  aurons 


t>=sa  — gt...  (i58); 


mettant  pour  v sa  valeur  chassant  le  dénominateur  et 
intégrant , nous  trouverons 

' lU;/  .1 

Nous  n’a^ntons  point  de  constante,  parce  que  nous  suppo- 
sons que  l’espace  initial  est  nul. 

Cette  seconde  équation  étant  mise  sous  la  forme  suivante, 

si  l’on  y substitue  la  valeur  de  t tirée  de  l’équation  (i58), 
on  trouvera 

• -*rrr»a  t , 

'i  ' 2 S'  ’ I 'J 

ou  plutôt  ' 

» •i»’:'. -r.il 


a*  — if* 

- («5g).  • 

1 . -4  , / • 


3ii.  Les  éqoations  (i58)  et  (i5g)  nons  feront  connaître 
toutes  les  propriétés  du  mouvement  que  nous  considérons. 

EUm,  de  Mécanique, 


ta 
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En  effet,  l’équation  (i58)  nous  prouve  que  plus  le  temps  t 
augmente,  plus  la  vitesse  v diminue;  mais  en  considérant, 
l’équation  (iSg)  , on  voit  que  plus  la  vitesse  diminue,  plus 
l’espace  parcouru  augmente  ; d’où  il  suit  que  le  molûle 
diminue  de  vitesse  en  s’éleviint  verticalement  ; enfin  la 
même  équation  nous  montre  aussi  que  lorsque  la 

vitesse  devient  nulle,  le  mobile  atteint  à sa  plus  grande 
liauteur;  si  nous  appelons  h cette  bautcur,  l’équation  (iSg) 
nous  donnera,  en  faisant  v = o , 

h — —...  (160). 

Pour  déterminer  le  temps  qui  correspond  à cette  plus 
grande  hauteur , nous  ferous  aussi  s'  = o dans  l’équation 
( 1 58) , et  nous  aurons 

(161). 

g 

Si  l’on  veut  avoir  la  vitesse  due  â la  hauteur  A,  c’est-à- 
dire  la  vitesse  qu’aura  le  mobile  à l’Instant  de  sa  chute  en 
<lesoendant  de  cette  hauteur , on  mettra  la  valeur  que  nou$ 
venons  de  déterminer  pour  A , dans  la  formule 

v^\/zegz= 

et  l’on  trouvera 

v=  ^ a'  — a\ 

par  conséquent  le  corps  a la  meme  vitesse  en  descendant 
qu’en  montant. 

3 12.  Si  l’on  demandait,  par  exemple,  la  plus  grande 
hauteur  h laquelle  doit  s’élever  un  corps  lancé  avec  une 
vitesse  de  81  mètres  par  seconde,  on  trouverait,  au  moyen 
des  équations  (160)  et  (i6i),  que  cette  hauteur  est  de 
334">4^  > et  <I»e  le  temps  de  la  chute  du  mobile  est  de  8*, 2. 

313.  Toute  cette  analyse  peut  s’appliquer  au  cas  où  le 
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corps,  au  lieu  de  monter,  descendrait;  alors  g serait  de 
même  signe  que  a,  et  l’on  emploierait  l’équation 

vz=ia-{-gt. 

Du  mouvement  vertical  d’un  corps,  en  ayant 
égard  à la  variation  de  la  pesanteur. 

3 14>  La  pesanteur  est  une  force  qui  n’agit  pas  de  la  même 
manière  dans  tous  les  lieux.  On  a reconnu  qu’elle  dimi- 
nuait lorsqu’on  s’éloignait  du  centre  de  la  terre,  et  quelle 
agissait  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance,  c’est-à- 
dire  qu’à  des  distances  du  centre  de  la  terre,  représentées 

par  les  nombres  2,  3,  4>  etc.,  elle  devenait 

^ de  ce  qu’elle  était  à la  distance  i ; ainsi , quoique  la 

pesanteur  fasse  parcourir  4'"  > 9*^4  seconde  à ùti 

mobile  qui  est  à la  surface  de  la  ter/e,  si  l’on  s’éloigne 
de  cette  surface , ce  mobile  ne  parcourra  plus  4'")9o4  par 
seconde. 

g 

3i5.  Considérons  donc  un  mobile  qui,  partant  du  repos 
du  point  A (fig.  i55)  est  parvenu  en  un  point  B,  et  cher-  Fig.iSS. 
chons  d’abord  la  vitesse  de  ce  mobile  en  ce  point.  Dans 
cette  vue , nommons  g la  pesanteur  à la  surface  M de  la  ^ 
terre,  Ç la  pesanteur  au  point  B,  r le  rayon  CM  de  la 
terre,  x la  distance  de  B en  G;  et  pour  simplifier  les 
calculs,  faisons  AC  = i : la  pesanteur  agissant  en  raison 
inverse  du  carré  de  la  distance , nous  aurons 


g : 9 ^ 


d’où  nous  tirerons 


12.  . 


GeOgk 


l8o  DYNASUQUE. 

La  force  accélératrice  ett  aussi  exprimée  par 

dv 


9 = 


dt  ’ 


ainsi  on  conclut  de  ces  équations , 

(.6,). 

D’une  autre  part,  la  vitesse  étant  égale  à la  difiërentielle 
de  l’espace  parcouru , divisée  par  celle  du  temps , noos 
aurons  pour  la  vitesse 


_rf(i  — x) 


ou  plutôt 


dt 


dx 


Multipliant  cette  équation  terme  à terme  par  l’équation 
(162),  et  supprimant  le  diviseur  commun  dt,  nous  trou- 
verons 

J .dx 

f’di>  — —gr>  — , 

et,  en  intégrant. 


Nous  déterminerons  la  constante  en  observant  que  quand 
X ~ AC  = I , V = O , et  nous  trouverons 

C = — 

Substituant  cette  valeur  dans  l’équation  précédente,  nous 
obtiendrons 

7 = — »)•••  (i64)- 

Cette  équation  détermine  la  vitesse  qui  a lieu  en  un  point 
quelconque  de  la  verticale. 
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3i6.  Pour  avoir  le  temps  que  le  mobile  a employé  à 
parcourir  l’espace  AB , nous  éliminerons  entre  cette  équa- 
tion et  l’équation  (i63)  , ce  qui  nous  donnera 


rfx* 


d’où  nous  tirerons 


et  par  conséquent, 


et  en  intégrant. 


Pour  effectuer  l’intégration  qui  n’est  qu’indiquée,  nous 
trouverous,  en  réduisant  les  fractions  au  même  dénomi- 
nateur. 


Nous  ferons  évanouir  le  radical  du  dénominateur  en  sup- 
posant 

I — * = Z*. 


On  tire  de  cette  équation 

dx  = — 2idz  , y/ 1 — x = s,  y/x  = \/ 1 — «*. 


Substituant 'ces  valeurs  dans  la  formule  précé<Iente;  nous 
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Intégrant  par  parties,  nous  aurons 


D'une  autre  part,  multipliant  et  divisant  fdz^  i — 
par  I — on  a cette  équation  identique 


Ajoutant  ces  équations  et  divisant  par  2,  on  trouve 

fdz  |/i  — = — a*  + ï f 

*'  . J Y i — a* 

= 5 Z I — Z*  + î arc  (sin  = s)  ; 

donc 

— zfdz,  V/i  — a*  = — Z \/i  — a*-—  arc  (sin  = *) , 

substituant  cette  valeur  dans  l’équation  (167),  on  obtiendra 
l’intégrale  de  l’équation  (166) , et  par  conséquent  l'équation 
(i65)  deviendra 

« = rp^t/^[z  I — z*  + arc(8in  = z)]...  (168). 

® / 

Il  n’y  a point  de  constante  à ajouter,  parce  que  lorsque 
t=  O , on  a X :=  i ] alors  l’équation  i — x = s*  nous 
donne  z = o , hypothèse  qui  fait  évanouir  le  second 
membre  de  l’équation  (168);  et  comme  le  temps  est  es- 
sentiellement positif,  nous  ne  prendrons  que  le  signe  in- 
férieur des  deux  signes  qui  affectent  la  valeur  de  t-,  ob- 
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servant  ensuite  que  **  n’càt  autre  chose  que  l’expression 
analytique  i — x de  l’espace  parcouru  AB  que  nous  re- 
présenterons par  e , l’cquation  précédente  nous  donnera  , 
pour  déterminer  le  temps  en  fonction  de  l’espace, 

i = - W — [v/«  V^i  — s + arc  (sin  = Ÿ *)]• 
r V 2g 

317.  Cette  dernière  équation  se  simpliiie  beaucoup  dans 
l’hypothèse  où  les  distances  AB  et  AM  seraient  très  petites 
à l’egard  de  AC  et  de  MC;  car  alors  on  peut,  sans  erreur 
sensible,  remplacer  \/  i — e par  l’unité,  et  l’arc  par  le 
sinus;  c’est-à-dire  mettre  V/eà  la  place  de  arc  sin  V^«,  et 
en  changeant  r eu  i , on  obtiendra 


ou  tire  de  cette  équation  élevée  au  carré, 

* = î 

ce  qui  noos  apprend  que,  dans  cette  hypothèse  |)articulière, 
le  mouvement  s’eflcctue  comme  si  la  pesanteur  n’était  pas 
variable. 

Du  Mouvement  yertical  dans  les  milieux  résistons. 

3 18.  On  a trouvé  que  la  résistance  qu’éprouve  un  corps 
qui  SC  meut  dans  un  iluide , était  proportionnelle  au  carré 
de  la  vitesse  qui  anime  ce  corps.  Ainsi  en  appelant  m cotte 
résistance  lorsque  le  mobile  est  animé  de  l’unité  de  vi- 
tesse , cette  résistance  deviendra  mv'  quand  il  aura  acquis 
la  vitesse  Cette  force  mi'*  étant  oontraine  à celle  de  la 
pcsaaleqr  que  nops  supposerons  constante,  pous  aurons 

f mv'i 


Digitized  by  Google 


i84 


DTMAMIQUE. 
dv 


mettant  pour  ç sa  valeur  ^ , nous  aurons 


dv 

j^=zg-mv 


d’où  nous  tirerons 

dt  = 


dv 


g- 


• mv 


••  (>69). 


Pour  intégrer  cette  équation,  nous  remarquerons  qu’en  dé- 
composant le  dénominateur  en  facteurs,  nous  avons 

g—mv'r={\/g+v  \/m)  (y^g — V \/m). 

Nous  supposerons,  d’après  la  métliode  des  fractions  ration- 
nelles {Èlimens  de  Calcul  intègred^  page  2o3), 


dv 


g—mv*  XŸ'g-^vVm  }/g—vV 

réduisant  le  second  membre  au  même  dénominateur,  sup- 
primant les  dénominateurs  et  égalant  entre  eux  les  coeffî- 
clens  des  mêmes  paissances  de  v,  nous  trouverons 


A = B:^ 


Vï 

substituant  ces  valeurs  dans  Téquation  (i 70),  nous  aurtms 
dv  \ f dv  , dv  \ 

_ __  y—  1* 

r — vy  tn' 


g' 


g^V  g + vV  m Vg—^V^ 


Multiplions  et  divisons  le  second  membre  de  celte  équation 
pâr  l '/»,  l'équation  (i 6g),  devient  au  moyen  de  cette  valeur 

dv^  m àv^  r 


dl  = 


f 


T.+ 


Vs^Vg-\-vVm  V g- 


/ m •y 
V m/ 


et  en  intégrant,  on  obtient 
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t = — pog  ( — log  ( — P v//»)]  + C , 

2.Ÿ  mg 

OU 

. > 1 \/ g'\-  yV  rn  , ^ 

‘=7V^'^Vï=^- 

Nous  supprimons  la  constante  ^ parce  que  t=.o  quand 

V = O, 

3 19.  Si  l’on  multiplie  les  deux  membres  de  l’équation 
(171)  par  2 \^mg,  et  le  premier  seulement  par  le  loga- 
rithme de  la  base  1 du  système  népérien , logarithme  qui, 
comme  on  le  sait,  équivaut  ^l’uuité,  on  trouve 

2t  V/ mg  log  I = log  > 

Vg—yy  "* 

ou 

, • i'S’-hyy''^ 

log  = log  ^ iT..  JL  ; 

y g—v  V "* 

passant  aux  nombres , ou  a 

V g-y  y V 

V g — y \/  m 

et  en  écrivant  ainsi  cette  équation, 

1 yg  — v^m  , , 

— ;T==-Î-I (*72)» 

jtiv'mf  y g -i-  y y m 

on  voit  que  plus  t augmente , plus  le  terme  s’ap- 

proche de  l’inGni,  et  par  conséquent  plus  cette  é’quation 
tend  à se  réduire  à 

O = — vym...  (173). 

C’est  ce  qui  arriverait  elTectivcment  si  t devenait  infini  ; car 
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alors  le  premier  membre  de  l’équation  ( 172  ) étant 
XtuI , on  aurait  le  droit  de  supprimer  le  dÜTÎseur  commun 
V'g  + i'V'm. 

L’équation  (173)  nous  donne 


*> 


= constante. 


Cette  valeur  de  v qui  a lieu  lorsque  r=  00 , nous  apprend 
que  plus  t s’augmente,  plus  la  vitesse  tend  à devenir  cons- 
tante. 

320.  Pour  aYoir  l’espace  en  fonction  de  la  vitesse, nous 
multiplierons  terme  à terme  les  équations 

du  , de 


et  nous  trouverons 


udu  = mu’^  ) de  ; 

d’où  nous  tirerons 

dr=  -;■■■  (174)-  / 

Iæ  numérateur  de  cette  fraction  étant  la  différentielle 
du  dénominateur  à une  constante  près , nous  parviendrons 
à l’intégrer  en  faisant 

g — mu*  — ». 

DÜTércntiant  cette  équation,  nous  trouverons 

2m 


Mettant  ces  valeurs  dans  Téquatlon  (174)  i la  cliange- 
rons  en 


df  = — 


dz 

2niz 
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L’intégrtle  de  oette  équation  est 

ou , en  mettant  la  valeur  de  c, 

« =5  - ^ log  («'—»»*«'•)+ C. 

t J * • « ‘ ^ 

Je  détermine  C en  faisant  et  oe  qui  me 

donne  -j'j  i»« 

C = ^l06«i 

substituant  cette  valeur  de  C,  je  trouve 

e = — ^ [log  (g—  rm’')  — log  g] , 

et  en  observant  que  la  différence  des  logarilbmes  de  deux 
nombres  est  égale  au  logaritbmc  de  leur  quotieutj  j’obtiens 
enfin 


Du  Mouvement  des  corps  assujettis  à glisser  le  long 
des  plans  i/icline's. 


3a I.  Proposons-nous  de  déterminer  le  mouvement  d’un 
corps  qui  glisserait  sur  un  plan  incliné.  Il  est  d’abord 
évident  que  le  eentre  de  gravité  de  ce  corps  se  meut  sur 
un  plan  parallèle  au  plan  incliné.  Ainsi  la  question  peut 
se  ramener  à celle  du  mouvement  d’un  point  matériel  sur 
un  plan  incliné. 

Soient  donc  (lîg.  i56)  m ce  point  matériel,  et  g la  vitesse  f*a-  '56. 
due  à l’action  de  la  |K:santeur.  Cette  vitesse  sera  représentée 
par  la  droite  /nB  que  décrirait  le  point  m dans  une  seconde 
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>56.  de  temps  s’il  Agissait  librement;  /»B  aura  pour  composante» 
suivant  une  direction  perpendiculaire  au  plan  incliné,  et 
suivant  ce  plan,  les  droites  mC,  mD;  la  première  de  ces 
composantes  sera  détruite  par  la  résistance  du  plan  incliné, 
et  la  seconde  fera  glisser  le  point  m sur  ce  plan. 

Cela  posé , les  forces  étant  proportionnelles  aux  vitesses 
qu’elles  communiquent  à un  mobile  dans  le  même  temps, 
s!  nous  appelons  ^ la  vitesse  qui  sollicite  le  mobile  dans 
une  seconde  de  temps , suivant  le  plan  incliné,  nous  au- 
rons la  proportion 

mB  \ mD  '.I  g ' g- 

Or,  nous  avons  vu , art.  246,  que  le  rapport  de  mB  à mD 
était  le  même  que  celui  de  la  longueur  du  plan  incliné  è la 
hauteur.  Ainsi , en  appelant  h la  hauteur  du  plan  incliné, 
et  h'  sa  longueur,  nous  aurons  encore 


d’où  l’on  tirera 


h' 


g ‘ gi 


(175). 


322.  Cette  équation  nous  fait  voir  que  la  vitesse  g'  n’est 
autre  chose  que  la  vitesse  g qui  anime  le  mobile  lorsqu’il 

est  libre,  multipliée  par  le  rapport  constant  Concluons 


que  le  mobile  est  entraîné  le  long  du  plan  incliné  par  une 
force  accélératrice  g'  qui  ne  dillere  de  celle  de  la  pesanteur 
que  par  l’intensité.  Donc,  si  nous  appelons  t' le  temps  que 
le  mobile  emploiera  à descendre  de  m en  A le  long  du 
plan  incliné , comme  l’espace  parcouru  sera  il  y aura 
entre  g , h'  et  t' la  même  relation  que  nous  avions  entre 
g,  h et  l daus  la  théorie  du  mouvement  uniformément  aC'. 
céléré;  par  conséquent  nous  aurons 


h'  = igt'\..  (176), 
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cl  la  vitesse  v qui  aninici’a  1c  mobile  au  point  A qui  cor* 
respond  à i,  sera 


en  éliminant  le  temps,  nous  trouverons 

3^'  li. 

V> 

Substituait  dans  cette  équation  la  valeur  de  ^ (équat  i , 
nous  trouverons,  en  réduisant,^  m , r < t . 

v'  = ^2gh, 

L’expression  de  cette  vitesse  étant  indépendante  de  l’angle 
utAE  que  fait  le  plan  incliné  avec  l’horizon , il  en  résulte  que 
si  différées  mobiles  partis  du  point  m (fig.  1 5^) , glissent  sur  p;g_ 
les  plans  inclinés  znA , mk',  mk",  etc. , Ils  auront  la  même 
vitesse  lorsqu’ils  seront  parvenus  aux  points  Â,  A',  A',  etc., 
situés  sur  le  plan  horizontal. 

323.  Observons  que,  quoique  les  vitesses  d’un  mobile 
soient  égales  aux  points  A et  £,  il  n’en  est  pas  de  même 
des  temps;  car  soient  S et  les  temps  qu’il  emploie  ^ par- 
courir les  droites  mE  et  mk,  ces  temps  sont  donnés  par  les 
équations 


e>g.  «• 


on  déduit  de  ces  inégalités  celle-ci , : 


a/i  ih' 

■ 7<7- 

ce  qui  nous  apprend  que  la  valeur  de  / surpasse  celle  de  t. 
3a4’  Le  mouvement  d’un  corps  sur  le  plan  incliné, 
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nous  oITre  encore  cette  propriété  remarquable  du  cercle  ; 
c’est  qu’un  mobile  demeure  autant  de  temps  à glisser^le 
Fig.  i58.  long  d’une  corde  AC  (fig.  i58)  qu’à  parcourir  le  diamètre 
‘Tcrtical  AB.  En  elTet,  l’équation  (176}  nous  donne 


mettant  pour  g sa  valeur  cette  équation  devient 


gh 

Or,  si  nous  apjKilons  d le  diamètre  du  cercle  ACB,  nous 
aurons,  par  la  nature  du  cercle, 

AB  ; AC  ::  AC  : ad, 

d : h'  ::  h'  : h-, 

A'*  = hd. 


ou 

par  conséquent 


Substituant  celte  valeur  dans  l’cqiiation  {177),  nous  trou- 
verons, en  réduisant, 


g 

or,  c’est  précisément  la  valeur  qu’on  trouverait  pour  t,  au 
moment  où  le  corps  tombant  du  point  A,  arriverait  en  B; 
car  la  hauteur  AB  étant  exprimée  par  rf,  il  suffirait  de  chan- 
ger <r  en  d dans  l’équation  e = ~ gC-  pour  que  cette  équation 
donnât  la  valeur  du  temps  t de  la  chute. 
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Du  mouvement  cuiviligne  en  general;  équations  de 
la  trajectoire  que  décrit  un  point  matériel  libre, , 
et  détermination  de.  la  vitesse;  du  cas  oii  le  mo- 
bile est  soumis  à une  force  (T attraction  dirigée 
vers  un  point  fixe;  du  principe  des  aires;  et  du 
cas  où  les  forces  étant  dirigées  vers  des  centres 
fixes,  elles  sont  des  fonctions  des  distances 
du  centre  ^attraction  du  mobile  aux  centres 
fixes. 

SaS.  Jusqu’à  présent  nous  avons  supposé  que  le  mouvC' 
ment  s’effectuait  en  ligne  droite;  mais  s’il  était  curviligne  , 
il  ne  sufürait  pas  de  pouvoir  dire  qu’au  bout  d’un  temps 
donné , le  mobile  serait  susceptible  d’avoir  parcouru  tel 
espace,  ou  d’être  animé  de  telle  vitesse;  il  faudrait,  pour 
connaître  entièrement  son  mouvement  , que  l’on  fût  en  état 
d’assigner  la  courbe  suivant  laquelle  il  a dû  sc  mouvoir,  et 
de  savoir  en  quel  point  de  cette  courbe  il  est  au  bout  du 
temps  donné.  ' 

826.  Pour  résoudre  ce  problème , nous  avons  d’aborvl 
besoin  d’employer  un  nouveau  principe;  c’est  celui  du  pa- 
rallélogramme des  vitesses  que  nous  allons  démontrer. 

Voici  en  quoi  il  consiste  : Si , dans  l’unité  de  temps,  deux 
forces  P et  Q (fig.  iSg)  communiquent  à un  point  maté- Fig.  1 5g- 
riel  m des  vitesses  raB  et  mC,  la  résultante  R de  P et  de  Q 
lui  communiquera , dans  la  même  unité  de  temps , une 
vitesse  mD  qui  sera  la  di.ngonale  du  parallélogramme 
construit  sur  les  vitesses  mD  et  iraC.  En  ebèt , comme  il  est 
permis  de  représenter  toute  force  donnée  par  une  partie 
quelconque  de  sa  direction,  la  force  Q pourra  être  repré- 
sentée par  mC}  alors  la  force  P le  sera  par  »»B;  car  les  vi- 
tesses sont  proportionnelles  aux  forces.  Or,  en  considérant 
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mBDC  comme  le  parallélogramme  des  forces  Pet  Q,  la  dia- 
gonale mD  de  ce  parallélogramme  représentera  en  intensité 
la  résultante  K de  P et  de  Q-,H  s’agit  donc  de  déterminer 
la  vitesse  que  B.  est  capable  de  communiquer  au  mobile  , 
et  de  prouver  que  cette  vitesse  est  égale  à la  résultante  du 
parallélogramme  dont  les  côtés  seraient  les  vitesses  pro- 
duites par  les  forces  P et  Q.  Pour  cet  effet,  soit  x la  vitesse 
quç  R est  en  état  de  communiquer  au  point  les  vitesses 
étant  proportionnelles  aux.  forces,  nous  aurons 

P ; R ; : m B ! *. 

Mais  le  parallélogramme  des  forces  nous  donne 
P ; R mB  ; mD; 


on  tire  de  ces  proportions  , 


donc 


mB  ; mD  ” mB  I x-, 
x=  mD  : 


par  conséquent  on  peut  regarder  la  diagonale  du  parallélo- 
gramme construit  sur  les  vitesses,  comme  égale  à la  vitesse 
que  R peut  communiquer  au  mobile. 

Le  parallélépipède  des  vitesses  est  une  conséquence 
immédiate  du  parallélogramme  des  vitesses;  car  soient 
Fig. iGo . ( fig.  160)  P,  Q et  R trois  forces  qui  communiquent  les 
vitesses  mp,  mq  et  mr  à un  point  matériel  m;  composons 
les  vitesses  mp  et  mq  en  une  seule  mp'\  il  résulte  de  l’article 
précédent  que  cette  vitesse  sera  la  même  que  celle  qui  serait 
communiquée  à m par  la  résultante  P'  des  forces  P et  Q ; de 
même  la  résultante-  ms  des  vitesses  mp'  et  mr  représentera 
en  intensité  la  vitesse  imprimée  par  S,  résultante  des  deux 
forces  P'  et  R,  ou  des  trois  forces  P,Q  et  R;  donc  la  diago- 
nale ms  du  parallélépipède  des  vitesses  sera  la  vitesse  com- 
muniquée à m par  la  résultante  des  forces  P,  Q et  R. 
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338.  Considérons  maintenant  de  quelle  manière  un  point 
matériel , animé  d’une  vitesse  variable , peut  décrire  une 
courbe.  Pour  cela,  supposons  d’abord  que  le  point  matériel  , 
m (iig.  161)  étant  en  repos,  cède  à une  impulsion  instan-  Fig.  i6i. 
tanée  qui  lui  fasse  décrire  la  droite  mA  dans  le  temps  ô , 
et  qu’au  bout  de  ce  temps  il  reçoive  une  seconde  impulsion 
capable  de  lui  faire  décrire  dans  un  second  temps  t la 
droite  AB,  le  mobile  n’obéira  pas  uniquement  à la  force 
qui  l’entraine  dans  cette  direction  AB , parce  qu’en  vertu 
de  la  loi  d’inertie,  il  doit  durant  9 parcourir  AC=  Am; 
mais  il  suivra  la  diagonale  AD  du  parallélogramme  ABCD. 

S’il  reçoit  en  D une  nouvelle  impulsion  capable  de  lui  faire 
parcourir  l’espace  DG  dans  un  troisième  temps  9 , il  décrira  ' 
de  même  la  diagonale  DF  du  parallélogramme  construit  sur 
DG  et  sur  le  prolongement  DE  de  AD , et  ainsi  de  suite  ; 
de  sorte  qu’au  bout  d’un  temps  composé  de  n fois  9,  le 
mobile  aura  décrit  un  polygone  d’un  nombre  n de  cdtéa. 

D’après  ce  qui  précède,  la  vitesse  étant  la  même  tant 
que  le  mobile  est  sur  le  même  cété,il  suit  de  là  que  si, 
lorsqu’il  est  arrivé  à l’extrémité  du  dernier  côté,  il  ne  re- 
çoit pas  une  nouvelle  impulsion , il  s’échappera  suivant  la 
direction  de  ce  côté.  , 

Si  l’on  suppose  que,  le  temps  9 soit  infiniment  petit , 
les  impulsions  se  succéderont  immédiatement,  et  le  poly- 
gone se  changera  en  courbe  ; alors  si  la  force  accélératrice 
cesse  d’agir,  le  point  matériel  s’échappera  suivant  la  tan- 
gente à la  courbe. 

Dans  la  même  hypothèse  de  9 inGniment  pétitj  9 se 
change  en  dt  en  même  temps  que  le  côté  du  polygone  der 
vient  l’élément  de  la  courbe;  par  conséquent,  pour  avoir 
la  vitesse  qui  est  l’espace  parcouru  dans  l’unité  de  temps, 
suivant  la  tangente,  dans  l’hypothèse  oii  la  force  accéléra- 
trice cesserait  tout  à coup  d’agir,. il  faudra  répéter  d» 
autant  de  fois  que  dt  est  contenu  dans  l’unité  de  temps  ; 

Èlém,  de  Mécanique.  i3 
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c’est-à-Hlire  multiplier  da  par  ce  qui  nous  clonnera  pour 
l’expression  de  la  rilesse 


ds 


329.  Rerenons  au  mobile  qui,  par  des  accroissemens  de 
J i6a.  vitesse  aux  points  m,  m",  m",  etc.  ( flg.  162  ),  parcourt  le 
polygone  mm'm'm'’,  etc.  Soient  v,  «/,  v’,  s»*,  etc.,  les  vitesses 
qu’il  reçoit  aux  points  m,  m',  m",  m",  etc. , et  6,  V,  &*, 
6*,  etc. , les  temps  qu’il  emploiera  à parcourir  les  côtés  mrn, 
m'm",  etc.  Comme,  par  hypothèse,  la  vitesse  est 

constante  tant  que  le  mobile  ne  cliange  pas  de  côté , nous 
aurons,  par  la  nature  du  mouvement  uniforme. 


^ mrn=yt,  m'm''~vW,  m" m*  z=z  v’ t*  •, 

par  conséquent  le  oontour  du  polygone  mm'/»*,  etc.,  sera 
exprimé  par 

vt  + v'i  ' 4*  + etc. 


Si  l’on  projette  les  côtés  de  ce  polygone  sur  les  axes  co- 
ordonnés, et  qu’on  nomme  m,  C,  v{  v\  C*, 

y*,  etc.,  les  angles  formés  par  les  vitesses  v , v,  v",  etc. , 
avec  les  axés  coordonnés , ces  vitesses  auront  pour  projec- 
tions {noU  niiwîème) 

s'cosa,  v'cosa',  i’*cos«*,  etc. , sur  l’axe  des  x, 

vcosff,  ♦''cosC',  s'*cosC*,  etc.,  sur  l’axe  des  y, 

f>cosy,  v'cosy',  v'cosy",  etc.,  sur  l’axe  des  x. 

Par  conséquent  la  projection  nnn’n",  etc.,  du  polygone 
mm'm"rn*,  etc. , sur  l’axe  des  x , sera  exprimée  par 

t>  .cos  -j-  v'  cos  • «'  -4-  v®  cos  «*<*-|-  etc . . . (178). 

On  voit  donc  qu’en  même  temps  que  le  point  m parcourt 
le  polygone-  mmtnm',  etc. , sa  projection  n parcourt  né- 
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oMsairemenl  l’espace  nn'n'n',  eta  Or,  si  cette  projection 
était  seulement  sollicitée  par  une  force  X dirigée  suivant 
l’axe  des  x,  et  qui  fût  telle  que  le  point  n décrivît  dans  les 
temps  6 , y,  6*,  etc. , les  droites  nrî , n n",  n“n",  etc. , avec  les 
vitesses  veoso,  v'coso',  «'"cos«*,  etc.,  le  chemin  que 
cette  projection  parcourrait  sur  l’axe  des  x serait  représenté 
par 

s»  cos  •<  + v’ cos «V-j- D* cos  «*#*-}- etc. . . (179). 

L’identité  de  l’expression  (178)  à cette  dernière  nous  ap- 
prend que  lorsque  le  point  m est  transporté  dans  l’espace , 
sa  projection  se  meut  sur  l’axe  des  x comme  si  les  deux 
autres  composantes  de  la  vitesse  n’existaient  pas;  car  dans 
le  calcul  qui  nous  a conduit  è l’expression  (179),  nwus 
n’avons  fait  entrer  en  considération  rien  de  ce  qui  est  rela- 
tif è CCS  deux  composantes. 

Ce  que  nous  disons  de  l’axe  des  x pouvant  s’appliquer 
aux  deux  autres,  et  le  polygone  se  changeant  en  conrbe 
lorsque  le  nombre  de  ses  cûtés  est  infini,  concluons  quo 
lorsqu’un  point  matériel,  sollicité  par  une  force  accéléra- 
trice, décrit  une  courbe  dans  l’espace,  une  de  ses  projec- 
tions se  meut  comme  si  les  deux  autres  n’existaient  pas. 
Ainsi  en  nommant  X,  Y,  Z les  composantes  de  la  force 
accélératrice  f , suivant  les  axes  des  coordonnées  , nous 
pouvons  regarder  X,  Y,  Z comme  des  forces  accélératrices 
qui  imprimeraient  aux  projections  du  mobile  des  mouve- 
mens  indé^ndans  de  l’ensemble  des  deux  autres. 

33o.  Four  déterminer  les  expressions  analytiques  de  ces 
forces  accélératrices,  il  faut  remorquer  que  lorsque  le  point 
matériel  parcourt  l’espac»  da , ses  projections  décrivent  les 
espaces  dx , dy , da\  par  conséquent  les  vitesses  des  pro- 
jections suivant  les  axes  coordonnés  seront  respectivement 

dx  dy  dz  . • , 

dt  ’ ^ ’ dt’  comme  cos  forces  accélératrices  «ont  les 

i3.. 
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coefCciens  différentiels  des  riteæes,  pris  par  rapport  aa 
temps,  on  aura 


Telles  sont  les  équations  qui  serriront  & déterminer  le 
mouvement  en  ligne  courbe  d’un  point  matériel,  ou  celui 
d’un  mobile,  puisqu’on  peut  regarder  la  masse  du  mobile 
comme  concentrée  à son  centre  de  gravité. 

33i.  Lorsque  les  fonctions  X,  Y,  Z seront  données  par 
la  nature  du  problème , si  l’on  peut  obtenir  les  intégrales 
des  équations  (i8o),  ces  intégrales  ne  devant  contenir 
d’autres  variables  que  x , y,  s et  t,  on  aura  trois  équa- 
tions qui , par  l’élimination  de  t,  en  donneront  deux  autres 
entre  les  variables  x,  y,  x\  ces  équations  seront  celles  de 
la  trajectoir*^  on  courbe  engendrée  par  les  fortes  accéléra-^ 
trices. 

Si  toutes  les  forces  sont  dans  nn  plan  qu’on  prendra 
ponr  celui  des  x ^ y,  la  var'able  s n’existera  pas,  et  il 
suffira  d’employer  les  équations 


df 


= Y. 


Lorsque,  par  la  nature  du  problème,  on  aura  déterminé 
X et  Y,  si  l’on  peut  obtenir  les  intégrales  de  ces  équations, 
elles  ne  pourront  contenir  d’autres  variables  que  «,  y et  t-, 
alors  en  éliminant  le  temps,  on  trouvera  nne  équation  que 
nous  représenterons  par 

y =/x: 

cette  éqnation  ne  renfermant  que  deux  variables , la  tra- 
jectoire sera  nne  courbe  plane. 
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33a.  Nous  XTons  tu  <|ue  la  ritcsse  du  mobile  était  don- 
née par  l’équation 

ds 

dt 

or,  l’élément  da  d’un  arc  de  courbe  dans  l’espace  pouTant 
être  considéré  comme  une  droite  infiniment  petite  qui  au- 
rait dx,  dy  et  dz  pour  projections  sur  les  axes  coordon- 
nés, cette  droite  aura  pour  expression  (art.  46) 


|/  dx'  -f-  dy'  dz'. 

Substituant  cette  yaleur  dans  l’équation  précédente,  on  a 
«/  = ~ V/Jr*  -J-  fl(y*  -H  dz', 

ou  plutêt , en  remarquant  que  toutes  les  différentielles  se 
prennent  par  rapport  au  temps , 


. , dy'  dz*  , O \ 

A l’égard  des  angles  que  la  yitesse  fait  arec  les  axes  , 
soient  «,  C,  y ces  angles,  ils  seront  déterminés  par  les 
équations 

dx 

♦,cos-  = 3^. 


V oos 


♦>  co  s y = 


dt* 
dz 

di' 


333.  Il  existe  une  méthode  plus  élégante  pour  déterminer 
la  yitesse.  £n  effet,  si  l’on  multiplie  les  équations  (180),  la 
première  par  idx , la  seconde  par  idy,  et  la  troisième  par 
2</s , et  qu’on  ajoute  les  résultats,  on  obtiendra 
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obserTant  que  le  premier  membre  <le  cette  équation  n’est 
autre  chose  que  la  dilTcrentielle  de  dz*-\-dy*  + dx',  divi- 
sée par  dt*,  on  aura 

^{dz'  + dy^-\-dj^_^  (Zda-H  Tdy  +Xdi); 

t 

remplaçant  </z*-j-t/y*+  par  ds*,  et  regardant  di  comme 
constant,  on  trouvera  en  intégrant, 

= 2AZdx  + Ydy  -I-  Xdx)  + C , 

ou , en  mettant  la  valeur  ♦<  de  ^ , 

7.JXZdx  ^dy  -t"  C. . . (182). 

334.  L'expression  de  la  vitesse  dépend  donc  de  Tintera* 

V tion  de  la  formule 

f(Zdz  + Ydy  + Xdx) ...  ( 1 83). 

Lorsque  cette  intégration  est  possible , en  l’ effectuant , on 
parviendra  à mettre  l’équation  (i8a)  sous  la  forme 

«••  = 2F(x,  y,  *)  + C...  (i84). 

Pour  déterminer  la  constante,  il  faudra  connaître  la  vitesse 
du  mobile  à l’un  des  points  de  la  trajectoire.  Ainsi,  lors- 
qu’on sait  que  V est  la  vitesse  qui  correspond  aux  coordon- 
nées X ■=  a,  y z=L  b,  z = c,  on 'a 

V = 2F(a,  b,  c)-l-C. 

Tirant  de  cetlc  équation  la  valenr  de  C et  la  sobstituant 
dans  l’équation  (l84),  on  obtiendra 

s-*— V*  = 2F(j:,  y,  s)  — 2F  (a,  b,  c). 

335.  On  peut  parvenir  à intégrer  la  formule  (i83)  dans 
le  cas  où  le  mobile  est  soumis  ù une  force  d’attraction  diri- 
gée vers  nn  point  fixe.  Pour  le  démontrer,  les  forces  qui 


Digitized  by  Google 


DU  MODVeMKNT  CDlYllJOtn  I99 

•giuentsur  le  mobile  se  réduisant,  dans  ce  cas,  i une  r^l> 
tante  unique  R qui  passe  par  le  centre  fixe,  et  qni,  agissant 
suivant  CM,  pourra  être  représentée  par  une  partie  quel- 
conque CD  de  cette  ligne  (fig.  i63)  prenons  ce  centre  pour  Fig.  iG3. 
origine,  et  nommons  A sa  distance  au  point  M,  et  cc,  0,  y les 
angles  que  CM  = A fait  avec  les  axes  coordonnés,  la  résul- 
tante R formant  les  mêmes  angles,  nous  aurons 

X = R cos  M,  T = R eos  C , Z = R cos  y, 
et  par  conséquent, 

X cos  et  Y cos  C Z cos  y , 

Z”*^’ 

Or,  si  nous  appelons  x,  y , s les  coordonnées  du  point  M 
oh  le  mobile  est  situé,  nous  aurons 

jr=Acos«,  ^ = A<x>$C,  s = A cos  y. 

On  tire  de  ces  équations  les  proportions 

x:j>’:s::oo8is  :cosC:cosy; 

d’ob  l’on  déduit 

co  s m X co  s C y co  s y a 

cos  C y ’ cos  y x’  oos  a » ’ 

substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (i85),  on  anra 

yY.  — *Y  = O , mY  —yZ  = o , arZ  — sX  = o. 

Si  dans  ces  équations  on  met  pour  X,  T,  Z leurs  valeurs 
données  par  les  équations  (i8o),  on  trouvera 

d'x  d>y 

d'y  d‘z 

d'x  <f** 
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Multipliant  par  la  première  de  ces  équations,  intégrant 
par  parties  et  réduisant,  on  trouvera 


ydx  — xdy ^ 

dt 


(i86). 


Opérant  de  la  même  manière  pour  les  antres  équations 
multipliées  par  dt,  on  obtiendra  ces  résultats 

ydx  — xdy  = ÇÂt, 
zdy  — ydz  = Cdt, 
xdx  — xdx  =£  C*rffc 

Multipliant  chacune  de  ces  équations  par  la  variable  qu’elle 
^ ne  renferme  pas  , et  les  ajoutant,  il  viendra 


ou  plutôt 


O = (Cs  "4-  Cx  C"y')  dt , 
Cs  + Cf  X *1-  Cf  y — O. 


Cette  équation  étant  celle  d’un  plan  qui  passe  par  l’ori- 
gine, c’est-à-dire  par  le  centre  d’attraction,  on  voit  que 
le  mobile  se  meut  dans  une  courbe  plane.  C’est  pourquoi , 
si  l’on  résout  de  nouveau  le  problème  en  plaçant  la  trajec- 
toire dans  le  plan  des  x,  y,  nous  ne  ferons  pas  usage  de 
d'x  . 

l’équation  Z = ^ , ni  des  quantités  Z et  z qui  sont  nulles; 

nous  aurons  seulement  à intégrer  l’équation  (i86)  que  nous 
écrirons  ainsi 

ydx  — xdy  = Cdt, 

et  l’on  en  déduira 

fiydx  — xdy)  — Ct  + C...  (187). 


Pour  déterminer  cette  int^rale  , nous  remarquerons  que 
ydx  étant  l’élément  d’une  surface  oourlie , nous  pourrons 
supposer  que  cette  surface  est  comprise  entre  les  abscisses 
Fig.  iG  j.  gt  _(]p  ^ gg  164);  alors  l’expression  Jydx  sera 

rcpréscutéc  par  LCPM.  Si  nous  retranchons  de  celle  surface 
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le  triangle,  CPM,  il  nona  restera 

secteur  LCM  = aire  LCPM  — triangle  CPM , 
ou 

secteur  LCM  = Jydx  ^ ; 

différentiant  et  réduisant,  on  tronvera 

d. secteur  LCM  = ■ 

a 

intégrant  de  nouveau,  on  aura 

3 secteurs  LCM  — xdy)  ; 

par  conséquent  l’équation  (187)  revient  é celle-ci, 

3 secteurs  LCM  = C^. . . (1 88). 

Nous  supprimons  la  constante  C',‘parce  que  nous  pouvons 
supposer  que  le  temps  commence  lorsque  le  mobile  est  en 
L,  cas  où  le  secteur  est  nul. 

Faisons  C—  3À,  l’équation  (188)  deviendra 

secteur  LCM  = A/  ; 

ce  qui  nous  apprend  que  lorsque  le  mobile,  sollicité  par 
une  force  qui  l’attire  vers  un  centre  C , décrit  la  courbe  LM, 
la  surface  du  secteur  LCM  est  proportionnelle  au  temps 
que  le  mobile  emploie  à parcourir  la  courbe.  Cette  pro- 
priété est  connue  sous  le  nom  de  principe  des  aires. 

336.  La  formule  (i83)  est  toujours  intégrable  lorsque 
les  forces  étant  dirigées  vers  des  centres  fixes,  sont  des 
fonctions  des  distances  du  centre  d’attraction  du  mobile  à 
ces  centres. 

Pour  le  démontrer,  soit  M (Cg.  148)  le  centre  d’attraction  Fig.  148. 
d’un  mobile  qui  serait  attiré  par  des  forces  P,  P',  P",  etc. , 
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vers  les  centres  fixes  C,  C',  C,  etc.;  nommons 

I 

X,  y,  s les  coordonnées  du  point  M, 
a y b,  c les  coordonnées  du  centre  C , 
a',  b'y  c les  coordonnées  du  centre  C', 
a*,  b",  c*  les  coordonnées  du  centre  C*, 
etc.  etc. 

P > P i P’>  distances  CM , C'M , C'M , etc. , 

« , C , y les  angles  formés  par  p avec  les  axes  coordonnés , 
»,  C'y  <y  les  angles  formés  par  p'  avec  les  axes  coordonnés, 
•’>  y*  les  angles  formés  par  p'avcc  les  axes  coordonnés, 
etc.  etc. 

La  résultante  de  toutes  les  forces  attractives  aura  pour 
composantes,  suivant  les  axes  coordonnés, 

X = P cos  et  + P'  cos  I»'  + P*  cos  »"  + etc.,  1 
Y = Pcosff+P'cosC-hP‘'oosC*  + etc..[...  (189). 

' Z = P cos  y P'  cos  y'  + P*  cos  y*  + etc.  J 

La  projection  de  la  droite  CM  sur  l’axe  des  x étant  repré- 
Flg.  iC5.  sentée  dans  la  figure  i65  par  BD,  nous  avons 

BD  = XB— AD; 

et  en  observant  que  AB  et  AD  ne  sont  autre  chose  que  les 
coordonnées  * et  a des  points  M et  C sur  l’axe  des  x,  et 
que  BD  étant  la  projection  de  MC  sur  ce  même  axe , a 
pour  expression  analytique  p cos  m ; on  trouvera , en  substi* 
tuant  ces  valeurs  dans  l’équation  précédente , 

p co  s <e  = X — a ; 

ce  que  nous  disons  de  la  projection  de  MC  sur  l’un  des  axes 
pouvant  s’appliquer  aux  autres,  nous  aurons,  pour  déter^ 
miner  les  angles  »,  C,  y,  les  équations 

p cos  « = .V  — a , p cos  C = y — b y p cos  y = s — c 
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De  môme  les  angles  » , 6',  y',  etc.,  •*,  C*j  y*,  etc.,  seront 
donnés  par  les  cquatioas  ' 

^'cos«'=*' — «,  P ca&C=y — b,  /»'cosy'=a' — c, 
p'cas»=x'—af  p’cosC=y“ — b,  />''co8y*=a* — c, 
etc.  etc.  etc. 

par  conséquent,  en  éliminant  ces  angles,  les  équations  (189) 
deviendront 

X = P 4.  + P*-  7— + etc., 

y = P 0:^)  + P'L21^^  + etc., 

Z =P  + etc. 

P P P 

Substituant  ces  valeurs  dans  la  formule  (i83),  on  obtiendra 


=/K' 


/IXJx  + Ydy  + Zd,) 


dx) 


+ f 

Or,  les  distances  du  point  M aux  centres  C,  C,  C,  etc.  , 
étant  données  par  les  équations 

(jf  — a)*  + (^  — by  + (®  — O*  =P*. 

(*'—  ay  + Cy'—  by  + (a'—  cy  = />'•,  etc. , 

nous  trouverons,  après  avoir  dilléreiitié, 

tlZldx-\-y-^dy  + —-dz  = dp, 

P ^ P P 


T~  ~7~ 

P 


P P 

Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  ( 190  ) , nous  ob- 
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tiendrons 


J\\dx-{-Ydj+Zd%)=J\ydp-\-Vdp'-^V‘dp*-\-tic.)..  .(191); 

et  comme,  par  hypothèse , P,  P',  P*,  etc. , sont  des  fonctions 
de p,  de p' , de  etc.,  l’expression  Vàp  4-  P'o(p'+  etc.,  ne 
contiendra  qu’une  variable  dans  chacun  de  ses  termes,  et 
son  intégration  sera  ramenée  aux  quadratures. 

Observons  que  les  facteurs  dp,  dp',  etc.,  pourraient  être 
négatifs  si  quelques-unes  des  expressions  sr  — a , y — b, 
* — c;  X — a,  y— b,  etc.,  devenaient  a — x,  b — y, 
c — s ; a — x',  h — y , etc. 

337.  Pour  donner  une  application  de  ce  théorème,  cher- 
chons à déterminer  la  vitesse  dans  le  mouvement  d’un  corps 
qui  serait  attiré  vers  un  seul  centre  fixe  par  une  force  P qui 
agirait  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance  du  centre 
d’attraction  du  mobile  au  point  fixe.  Plaçons  l’axe  des  2 sur 
la  direction  de  cette  force  j et  pour  qu’elle  augmente  en 
même  temps  que  z , disposons  les  axes  coordonnés  comme 
Fig.  iGS.  dans  la  figure  t66,  nous  aurons 

p ■=.  A.C  — AM  — c — Z ; donc  = — d%, 

Nommons  g l’eiTet  de  la  force  P à la  distance  r du  point  C , 
et  P son  eflet  à la  distance  p,  nous  aurons  la  proportion 


d’ou  nous  tirerons 


_ • 


P = 


la  valeur  de  dp  étant  négative,  Vdp  devra  être  remplacé 
par  — ^ dp\  intégrant,  nous  réduirons  l’équation  (191)  à 

f{^dx  + \dy  -h  Zds)  =^. 

Substituant  cette  valeur  dans  la  formule  ( 183  ) , nous 
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obtiendrons 

♦'*  = C + 2^...  (192). 

Pour  déterminer  la  constante,  nous  supposerons  que  le  mo- 
bile M commence  à se  mouToir  en  un  point  dont  la  dis- 
tance P an  centre  C soit  a : alors  la  ritesse  sera  nulle  en  ce 
point,  et  nous  aurons 

O = C -f-  a ^ : 
a ' 

par  conséquent  l’équation  (19a)  deviendra 


' ‘'=«^0-0- 
Si  l’on  prend  a pour  unité  de  distance,  la  valeur  de  v*  ne 
difierera  pas  de  celle  que  nous  avons  déterminée,  art.  3i5. 

338.  Pour  première  application  des  formules  (180) , cher- 
chons la  trajectoire  d’un  point  matériel  qui  se  meut  dans 
l’espace  en  vertu  d’une  impulsion  unique.  Dans  cc  cas,  les 
forces  accélératrices  sont  nulles;  ainsi  nous  avons 

X = o,  Y = o,  Z = o, 
et  les  équations  (180)  se  réduisent  à 


d*z  d‘y  d'x 


mnlti pliant  par  dt,  elles  deviennent 

d's  d'y  d’x 

Tt~°’  — ®' 

Les  intégrales  de  ces  équations  seront 

dx  dy  , dx  , 

57="’  57  = *’  57  = “-*-  ^*93). 

Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (181),  nous  trou- 
verons 
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V = ^/a*  -f-  A*  + c*  = constante; 
donc  en  appelant  A cette  constante, 
ds 


et  par  conséquent, 


dt 


= A, 


s = Ai  -f-  B f 


d’où  il  suit  que  le  mouvement  est  uniforme. 

Ce  mouvement  s’eSectne  en  ligne  droite;  car  les  équations 
(193}  multipliées  par  dt  étant  intégrées,  donnent  , 

z=zcl-\-c,  y^bt-\-b',  x = at-\-a'', 

éliminant  i,  on  trouve  ' 

ha  b'c  — bc'  as  a'c  — ac' 

yz= ^ , * = 1 . 


On  reconnaît  dans  ces  équations  celles  d’une  ligne  droite 
dans  l’espace. 

Du  mouvement  cT un  point  matériel  assujetti  à se 
mouvoir  sur  une  courbe  donnée. 


Fig.  167.  33g.  Lorsqu’un  point  matériel  m (fig.  167)  sans  pesan- 

teur est  assujetti  i se  mouvoir  sur  une  courbe  en  vertu  d’une 
. force  d’impulsion  R,  si  l’on  décompose  R en  deux  forces, 
l’une  mN  = R'  normale  à la  courbe,  et  l’autre  mT  = K* 
tangente  à la  courbe,  la  force  normale  sera  détruite  par 
la  résistance  de  cette  courbe,  et  la  force  dirigée  suivant  la 
tangente  aura  seule  son  efiet. 

En  considérant  la  courbe  comme  un  polygone  mm'm’m’, 
Fig.  1G8.  etc. , (fig.  168)  d’un  nombre  infini  de  côtés,  l’angle  tinm' 
formé  par  le  prolongement  du  côté  mm  avec  le  côté  sui- 
vant rnm°,  est  appelé  Vangl*  de  contingence;  nous  le  re- 
présenterons par  » : le  plan  tm'm’  est  le  plan  osculatcur  au 
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point  m-,  ce  plan , dans  les  courbes  planes  , est  celui  de  la 
courbe. 

Le  mobile  m , sollicité  par  la  force  K , reçoit  une  ritesse 
primitire  v qui  lui  fera  décrire  le  côté  mm'  \ mais  lorsqu’il 
sera  arrivé  en  m',  U se  détournera  pour  parcourir  m'm". 

Dans  ce  passage,  il  perdra  une  vitesse  que  nous  allons 
évaluer. 

Pour  cet  effet,  représentons  la  vitesse  v par  la  droite 
m'q.  Si  nous  décomposons  m'q  en  deux  vitesses,  l’une  m'n 
dirigée  suivant  le  côté  mm",  et  l’antre  m'I  perpendiculaire 
à ce  côté,  nous  aurons 

m'l=  m'q  sin  tmm  , m'n  = m'q  cos  tmm  , 
ou 

ml  = «<  sin  «,  m'n  = r cos  ». 

La  composante  v sin  « étant  détruite  par  la  résistance  du 
polygone , la  vitesse  sera  réduite  ii  v cos  01  ; par  conséquent 
la  vitesse  perdue  qui  est  égale  à la  vitesse  primitive  moins 
la  vitesse  actuelle , sera  exprimée  par  v — vcos*»;  ou,  ce 
qui  est  la  même  chose , par  s'  (1  — cos  »). 

Quand  au  lieu  d'un  polygone  on  a une  courbe , l’angle 
tmm"  devient  infiniment  petit.  Dans  ce  cas,  la  vitesse 
V (i  — cos  «)  est  un  infiniment  petit  du  second  ordre. 

Pour  s’en  convaincre,  il  suffit  de  remarquer  que  1 — cos« 
représentant  le  sinus  verse  DB  (fig.  169)  de  l’angle  » mesuré  Fig  1C9. 
par  l’arc  CB , nous  avons 

AD  : CD  t:  CD  ; db. 

Or,  quand  un  arc  CB  est  infiniment  petit,  il  en  est  de 
même  de  CD-,  et  puisque  CD  est  infiniment  petit  h l’égard 
de  AD,  il  faut,  en  vertu  de  la  proportion  précédente,  que 
DB  soit  aussi  infiniment  petit  à l’égard  de  CD,  c’est-à-dire 
soit  un  infimment  petit  du  second  ordre.  Ainsi  la  vitesse  qui 
est  perdue  par  chaque  côté  infiniment  petit  du  polygoofS , 
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étant  un  infiniment  petit  d'un  ordre  inférieur,  doit  être 
hégligée  devant  la  vitesse  fcoso  qui  est  un  infiniment  petit 
du  premier  ordre.  D’où  l’on  peut  conclure  que  le  mobile  qui 
parcourt  la  courije  conserve  toujours  toute  la  vitesse  qui 
lui  a été  imprimée  lorsqu’il  s’est  mis  en  mouvement. 

340.  Quant  à le  force  v sin  m qui  presse  la  courbe  et  qui 
est  détruite  par  sa  résistance,  cette  force  varie  à chaque 
élément,  puisque  sin  a change  continuellement;  par  consé- 
quent on  peut  la  considérer  comme  une  force  accélératrice 
qui  agirait  sur  le  mobile. 

Si,  outre  cette  force,  il  y aVait  plusieurs  forces  accélé- 
ratrices appliquées  au  point  m,  en  les  décomposant  de  la 
même  manière,  on  devrait  ajouter  à usin  « toutes  les  com- 
posantes normales  de  ces  forces  accélératrices. 

Fig.  167.  ^4*'  Imaginons  au  point  m (fig.  167)  une  force  nor- 

male N,  directemeut  opposée  et  égale  à la  résultante  de 
toutes  ces  forces  ; la  résistance  que  la  courbe  leur  oppose 
sera  mesurée  par  N.  Nommons  «,  y les  angles  que  cette 
force  accélératrice  normale  fait  avec  les  trois  axes;  les  com- 
posantes de  N su'.vant  ces  axes,  seront  respectivement 

N cos  a,  NcosC,  N cos  y, 

et  devront  s’ajouter  aux  forces  accélératrices  X,  T,  Z 
dans  les  équations  (180)  du  mouvement  ; de  sorte  que  nous 
aurons 

~ = X-hNcos-  j 

- ^^  = Y-l-NcosC  \...  (194). 

g = Z + Nco.,| 

A ces  équations  nous  en  réunirons  deux  autres  qui  ré- 
sultent des  relations  nécessaires  qui  existent  entre  les  angles 
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»,  C et  y ; la  première  de  ces  équations  est 

cos* m + cos*  S + cos*  y = I . . . (iqS). 

A l’égard  de  la  seconde,  nous  observerons  que  lorsque  deux 
droites  qui  sont  à angles  droits  dans  l’espace  forment  avec 
les  axes  coordonnés  des  angles  « , C,  y et  eif,  C',  y',  on  a , 
d’après  les  principes  de  la  Géométrie  analytique , 

cos  • cos  «'  + 005  C cos  5"  + cos  y cos  y'  = o (*). 

Dans  le  cas  présent , cette  équation  subsiste  entre  la  tan- 
gente et  la  normale  car  »,  C,  y étant  les  angles  formés  par 
la  normale  M avec  les  axes  coordonnés  , cette  normale  est 
perpendiculaire  è la  tangente  en  m,  qui  fait  avec  les  axes 
coordonnés  des  angles  que  nous  pourrons  représenter  par 
»,  y';  ces  angles  C,  y'  étant  aussi  ceux  que  l’élément 

de  la  courbe  forme  avec  les  axes,  on  a 

• <fs  ’ ^ ôfs  ’ 

substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  précédente,  il 
viendra 

dx 
cU 

342.  Pour  déterminer  la  vitesse,  on  multipliera  les  équa- 
tions (194},  la  première  par  idx,  la  seconde  par  idy,  et 
la  troisième  par  ads,  et  en  les  ajoutsmt  on  obtiendra 

^ + 2tfy  ^ -4- 2rfs  ^*  = 2 (Xd* -f- Ydy -f- Zdx) 
-f-  aN  (dx  cos  • dy  oos  C ■+•  ds  cos  y). 

Le  dernier  terme  de  cette  équation  doit  être  supprimé  à 


« -f- ^.cos  C-f- ~.ccwy  = O. . . (196). 


(*)  C’est  Tequation  de  l’art.  i44,  qui  a ^ic’  démontrée  art.  i43. 
Elim.  de  Mécanique.  1 4 
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cause  de  la  relation  suivante, 


dx 

-r-  cos  • + 
as 


dy  /•  I 

cos  C + cos  y 
as  as 


— o; 


il  nous  restera 

ady  iÇLdx  + Ydy-^Zdz), 


ou  plutôt 

d(dx*+df  f d^  _ ^ ^ 2dE). 

Remplaçant  la  somme  des  carrés  des  différentielles  des 
variables  par  d«*  et  intégrant,  nous  obtiendrons 

^ = afÇUx  + Ydy+ZdM). 

OU 

t/'x=af(Xdx  + Ydy-i-ldi). . . (197).  . 

343.  Appliquons  ces  formules  au  cas  oîi  les  forces  accé- 
lératrices sont  nulles  ; on  a alors 

X = o,  Ys=o,  Z=so, 

et  par  conséquent, 

*>*  = constant*. 

Ainsi , un  eorps  sans  pesanteur  qui  se  mouvrait  sur  une 
•eourbc,  conserverait  toujours  la  même  vitesse.  C’est  ce 
que  nous  avons  déjà  prouve  dans  1 hypotlifese  ou  le  point 
qui  est  mis  en  mouvement  serait  libre,  art.  334- 

344.  Supposons  maiuténant  que  le  mobile  qui  glisse  sur 
la  courbe  soit  un  corps  pesant,  nous  aurons  dans  ce  cas 

X = o,  T=o,  Z=^, 

et  alors  l’équation  (197)  se  réduit  à 
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1^*  = ifgdi  = ngs  +t. 

Si  P devient  V quand  t,  est  nul,  nous  aurons 

V»  = C. 

Substituant  cette  valeur  dans  l’équation  précédente , nous 
obtiendrons 

s/*œ2^4- V*; 

( 

d’où  nous  tirerons 

p=s  \/igz^'w..  (198). 

Cette  équation  donne  la  vitesse , indépendamment  des  re- 
lations qui  peuvent  exister  entre  les  coordonnées  x,  y,  s ; 
par  conséquent  cette  vitesse  a lieu  quelle  que  soit  la  forme 
de  la  courbe. 

L’équation  que  nous  venons  d’obtenir  pour  déterminer 
la  vitesse  ne  sulTit  pas  lorsqu’oii  veut  connaître  le  temps 
et  l’espace)  car  en  y mettant  la  valeur  de  v,  on  a 


on  tire  de  cette  équation 


da 


(«99); 


V/ags-l- V 

et  en  mettant  la  valeur  de  ds  (note  de  la  page  97) , nous 


aurons 


dt 


_ rfy» -4- dt» 


(200). 


V 2ge  -J-  V» 

Or , pour  intégrer , il  faut  qu’au  moyen  des  équations  de 
la  courbe,  on  puisse  réduite  céffe  dernière  à n’avoir  que 
deux  variables;  car  supposons  que  les  équations  de  la  courbe 
soient 

14.. 
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/(*,*)=t=o,  = (20t). 

Si,  à l’aide  de  ces  équations  et  de  la  précédente,  on  parvient 
à éliminer  deux  des  variables  x,  y,*,  il  ne  s’agira  plus  que 
d’intégrer  une  équation  entre  dt  et  l’une  des  coordonnées 
du  point  matériel. 

345.  Par  exemple,  si  la  courbe,  et  ce  mot  est  pris  dans 
toute  son  acception,  est  une  droite  située  dans  l’espace,  les 
équations  (201)  sont  alors  de  la  forme 

a = 02  *4-0,  J'— “t”  • • (202)  J 

on  en  tirera  , 

às  = adz  , dy  — bdt  ; 

et  en  substituant  ces  valeurs  dans  la  formule  (200) , on  la 
convertira  en  

rfz  ”1“  "1“  * 

dt  xsi 

t/2^2+V 

Si  le  corps  part  du  repos,  la  vitesse  initiale  est  nulle,  et 
l’on  a,  en  divisant  par  le  radical  du  numérateur, 

dt  d% 

V/o*+  ô*+ï  i/2^’ 

intégrant,  on  trouvera 

_ *_  . - _ + C = — 1/2^.  • • ( ). 

v/  O*  HÎ-  ^ 

346.  Pour  obtenir  l’espace  parcouru , nous  remplacerons  le 
radical  supérieur  de  l’équation  (200)  par  dt,  et  supprimant 
V qui  est  nul  dans  notre  bjpolhèsc,  nous  réduirons  cette 

équation  à 

éliminant  s de  cette  équation  à l’aide  de  l’équation  (2o3)  , 
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nous  trouTerons 


_ gt  dt 


- 


V/a*  + A*  -h  I 


+ Cgdt, 


et  en  intégrant, 


a*  + I 


ce  qui  montre *que  ce  mouTeraent  est  le  même  que  celui 
d’un  corps  qui  descendrait  le  long  d’un  plan  incliné 
comme  on  devait  s’y  attendre. 

347.  Enrin , si  l’on  demandait  quelles  sont  les  valeurs  de 
chacune  des  trois  coordonnées  x,  ^ et  z,  en  fonction  du 
temps,  la  dernière  est  déjà  donnée  par  l’équation  (2o3);  et 
à l’aide  de  cette  équation  et  des  équations  (aou) , on  dé- 
terminerait X et  y en  fonction  de  t, 

348.  Lorsque,  comme  dans  le  cas  présent,  la  courbe  sur 
laquelle  se  meut  le  point  matériel  est  plane,  et  renferme 
les  forces  accélératrices , en  plaçant  dans  le  plan  de  cette 
courbe  les  axes  coordonnés  que  nous  supposerons  être  ceux 
des  JC  et  des  y,  la  troisième  des  équations  ( >94)  cessera 
d’exister,  et  les  équations  (195)  et  (196)  se  réduiront  à 


cos*  •-|-a>s*ff=si. 


dx 

3^  cos. 


-h  ^ cos  C = o ; 


et  au  lieu  des  deux  équations  de  la  courbe,  nous  n’en  au- 
rons plus  qu’une  seule,  qui  sera  de  la  forme 

y=jfx. 

349.  La  vitesse  donnée  par  l’équation  (198)  étant  déter- 
minée sans  qu’il  soit  besoin  de  faire  usage  des  équations 
(201  ) , concluons  que  la  vitesse  ne  dépend  point  de  la 
forme  de  la  courbe , mais  de  son  ordonnée  vertic.vle.  Par 
conséquent,  si,  à partir  du  point  O (fig.  170)  ok  s = oFi|.  179. 
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Fig.  170.  et  v = V,  on  mène  divers  arcs  de  courbe  OM,  OM', 
OM*  , etc.  , qui  se  terminent  au  plan  horizontal  KL } 
toutes  les  ordonnées  z de  ces  points  étant  ^ales,  il  s’en- 
suit qu’en  faisant  partir  du  point  O dilTérens  mobiles  avec 
la  même  vitesse  V,  ils  auront  acquis  des  vitesses  égales  lors- 
qu’ils seront  arrivés  aux  points  M , M',  M",  etc. , situés 
sur  le  plan  horizontal. 

350.  En  général,  quel  que  soit  le  qoinb^  de  forces  ao- 
célératrices,  lorsque  l’équatipn  est  intégrable,  on  peut  dér 
terminer  v sans  qu’il  soit  nécessaire  d’assigner  la  coorbe. 
En  effet,  si,  d’après  la  nature  des  forces  accélératrices,  on 
met  dans  l’équation  (197)  les  valeurs  de  X , de  Y et  de  Z, 
en  fonction  des  coordonnées  x , j,  z,  cl  que  l’expression 

f(Xdx  Yû^  -b  Zda) 

soit  intégrable,  nous  pourrons  la  représenter  par 

/(*.  y,  *). 

et  alors  l’équation  (197)  deviendra 

= .y»  *)  + C'. 

Appelant  /"(a,  b,  c)  ce  qup  devient  f{xt  y,  z)  lorsque 
i»  = o , on  aura 

v*=  2/(»,  jf,  z)—2/{a,  b,  c)  , 

expression  qui  ne  dépend  que  des  coordonnées  des  points  , 
*■,  J.  s et  a , 6 , c. 

35 1.  Nous  avons  vu  que  la  force  normale  N dérivait  des 
composantes  des  forces  accélératrices,  prises  dans  le  sens 
de  la  normale  à U courbe , et  de  la  force  normale  pro- 
duite par  la  vitesse.  Pour  évaluer  celte  dernière  force  , 

Fig.  171.  ^baissons  les  perpendiculaires  on,  on  (bg-  17O  sur  les 
ipilicux  des  cêtés  égaux  consécutifs  mm,  m'm"  d’un  poly- 
gone d’un  très  grand  nombre  de  côtés , l’angle  tmm“  fornxé 
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par  l’un  de  ces  côtés  et  le  prolongeineat  de  l’autre , sera 
l’angle  que  nous  avons  représenté  par  «.  Or,  les  angles  n et 
n'  du  quadrilatère  non'm'  étant  droits,  on  aura 

non'  -1-  nm'n  = 2 angles  droits  — tm'm''  -f-  nm'n  ; 

donc 

t/nm",  ou  • :s=  non  = nwin. 

La  petitesse  de  l’angle  nom!  qui  est  mesuré  par  l’arc  qui 
lui  correspond,  permet  de  prendre  le  sinus  à la  place 

I i>  ^ • » • ' 

de  i arc , et  comme  ce  sinus  est  exprime  par  —7-  , ou 

mo 

n 

plutôt  par  , puisque  les  droites  mo  et  no  sont  cen- 
sées égales,  nous  trouverons 

2m'n  mm' 
no  no  ’ 

en  passant  du  polygone  à la  courbe  qui  en  est  la  limite  , 
le  côté  m'm  deviendra  l’élément  de  la  courbe,  et  no  son 
rayon  de  courbure;  par  conséquent  l’expression  précédente 
se  changera  en 

_ ds 

y* 

Nommons  9 la  force  accélératrice  qui  dérive  des  com- 
posantes normales  de  la  vitesse  : comme  toute  force  ac- 
célératrice est  représentée  par  l'élément  de  la  vitesse , di- 
visé par  celui  du  temps , et  que  dans  notre  cas  l’élément 
de  la  vitesse  est  i>  sin  « , nous  aurons 

V sin  • 

ou , parce  que  tout  arc  infiniment  petit  peut  être  substi- 
tué à son  sinus,  cette  expression  deviendra  . 
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remplaçant  « par  sa  valeur  que  pous  venons  de  trouver  , 
noos  aurons 

V da  s»* 

^ y dt  ^ y 

A l’égard  de  la  pression  normale  qui  résulte  des  autres 
forces , on  la  déterminera  par  le  parallck^ramme  des 
forces. 

, 352.  Supposons,  par  exemple , que  la  courbe  soit  plane, 

et  que  les  forces  qui  sont  appliquées  au  mobile  agissent 
dans  le  plan  de  la  courbe , on  réduira  toutes  les  forces  à 
une  seule  R dirigée  dans  ce  plan  ; et  en  nommant  t l’angle 
que  cette  force  fait  avec  la  normale , on  aura  R cos  I pour 
la  composante  de  R suivant  cette  normale.  Si  cette  force 
agit  contre  la  courbe,  elle  sera  en  sens  contraire  de  la 
• ■ . 

force  — qui  presse  le  point  matériel  sur  la  courbe , ou  , 

ce  qui  est  la  même  chose,  qui  tend  à l’éloigner  du  centre; 
nous  aurons  donc , dans  ce  cas , 

N = - — Rcosfl. 

y 

Du  mouvement  d’un  point  matériel  aeaujetti  à se  mouvoir 
sur  une  surface  courbe. 

353.  Lorsqu’un  point  inaleriel  qui  ne  peut  «e  mouToir  que  inr  une 
furface  courbe  est  lonmis  S l’action  de  plutienra  forcea  accéle'ratricca, 
cet  forces  rariablct,  et  celles  qni  proviennent  de  la  vitesse  initiale,  au- 
ront une  résultante  qui  devra  dtre  dëlinite  par  la  résistance  qu’oppose 
la  tnrface  ; si  nous  désignons  donc  par  N cette  résistance,  on  ponrra  re- 
garder le  point  matériel  comme  libre,  pourvu  que,  dans  les  équations 
(i8o),  on  fasse  entrer  les  composantes  de  Pour  cela,  nommons  st, 
C,  y les  angles  que  cette  force  fait  avec  les  axes  coordonnes , tes  com- 
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poumes,  toirant  cei  aies,  aarom  pour  expressions  N cos  » , N cos  C, 
et  M cos  y ; par  conséquent,  les  équations  dn  monrement  demandé  se- 
root 


g = X + Ncos.  j 

g:=Y  + NcoscL.  (304). 

^ =Z  + Ncosv  \ 
dl'  ' } 


On  connaîtra  les  angles  a,  C,  y , lorsque  l’équation  L = o de  la  surface 
courbe  sera  donnée  ; en  effet,  nous  aroos  tu  , art.  6a , qu’on  déduisait  de 
- cette  équation  (’) , 

dx 


cos  c = ■ 


<^r 


cosy  = 


d% 


Pour  simplifier , faisons , comme  dans  l’art,  fia , 


:V. 


Les  équations  précédentes  deriendront 

mr  d\j  _ dlj  dlj 

cot»-=\  — , cosC  = V^,  cos>  = V-gj; 


(*)  Nons  supprimons  les  accents  qui  aSèctaient  x , y,  z,  dans  les 
équations  de  l’art.  6a , parce  que  nous  sommes  libres  d’admettre  que  le 
point  d’application  de  la  force  N , an  lieu  d’étre  représenté  par  x',  y',  a', 
le  soit  par  x,  y,  s. 
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et  comme  le  radical  comporte  le  double  aigne,  il  ne  faudra  paa  oublier 
qu’il  en  aéra  de  même  de  V.  Substituant  ces  raleuii  dans  les  équations 
(ao41 , on  aura 


^■-r='ï-KNV^ 

df*  dy 


(*o5). 


Jf 


dz 


Éliminant  N entre  cet  équations  , V disparaîtra  en  même  temps,  et  l’on 
obtiendra  denx  équations  qui , jointes  h L = o,  détermineront  les  coor- 
données du  mobile  en  fonction  du  temps. 

354.  Prenons  pour  exemple  le  mouvement  d’un  point  matériel  sur  une 
sphère  j plaçons  l’origine  des  coordonnées  au  centre , mettons  le  plan  des 
X , y dans  une  position  horizontale,  et  enfin  menons  l’axe  des  z positifs 
dans  la  partie  située  an-dessons  du  plan  des  x,y,  par  cette  disposition 
de  l’axe  des  s,  les  ordonnées  positives  s auront  le  même ^signe  que  la 
pesanteur.  Cela  posé,  l’équation  de  la  sphère  étant 


*■*+7’ + **=<»’••• 
nous  en  déduirons,  par  la  différentiation , 


xdx+ydy-i-zdz  =0...  (207)} 
par  conséquent , noos  aurons 


dlj  dL  cHi  i I 

■j~=.x,  —=y,  -j-  = s et  \=  = = -. 

dx  dy  dz  ^ .s  a 

D'un  antre  cdté,  la  seule  force  accélératrice  qui  existe  ici  étant  g,  noos 
avons 

Xt=o,  Y = o,  Xxzgi 
res  valeurs  réduisent  les  équations  (ao5)  è 


ÿ^  = lSÎ,  ^=N-r,  ^ = (208). 

dt»  a dt‘  a’  dl‘  ’’  a 


Pour  éliminer  M entre  ces  équations,  il  suffira  des  deux  premières,  et  de 
multiplier  l’une  et  l’antre  par  la  variable  qu’elle  ne  renferme  pas;  opérant 
ainsi , prenant  l.i  différence  des  résultats  , et  supprimant  un  des  facteurs 
de  dt*,  on  trouvera 


yd'x  — xd'y  dtydx  — xdy) 

■ =».  O»  dt  =°» 

ntégrant,  en  tiaitant  dl  comme  enslant,  on  trouvera 
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ydx  — xdy  = Cdt . . . (20^)- 

Pour  avoir  une  seconde  equuiion  parce  que  celle -ci  contient  trois 
riablcs , on  multipliera  chacune  des  trois  équations  (208)  par  la  diffé- 
rentielle de  la  variable  quVlle  contient , et  Ton  obtiendra 

et  comme  la  quantité  qui  e»t  renfermée  cotre  lej  parenthiaea  cat  mille, 
CD  vertu  <lc  l'équaiioD  » le  reaultal  que  noua  venona  d’obtenir  ao 
réduit  h 

ilret’r-+-  dnl'y  -t-  dzd'x , 


multipliaut  par  a et  intégrant , on  a 


dx'  -i-dr'  +ds‘ 

dï» 


= a^a-J-C'...  (aïo;. 


C’ett  entre  cette  éqnation  et  lea  équations  (ao6)  et  (aoQ)  qu’il  faut  éli- 
miner deux  dea  variablea  x , je  et  a pour  que  l’intégratiou  en  a’effeetuant 
pniaae  noua  donner  l’antre  variable  en  fonction  du  tempa;  maia  avant 
que  de  procéder  h cette  élimination , on  entrevoit  déjil  que  le  réaultat 
qu’on  obtiendra  aéra  indépendant  de  la  force  normale  N qui  a diapacii 
de  cet  équationa. 

355.  En  considérant  l’cqnation  (aïo),  il  eat  facile  de  voir  que  piiia- 
qu’ellc  ne  contient  dana  aon  aecond  membre  d’autre  variable  que  z,  la 
aéparation  dca  variablea  x ,y,  z a’elFectuerait  ai  l’on  pouvait , il  l'aide  dea 
équationa  (ao6)  et  (309),  déterminer  lea  vakura  de  dx‘  en  fonc- 

tion de  a , pour  la  anbalitner  dana  le  premier  membre  de  l’équation 
(aïo).  Or,  l’équation  (207)  qui  dérive  de  (ao6),  et  l’éqiiatiun  (209),  éle- 
vées au  carré , noua  donnent 

x>dx‘ ’t-*xydxdjrH-J''djf*  zs  z'd»>  , 
jr*dx‘-~  ixydxdjr  + xzdy  s=C'df  j 

et  l'on  voit  que  le  terme  en  dxdy  disparaîtra  du  réaultat  en  ajoutant 
ensemble  ces  équations.  Effectuant  donc  cette  opération,  on  trouve 

(a*  -i-jr*)dx^  +(x'  +X‘jdy  :=  C’ait»  -f- s*<fa*  , 

ou  plutôt 

(dx^  H-dy‘)  = C’dlf  + z’dz’i 

luettaiit  dans  cette  équation  la  valeur  de  t'+j'’»  tirée  de  l'éqnat.  (2116}, 
(III  obtient  enfin 
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dx*  + dy‘  = ; 

•'  ysl  *1  * 


«ubMitoant  cette  ralenr  dan»  l'eqnation  (ato),  et  lupprimant  le»  terme». 
z‘dz’  qui  »e  dëlroiient,  il  Tiendra 


* = ■ 


ad»  

V/(a* — X»;  (a^  + C')  — C* 


...  (au). 


L’iol^grale  de  celte  équation , qui  ne  pourra  se  déterminer  qne  par  ap- 
proximation , donnera  la  râleur  de  x en  fonction  du  temp». 

356.  Ponr  trouver  1rs  antres  variables  en  fonction  du  temps,  soit/t  la 
valeur  approximative  de  s,  fournir  par  l'éqnation  précédente;  on  pourrait 
bien  la  substituer  dans  l’équation  (aïo),  et , en  combinant  ensuite  celle 
nouvelle  équation  avec  celle  qui  est  désignée  par  (aog).  obtenir  deux 
équations,  l'une  en  x et  en  t,  et  l’autre  en  jr  et  en  (;  mais  alors  lu  va, 
riables  x et  t dans  la  première,  et  et  t dans. la  seconde,  ne  seraient 
pas  séparées.  C’est  k cause  de  oet  inconvénient  qu’on  emploie  cet  autre 
moyen  pour  parvenir  aux  valeurs  de  x et  dey  en  fonction  de  t. 

1^0.  Soient  AC  = x (Gg.  17a},  DC=y,  mD  = x,  les  trois  coordonnées 
du  point  m de  la  sphère  oit  se  trouve  le  mobile;  si , pour,  une  valeur  de 
s,  on  donnait  l'angle  CAD  que  fait  la  projection  AD  de  la  droite  Am 
avec  l’axe  des  x,  il  serait  facile  de  déterminer  x ely  en  s.  En  effet,  nom- 
mons $ l'angle  CAD , comme  Am  est  égal  |an  rayon  a de  la  sphère,  nous 
avons  évidemment  AD=  V^u* — x>;  et  le  triangle  ACD  rectangle  en 
G,  noos  donne 


AC  = AD  cos  CAD,  CD  = ACsinCAD, 

OU  

x=  V^a« — x*.cosS,  y=^/ a» — x>.sint...  (au)  ; 

CCS  deox  équations  établissant  nne  relation  entre  les  variables  x,  y,  x, 
tiennent  la  place  de  celle  de  la  sphère , qu’on  obtiendra  en  ajoutant  la 
somme  de  leurs  carres.  A la  vérité , nous  avons  la  nouvelle  variable  t; 
mais  aussi  nous  introduisons  dant  le  calcul  nne  équation  de  plus. 

Eu  différentiant  les  équations  (xia),  nous  trouverons 


<fx  = — sin  W8  V^n*  — x* — co»  fl. 

. h a*  — x‘ 

dy=z  cosflcfflV^o*  — X*  — - ■ - sin  fl 

.»■ 

ronitipliant  les  écpiations  (ii3)  l’nne  par  la  seconde  des  équations  (lia), 
et  l’autre  par  la  première  de  ces  équations , et  prenant  la  différence  des 
résultats,  ou  trouve 

y c/x  — xdy  = — («»  — X*)  (sin>  fl  + cos>  fl)  dt , 
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on  plutôt , parce  qne[iin*  8 H-  cos*  8 équÎTaut  k runiltf , 

. — xdjr  = {t‘  — a‘)d$. 

SubsiitoaDl  celle  Talcur  dans  réquaiion  (aog),  on  obtient 


et  par  conséquent 


(s*  — n*)  d8  = Gdl  I 


remplaçant  dt  par  ta  valeur , tirce  de  l'équation  (ai  i)  i on  obtient  enfin 

..  aCdz 

di  = — ■ 

(x*  —a*)  y (fl*  — tin^z  + L.')  — C» 

Cette  équation,  intégrée  par  appcoximaünn , fera  connaître  la  valenrdc 
8 j on  en  déduira  ensuite  celles  de  cos  8 et  desin  8,  qui,  étant  substituées 
dans  les  équations  (ata),  dctennincront  les  valeurs  de  x et  de^  en 
fonction  de  x , et  par  conséquent  du  temps  dont  x est  une  fonction. 

357.  L’équation  (a  10)  détermine  la  vitesse  indépendamment  de  la 
force  normale  N j car  la  somme  des  carrés  des  différentielles  étant  égale 
au  carré  de  dt , rette  équation  nons  donne 


on 

et  par  conséquent 


= 3gz  4-  C'i 

v = y/igz+c'. 


l 


Mais  si  l’oB  demande  la  valeur  de  celle  force  M,  il  fant  recourir 
aux  équations  ( ao8  ) ; on  les  multipliera  respectivement  par  x , par  jr 
et  par  x , et  en  réunissant  les  produits , on  obtiendra 


I 


xd’x  -hrd’jr  -t-  xd*s  , N , . , 

=S‘^+- (x* +r* 


(ai4). 


Or,  la  différentielle  de  l’équation  (307),  c’est-ô-dire  l’équation 
d [xdx  +ydy  -f*  xdx)  = 0,  nons  donne 

xd‘x  -hyd'y  4-  zd»z  [dx‘  4- dy  4-  dx») 
df  dl» 


Substituant  cette  valeur  dans  l'équation  (ai4)>  en  remplaçant  x*4^*4-s* 
par  a',  cette  équation  deviendra 


et  par  conséquent 


— i»»  = gx4.Na, 

N=-il±£i 

a 
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358-  Ici  nont  trnti«odi  N nt'galir,  parfe  que  def  deux  valebn  d<>m 
V e'uit  (Uiceplible,  ayant  adopte  arbilraireoient  la  poailivc  dam  les 
équations  (aoS) , cela  est  en  contradiction  avec  la  snpposition  qnc  la  force 
normale  ^ porte  le  même  signe  que  les  i positifs.  Pour  lever  cette 
difficulté,  nous  disposerons  donc  de  la  faculté  que  nous  avçns  de  choi- 
sir le  signe  de  V , en  lui  donnant  le  signe  négatif  dans  les  équat.  (noS), 
ce  qui  nous  conduira  b ce  résultat 

a 

Du  mouvement  dun  point  matériel  sur  la 
Cycloïde. 

35g.  Supposons  qu’un  point  matériel  M qui  $e  meut 
sur  ia  cycloïde  parte  du  repos;  la  vitesse  initiale  de  ce 
point  étant  nulle  dans  cette  hypothèse,  l’équation  (198)  , 
page  21 1,  se  réduira  à 

/ 

ou  plutôt  à 
d’où  l’on  tirera 


Prenons , comme  précédemment , l’origine  des  abscisses  au 
Fig.  173.  point  £ ((ig.  173),  et  nommons  u l’ahscisse  ED  d’un  point 
quelconque  M',  pour  ne  point  confondre  cette  abscisse  avec 
la  variable  x qui  entre  dans  l’ équation  de  1a  cycloïde  ; et  re- 
présentons par  h l’abscisse  £C  du  point  M de  départ,  nous 
aurons 

CD  = EC—ED, 
ou 

%i=s.h — U. 

Substituant  cette  valeur  dans  l’équation  précédente , il 
viendra 


v’  = 2ÿs, 


de 


= ngz-. 


y/iigz 
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dt=z 


ds 

V H (A  — U) 


(21 5). 


Cette  équation  contenant  trois  variables , nous  allons 
chercher  à en  éliminer  une  au  moyen  de  l’équation  de  la 
cycloïde.  Pour  cela,  nommons  2a  le  diamètre  BE  du  cercle 
générateur,  et  *,  les  Coçrdonnées  AP,  PM' d’un  point 
M'  de  la  cycloïde  : l’équation  de  cette  courix:  {ÉUnuns  de 
Calcul  différentiel,  page  i44)  se  présentera  sous  cette  forme 


dx  = 


y^y 


V —y 


(216). 


Mais  pour  parvenir  à notre  élimination,  il  faudra  transfor- 
mer cette  équation  en  une  autre  entre  les  variables  u et 
e.  Or , en  représenUnt  a par  l’arc  AM'  qui  correspond  aux 
coordonnées  AP  = * et  PM'  = y,  nous  avons  entre  a» 
variables  la  relation 


ds=  ^ dy^  -f-  dSr*, 
ou 


da 


Mettant  dans  cette  équation  la  valeur  de 
quation  (216),  on  obtiendra 


J-  tirée  de  l’é- 

dy 


dazsidy  \/  \ Jf. . 

V 2qy  — y' 

Réduisant  au  même  dénominateur  les  quantités  qui  sont 
sous  le  radical , effaçant  les  termes  qui  se  détruisent,  et  sup- 
primant le  facteur  commun  y , il  restera 

L’expression  2a  — y qui  entre  dans  cette  formule,  n’est 
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autre  chose  que  l’abscisse  ED  que  noos  avons  appelée  u ; 
par  conséquent  nous  avons 

aa  — y=.u,  ày=.  — du. 

Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (217),  on  trouve 


d,=  — du  lÆ. 

. V M 


La  valeur  de  da  est  négative,  parce  que  lorsque  l’abscisse 
ED  = «,  l’arc  AM'diminue. 

Mettant  cette  valeur  de  ds  dans  l’équationj  (21 5),  on  a 


I ' fô'  du 

dt  = — \/ — ==... 
V g i//m  — 


(218). 


360.  Pour  intégrer  cette  équation , nous  nous  rappelle- 
rons {Èlémen»  de  Calcul  différentiel j page  188)  qu’on  a en 
général 


A 


dx 


— = arc  (sin  verse  = *)  ; 

y 2x  — X* 

faisant  x = —,  cette  formule  se  réduit  à 
a'  ( 

— = arc  ^sin  verse  = (219) 

y'  2aa  — «*  ' 

par  conséquent,  en  rapportant  l’intégrale  de  l’équat.  (218) 
à œtte  formule , nous  trouverons 

< = — • • (220). 

Pour 'déterminer  la  constante,  observons  que  le  temps 
commençant  lorsque  le  mobile  est  en  M,  nous  avons  alors 
t = O et  « = EC  = h ; 
cette  hypothèse  réduit  l’équation  (220)  à 

O = — t / -.arc  (sin  verse  = 2)  -4-  C. 

^ i 
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Or , Tare  dont  le  sinus  verse  est  2 étant  la  demi-circonfé- 
rcnce  décrite  avec  le  rayon  i , si  nous  représentons  par  «• 
celte  demi-circoulcrcnce  , l’équation  précédente  deviendra 


C = : 


la 


Celte  valeur  étant  mise  daus  réejuation  (219)  , nous  au- 


rons 


'=v/>('’- 


arc  8in  Tcrsc 


au\ 

~T/ 


Ce  temps  est  celui  qui  a lieu  lorsque  le  mobile  étant  parti 
du  point  M , est  arrivé  au  point  M'  dont  l’abscisse  est 
ED  = U.  Par  conséquent , pour  obtenir  le  temps  que  le 
mobile  aura  employé  à parcourir  l’arc  ME,  il  faudra  faire 
u = o,  bypotbèse  qui  réduira  l’équation  précédente  à 


/ = X- 


On  voit  que  cette  expression  est  indépendante  de  la  hau- 
teur h qui  est  l’abscisse  £C  du  point  de  départ  M ; d’où 
l’on  peut  conclure  qu’en  quelque  part  que  soit  situé  le 
point  de  départ  M,  ce  mobile  emploiera  toujours  le  même 
temps  ])our  arriver  en  E.  Une  courix:  qui  jouit  de  cette 
propriété  est  appelée  courbt  tautochrone. 


Du  Mouvement  d’oscillation. 

I 

361.  Soit  OBC  (fig.  174)  courl)c  continue  coupée  17 j, 

aux.  points  O et  C par  une  droite  horizontale  ; supposons 
que  dans  cette  courbe  il  n’y  ait  [loint  d’angle  qui  ])ui$$e  ^ 

occasioner  une  perte  de  vitesse , et  que  la  tangente  BT  à 
la  plus  grande  ordonnée  BP,  soit  horizontale  et  perpen- 
diculaire à cette  ordonnée  ; alors  la  direction  de  BP  sera 
Élêin.  de  Mécanique.  1 5 
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.Terticale , et  le  plan  des  x , y devra  être  horizontal , parc* 
que  noos  employons  des  axes  rectangulaires.  Cela  posé  , 
cherchons  l’expression  de  la  vitesse  d’un  mobile  qui , soni> 
cité  par  la  pesanteuf , glisserait  sur.  la  courbe;  pour  cet 
elTet , nous  observerons  d’alvord  que  si  l’on  regarde  comme 
positives  les  ordonnées  z qui  se  trouveront  au-dessous  dn 
plan  des  x , y,  la  pesanteur  g s'accroissant  en  même  temps 
que  ces  coordonnées,  devra  être  aussi  considérée  comme  po- 
sitive. Ainsi , faisant  g positif  dans  les  équations  qui  déter- 
minent le  mouvement  du  mobile^  nous  aurons 

d'x  dy  d''x 


Pour  déterminer  la  vitesse,  opérant  comme  dans  l’art.  333, 
nous  multiplierons  la  première  de  ces  équations  par  adx, 
la  seconde  par  iify,  et  la  troisième  par  et  en  les  ajou- 
tant , on  trouvera  , 

adxd’x  -1-  idydy  -f  idzd“z 

d? 

intégrant , on  aura 


dx‘‘  -J-  f/y*  -f-  dz* 

1? 


2g*  + C ; 


ou,  en  observant  que  la  somme  des  carrés  des  düTércnticlIes 
des  coordonnées  est  égale  au  carré  de  l’élément  ds,  l’équation 
précédente  pourra  se  convertir  en 


|:=2,^+c. 

ds 


Mettant  v à Ih  place  de  il  viendra 


V*  = 7gz  -}-  C. 


SoitV  la  vitesse  initiale  qni  alisuau  pointO;  lorsquax=o, 
l’équation  précédente  nous  donnera 
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C=  V; 

par  conséquent,  en  y suljstitunnt  cette  voicur  de  C,  on 
obtiendra 

' t'*  = V*  4- • • (*2i). 

362.  Les  ordonnées  croissant  depuis  O jusqu’en  B,  l’équa- 
tion (221)  nous  montre  que  la  vitesse  v doit  aller  en  s’accé- 
lérant lorsque  le  mobile  parcourt  l’arc  OB,  et  qu’elle  par- 
vient en  B à son  maximum.  Les  ordonnas  devant  ensuite 
décroître,  la  vitesse  diminuera  à mesure  que  le  mobile  par- 
coutva  l'arc  BC.  Dans  cette  diminution , elle  passera  par  les 
mêmes  degrés  de  vitesse  qu’elle  s’était  augmentée;  car,  si 
par  un  point, quelconque  m on  mène  un  plan  horizontal  qui 
coupe  fa  courlie  Suivant  une  droite  mm' , les  ordonnées  mp 
ét  m'p'  seront  égales;  par  conséquent,  en  substituant  leurs 
valeurs  dans  l’équation  (221),  on  verra  que  les  vitesses  du 
mobile  aux  points  m et  w'  seront  égales. 

La  vitesse  du  mobile  diminuant  d’autant  plus  que  l’arc 
parcouru  Om  est  moindre’,  on  trouver;;  ,*  sur  le  prolonge- 
ment de  cet  arc  , un  point  A où  cette  vitesse  aura  été 
nulle;  par  conséquent,  le  point  A sera  celui  où  le  mo- 
bile est  censé  avoir  reçu  le  mouvement.  Si,  par  ce  point, 
on  mène  une  droite  borizontaic  AA',  la  vitesse  en  A' sera 
donc  également  nulle.  Ainsi  lo  mobile,  dans  son  mouve- 
nienl,  s’.irrêlera  en  ce  point  A'  où  la  vitesse  est  nulle.  Alors 
l’action  de  la  pesanteur  le  ramènera  de  A' en  B;  et  comme! 
les  ordonnées  vont  en  croissant  de  A' en  B,  il  sera  facile  de 
conclure,  au  moyen  de  l’équation  (221),  que  la  vitesse  ira 
aussi  en  croissant.  Le  mobile  parvenu  au  point  B , oii  il  a le 
maximum  de  vitesse , continuera  donc  à se  mouvoir  eu 
vertu  de  cette  vitesse,  et  remontera  sur  la  branche  B A jus- 
qu’au point  A,  où  la  vitesse  sera  nulle.  Mfais  l’action  de 
la  pesanteur  le  faisant  descendre,  il  parcourra  encore  l’arc 

i5..‘ 
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1 AB  pour  rcmonlcr  jusqu’en  A',  et  ainsi  de  suite;  de  sorte 
que  le  mobile  fera  un  nombre  indéfini  d’oscillations. 

Ib  est  évident  que  les  vitesses  successives  qu’acquiert 
le  mobile  lorsqu’il  se  meut  sur  l’arc  AB,  étant  les  mêmes 
que  lorsqu’il  sc  meut  sur  l’arc  BA',  le  mobile  emploie  le 
même  temps  à parcourir  ces  arcs.  Ces  oscillalious  faites 
en  temps  égaux,  sont  appelées  isochrones. 

363.  Lorsque  la  courbe  rentre  sur  clle-mcme,  comme 
Fig.  175.  dans  la  figure  l'jS  , et  que  les  tangentes  aux  points  B et  B' 
sont  parallèles  à i’borizon , si  le  mobile  parti  d’un  point  quel- 
conque O avec  une  vitesse  initiale,  descend  de  O en  B,  et 
peut  reniouler  de  B en  B'  sans  que  sa  vite^  soit  épuisée  , 
il  descendra  de  nouveau  le  long  de  l’arc  B'OB^  et  la  pesan- 
teur lui  rendra  successivement  la  vitesse  qu’il  avait  lorsque 
pour  la  première  fois  il  a parcouru  B'OB.  Perdant  ensuite 
de  sa  vitesse  lorsqu’il  Temon  ter  a suivant  l’arc  BO'B',  il  lui 
restera  en  B'  le  ménie.excès  de  vitesse  que  lorsque,  avant 
d’avoir  fait  une  révolution  de  la  courbe  , il  était  en  ce 
point,  il  suit  de  là  que  le  mobile,  au  lieu  d’osciller,  fera 
un  nombre  indélini  de  révolutions  autour  de  la  courbe. 

Du  Pendule  simple. 

Fig.  176.  364.  Le  pendule  simple  est  un  point  matériel  M (Cg.  i ^6) 

qni , animé  par  la  pesautciir  et  suspendu  à une  droite  in- 
flexible MC,  fait  des  oscillations  autour  du  centre  C.  Il  est 
certain  que  dans  cc  mouvement  le  [loint  M est  assujetti  à 
décrire  un  arc  de  cercle;  ainsi  la  vitesse  de  cc  point  sera 
donnée,  art.  344»  par  l’érjiialion 

s>*  z=V* . . (2aa).< 

. (h  . ■ 

Changeant  en  ‘laiis  cette  équation,  et  tirant  la  valeur 

de  dt,  on  trouvera 
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dt  — . . . fa23). 

V/V‘+  9.gZ 


Le  point  de  départ  étant  pris  pour  origine,  z sera  l’ordonnée 
M'P'  (lig.  177)  du  point  M'  où  se  trouve  le  mobile  dans  un 
instant  quelconque,  et  V*  représentera  le  carré  de  la  vitesse 
initiale,  c’est-à-dire  celle  qui  avait  lieu  lorsque  le  mobile 
était  à son  point  de  départ  M.  Nommons  h la  hauteur  due 
à celte  vitesse  initiale,  nous  aurons 


et  les  équations  ( 919  ) et  ( ?.i3  ) , en  y substituant  cctle 
valeur , deviendront 


V =r  v/  (A  -f-  s)  , dt=i 


fis 


\/  fg  (A  + z) 


= •••  (224)- 


31)5.  On  peut  exprimer  z en  fonction  des  cooEdonnées  du 
Cercle  décrit  par  CM  (fig.  177).  Pour  cet  cDet,  abaissons  Fig.  177. 
des  points  M et  M',  les  perpendiculaires  MB,  M'D  sur  la 
verticale  CE , et  nommons  a le  rayon  CE , b la  distance  • ■ - 
verticale  £B,  et  x l’abscisse  ED  du  point  M'  ra]>portée  à 
la  nouvelle  origine  E,  nous  aurons 

z = BD  ■=.b  — X. 


Au  moyen  de  cette  valeur,  on  convertira  les  équations 
(a24)  en  celles-ci  ', 

♦'  = (/*  + i — *) , .dt  ~ ,-  /*-  -=•••  (aaS). 

V ag-CA  -H  A— ar) 

La  première  de  ces  équations  nous  donne  la  vitesse  du 
mobile  au  point  M'  qui  correspond  à l’abscisse  x ; la  se- 
conde , lorsque  nous  l’aurons  intégrée  , nous  fera  connaitro 
le  temps  que  le  mobile  aura  employé  à venir  en  M'.  Pour 
cela  , nous  ferons  en  sorte  que  le  second  membre  de  cctle 


V 
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équatiun  ne  renferme  plus  qu'une  seule  variable',  c’est  à 
quoi  nous  parviendrons  facilement  en  combinant  cette  équa- 
tion avec  les  suivantes, 

ds  — dx'‘  dy. . , (226)  , 

= 2ax  — X*. (5-27)  ; 


flilTércntiant  cette  dernière,  nous  obtiendrons 
J'dj  :x={a—x)dx, 

et  par  conséquent , 


dy 


^-^JL^Jldx^ 
r 


Substituant  celte  valeur  dans  l’équation  (226),  nous  trou- 
verons 


Mettant  dans  le  numérateur  de  la  fraction  qui  est  sous  le 
radical,  la  valeur  de  y*  donnée  par  l’équation  (227),  dé- 
veloppant et  réduisant,  nous  obtiendrons  * 


ds 


=*i/i;=±:i=± 

y y‘  y 


adx 


adx 
Ÿ 2ax  — 


donc 


df. 


[/  (2(1  X)  X 

adx 


Ÿ iy.a  — x)  X |/  2^  (/t  4-  6 — x) 


Des  deux  signes  qui  devraient  alTecter  la  valeur  de  dt , 
nous  avons  choisi  le  négatif,  parce  que  lorsque  t aug- 
mente, X diminue  (*). 


(*)  On  peut  rcninnjucr  que,  dam  ce  cas , l’origine  des  x doit  être  pl  1- 
eve  en  un  point  plu»  bas  que  celui  d’oü  l’on  coniplc  le  temps,  et  pur 
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366.  Sopposons 'que  la  'vitesse  initiale  soit  mille,  nous 
aurons 

A = o;  . 


si  en  même  temps  l’are  suivant  lequel  se  font  les  oscilla- 
tions est  très  petit,  nous  pourrons  négliger  x devant  aa, 
et  la  valeur  de  dt  se  réduira  h 


adx 

^ aux  (,A  — x) 

Remplaçant  le  façteur  a du  numérateur  par  a*,  on  pourra 
mettre  l’équation  précédente  sous  la  forme 


v/j 


dx 


ff' 


(228). 


Ainsi  pour  avoir  t,  il  ne  s’agit  plus  que  d’obtenir  la  valeur 
de  l’intégrale  suivante. 


A 


dx 


V>'bx  — x' 


(229). 


Pour  y parvenir,  nous  comparerons  cette  intégrale  à l’é- 
quation (aig),  page  aa4,  et  nous  aurons 

a~îb,  x = s, 

et  en  substituant  ces  valeurs  d.nns  l’équation  (219),  c’est- 
à-dire  dans  l’équation 


nous  trouverons 


i 


1 


con3<*V|ucnt  Tare  <*i  qu’alora  Ica  «*tccroisacmcna  de  x lUnt  ncî^atifa,  tl 
mi  doit  cira  de  inéiiiC  lia  Ux. 
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et  en  observant  que  si  l’on  réduit  les  deux  termes  de  la 
fraction  au  même  dénominateur  ~ se  cliange  eu  — . l’é- 

• f f * . ï ^ ^ ^ 

quation  précédente  deviendra 

r'  / . ?-r\ 

/ T/v''  ■ ~ 3*'c  ( sm  verse  = -r  ] ; 

J Viix  — x'  \ b)' 

Cl  pnisqu’en  général,  lorsque  le  rayon  est  Tunité,  Tare 
qui  correspond  au  sinus  verse  c a pour  cosinus  i — c , il 
s’ensuit  que  nous  devons  avoir 

\ 


) 


: ^sin  verse  = = arc  ^cos  — \ — ^ 

/ b — 2.v\ 

= arc(^cos=:-_). 


Substituant  cette  valeur  de  l’expression  (229)  dans  l’inté- 
grale de  l’équation  (228)  < nous  trouverons 


! = - i y/^.arc  (cos  = -t- C. . . 


(23o). 


367.  Pour  déterminer  la  constante,  le  temps  commen- 
çant lorsque  le  mobile  est  en  M , on  a f =:  o quand  x = b. 
Ces  valeurs  réduisent  l’équation  (23o)  à 


> = — ï . arc  (cos  = — 


) + C. 


Soit  2T  la'circonfcrence  du  cercle  dont  le  rajon  est  l’unité, 
Fig.  169.  nous  avons  (lig.  16g) 

arc(cos  = — i)  =arcBCA  =7r; 


donc 


Substituant  celle  valeur  dans  l’équation  (a3o),  on  trouve 
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a33 


/ = : . 1^:7  _ arc  (cos  = i — ...  (a3 1). 

De  celle  manière,  l’intégrale  sera  prise  (lig.  1 7'j)  ilrpuis  l’abs-  Fig.  177. 
cissc  X = b,  qui  correspond  k t~o,  jus(|u’à  l’al)scissc  indé- 
linie  x\  par  conséquent  t exprimera  le  temps  de  la  chute 
du  mobile,  depuis  l’origine  du  temps  où  il  était  en  M , 
jusqu’à  lin  point  quelconque  M'  dont  l’abscisse  est  x. 

368.  Si  l’on  veut  avoir  l’intégrale  comprise  depuis  M 
jusqu’au  point  le  plus  bas  E,  il  faut  faire  x=o  dans  la 
valeur  de  t;  et  en  observant  que  l’arc  dont  le  cosinus  est  1 
est  égal  à zéro , on  a 


369.  Le  mobile  arrivé  en  E n’a  pas  perdu  sa  vitesse; 
au  contraire,  elle  parvient  en  ce  point  a son  maximum^ 
comme  nous  l’avons  vu  ; car  on  doit  se  rappeler  que  la  vi- 
tesse V étant  donnée  par  l’équation 

la  plus  grande  valeur  de  z est  celle  qui  a lieu  lorsque  le 
mobile  est  arrivé  en  E.  Ainsi  , en  vertu  de  cette  vitesse  , 
le  mobile  passe  sur  l’arc  EN  ; et  comme  cet  arc  change 
de  signe , ou  trouvera  pour  le  temps  que  le  mobile  a em- 
ployé pour  parvenir  en  N’, 

t = i ^^.^ir-4-arc^cos=i—yj^...  (a33). 

Si  de  celle  équation  nous  retranchons  l’équation  (a3a)  qui 
nous  donne  le  temps  qui  s’est  écoulé  lorsque  le  .mobile  est 
arrivé  de  M en  £,  il  nous  reste  l’expression 
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pour  le  temps  que. le  mobile  a mis  à vcm'r  de  Ei,  en  N'  : 
c’est  ]ustemciit  le  même  temps  qu’il  emploierait  à des- 
cendre suivant  l’arc  M'E  ; car  ce  temps  s’obtiendrait  en 
retranchant  l’équation  (aSi)  de  l’équalion  (a32).  Enfin  , 
lorsque  le  mobile  s’csl  élevé  jusqu’au  point  N situé  sur  le 
plan  borizonlal  qui  passe  par  le  point  M où  la  vitesse  est 

nulle,  alors  et  l’expression  arc  cos^i  — de- 

vient arc  (cos  — — i)  = »• , ce  qui  change  l’équation  (233) 
en 

/=’y/^X2T; 

h 

tel  sera  le  temps  que  le  mobile  emploiera  à parcourir 
l’arc  total  MEK.  Représentons  ce  temps  par  T,  nous  au- 
rons 

. T = '\/g"- 

Le  mobile  parvenu  en  N a perdu  toute  sa  vitesse;  car 
en  ce  point  la  vitesse  initiale  étant  nulle,  on  a 

7i  = o ; 

« 

cette  valeur  et  celle  de  x ^ b réduisent  l’érjuation 

(/*  + * — *)  à 

ds 

-r  = O,  ou  a «■’  = o. 

de 

La  vitesse  du  mobile  étant  doue  épuisée  lorsqu’il  arrive 
en  K , la  pesanteur  doit  le  faire  descemli;e  ; et  comme 
les  circonstances  initiales  au  point  N sont  les  mêmes  qu’elles 
l’étaient  en  M , le  mobile  décrira  une  seconde  oscillation 
MEM , et  ainsi  do  suite. 

3^0.  L’é<|uation  (234)  indépcndanic  de  la  constante 
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b qui  (lélerniine  la  distance  verticale  MK , on  voit  que  si 
le  point  de  défia'rl)  au  lieu  d’être  en  M,  était  on  M',  la 
durée  de  l’oscillatiou  serait  la  même  ; par  conséquent  des 
mobiles  qui  parlent  des  points  diHérens  M,  M',  AI",  etc., 
demeureront  le  niciuc  temps  à faire  leurs  oscillations. 

371.  Ces  oscillations  d’égales  durées  sont  appelées  iso~ 
c/iiviies.  Il  n’en  est  pas  de  nicuie  lorsque  les  pendules  sont 
de  longueurs  différentes;  car  noinnions  a et  a’ les  longueurs 
de  deux  pendules  dont  les  oscillations  sont  décrites  dans 
les  temps  T et  T',  nous  aurons 


donc 


T:  r ::  /«  : (?.35). 


Ainsi , connaissant  le  temps  T de  l’oscillation  d’un  pendule^ 
ou  déterminera  par  la  proportion  précédente  la  longueur 
du  pendule  qui  ré[>ondrait  à co  temps  arbitraire  T'. 

Î72.  Pour  déterminer  avec  plus  de  précision  le  temps 
d’une  oscillation,  voici  le  procédé  que  l’on  emploie.  Repré- 
sentons par  N le  nond)re  d’oscillations  que  fait  le  pendule 
a dans  le  temps  (,  et  par  K'  le  nombre  d’oscillations  que 
fait  le  pendule  a dans  le  nicnie  temps  011  a 


T — — 


T'^ 


(23G). 


Au  inojen  de  ces  valeurs,  la  proportion  (aSS)  donne 
N'*  : N‘ ::  a ; a; 


donc 


O N* 


Lorsque  pour  un  pendule  simple  d’une  longueur  donnée, 
on  connaît  donc  le  nombre  d’oscillations  en  un  temps 


( 


Digitized  by  Google 


a36  STMAMIQDK. 

donné,  on  pent  en  conclure  la  longueur  dt> pendule  simple 
qui  ferait  ses  oscillations  dans  une  seconde- de  temps. 

3^3.  C’est  en  se  fondant  sur  ce  qui  précède  qu’on  a trouTC 
que  dans  le  vide , et  à la  température  de  la  glace  fondante , 
la  longueur  du  pendule  à secondes  (division  sexagésimale) 
qui  fait  86,4oo  vibrations  dans  le  jour  moyen  (*) , est  dé 

44o',5593  = o'",9g38, 

et  que  la  longueur  du  pendule  décimal,  qui  fait  100,000 
vibrations  dans  le  jour  moyeu,  à la  même  latitude,  est  de 

o’"j74‘9  (**)• 

374.  Pour  déterminer  g,  l’équation  (i34)  nous  donner.-t 

x’n 

S ~~  "ij»  5 

par  conséquent , en  faisant  dans  cette  équation 

T i',  a = 44®*»^^9^»  x=3,i4i59aG, 

c’est-à-dire 

• **=9,8696046, 

on  trouvera 

g = 4348'  = 3o  pieds,  19  environ. 

375.  Si  g et  g'  sont  les  gravités  relatives  aux  pendules  « 


(*}  Le»  jours  de  l’année  étant  iné|;aaz , le  jour  moyen  est  un  jour  fixe 
dont  la  durée  est  un  terme  moyen  entre  celle  des  plus  grands  et  îles  plus 
petits  jours.  * 

(**)  D’aptés  un  terme  moyen  entre  plusieurs  épreuves  faites  sur  le 
pendule  décimal  en  platine , par  MM.  Biot,  Mathieu  et  Bmivard,  dans  la 
salle  de  la  mciidienne  de  rObserratuire , élwce  de  -o-,-j5  au-dessus  du 
niveau  de  la  mer,  ils  ont  fixé  h o",7.ji9oii  la  longueur  i!e  ce  pendule,  et 
& 0’",74i9i7fi  celle  du  même  pendule  transporté  au  niveau  de  la  mer,  h 
la  latitude  de  4S°  So'  1 qui  est  celle  de  l’Ubservatoire.  Ces  expériences 
ont  toute.v  été  faites  dans  le  vide  et  h la  température  de  la  glaee  fon- 
dante, (^'^oy-s;  /e  recueil  H’obseri'. , géorles.,.  astronom.,  et  phri.,  de 
àfM.  Biol  et  Arago.)  ' 
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a3? 

et  a,  qui  font  leurs  oscillations  dans  les  temps  T et  T', 
comme  cela  arrive  lorsque  les  pendules  sont  situés  à dif* 
fereutes  latitudes,  on  aura 


d’où  l’on  tirera 


T=.Vî-  r = 

ra 

(u3,). 


S g 

Soient  N et  N'  les  nombres  d’oscillations  (^ue  font  ces 
pendules  dans  un  même  temps  â,  T et  T'  seront  donnés 
eu  fonction  de  d par  les  équations  (236);  substituant  leurs 
valeurs  dans  la  proportion  (237),  et  supprimant  le  facteur 
commun  8 , on  aura 

\/^  • • 

Vg*  Vg" 

Si  le  pendule  est  le  même  dans  les  deux  lieux,  on  a 
a'  = a , et  la  proportion  précédente  nous  donne  - 

^ ~.N*  * 


I 


De  la  Force  centrifuge. 

376.  Lorsqu’un  mobile  se  meut  autour  d’un  centre 
fixe  C,  et  décrit  la  courbe  LMK  (fig.  178),  s’il  était  libre,  Fig.  178. 
il  s’échapperait  en  vertu  de  la  loi  d’inertie,  suivant  la 
tangente  LT  à la  courbe;  mais  si  l’on  suppose  maintenant 
qu’au  lieu  d'être  libre,  il  soit  retenu  par  le  centre  C,  le 
mobile  abandonnera  la  direction  de  la  tangente  LT  et  ar- 
rivera en  M.  Or,  si  l’arc  LM  est  infiniment  petit,  l’angle 
LCAI  le  sera  aussi;  par  conséquent  on  devra  regarder  les 
droites  LC  et  MC  comme  parallèles.  Dans  ce  cas,  on  pourra 
donc  remplacer  CM  par  la  parallèle  à LC  menée  par  le 
point  M , c’est  - à - dire  par  MC';  alors  le  centre  fixe  sera 
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consldûné  comme  si , au  lieu  d’étre  situé  en  C , il  était  en 
C'>  Cela  posé,  puisque  le  mobile  livré  à lui-méinc  devrait 
être  à l’extrémité  D du  parnliélogranimc  infiniment  petit 
XiVlND,  tandis  que  lorsqu’il  est  retenu  par  le  centre  fixe, 
il  est  arrive  en  M,  l’efTet  de  la  force  qui  l’attire  vers  Cf 
sera  donc  mesuré  par  MD.  D’une  autre  part,  la  droite 
inflexible  menée  par  le  centre  fixe  au  mobile,  n’éprouvant 
une  tension  que  parce  que  le  mobile  résiste  h la  force  qui 
l’attire  vers  ce  centre,  celte  tension  sera  aussi  mesurée  par 
MD.  C’est  çclte  force  qui  écarterait  le  mobile  du  centre 
fixe,  si  l’action  de  ce  centre  cessait  d’ngir.’Celtc  tension  est  la 
force  centrifuge;  elle  est  égale  ef  directement  opposée  à 1.x 
force  «;ui  sollicite  le  mobile  ve’rs  le  centre  ',  et  qu’on  appelle 
la  force  centripète. 

D’après  cc  qui  précède,  on  voit  que  Ta  force  centrifuge 
n’est  autre  ebose  que  celle  que  nous  avons  représentée 

per  — (art.  35i  et  34?). 
y . ■ 

3'j'j.  Pour  déterminer  directement  l’expression  de  la  force 
centrifuge,  nous  pouvons  lenTplacer  l’arc  infiniment  petit 
Fig.  179  LM  par  la  corde  du  cercle  osculateur  au  point  L (fig.  179), 
et  l’effet  de  la  force  centrifuge  par  le  sinus  verse  Ll'i. 

Cela  posé,  d’après  la  propriété  du  cercle,  nous  avons 


LN  : ML  ::  mL:  LE, 

ou,  en  substituant  l’arc  à la  cordc, 

• LN  : ds  ::  ; 2y; 


donc 


IN  = 


ds* 
?y  ’ 


et,  en  mettant  :i  la  place  de  ds,  on  trouvera 
LN  = —. . . (?38).  . 

3ty  ^ » 
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Examinons  si  nous  ne  pontons  pas  trouver  une  autre  ex- 
pression de  LN.  Pour  cela , remarquons  que  le  temps  em- 
ployé par  le  mobile  à venir  de  L en  M (fig.  1 78) , est  le  même  F>g-  '7®* 
que  celui  que  la  force  centrifuge  met  à produire  l’elTet  EN. 

Or,  quand  l’espace  parcouru  par  le  mobile  est  l’are  LM=cis, 
lé  temps  correspondant  à ds  sera  dl.  D’où  il  suit  que  LN  est 
l’elTet  de  la  force  centrifuge  dans  l’instant  dl.  Pour  évaluer 
cet  effet,  il  faut  observer  que  la  force  centrifuge  agit  conti- 
nuellement et  conserve  toujours  la  même  intensité  à choque 
impulsion  qu’elle  donne  au  mobile,  parce  qu’elle  est  dirqp- 
temeiit  opposée  à la  force  centripète  qui  le  retient  et  qui 
lui  oppose  à chaque  instant  la  même  résistance. 

La  force  centrifuge  doit  donc  être  considérée  comme  une 
.force  accélératrice  constante.  Ainsi , en  représentant  par  f 
l’effet  de  cette  force  dans  l’aiiité  de  temps,  nous  regarde- 
rons f comme  constante  dans  les  équations 

du 

• • • • dt~*''>  • 

0 

en  intégrant  ces  équations,  nous  trouverons  . ^ 

Or,  l’espace  LN  étant  celuj  qui  correspond  au  temps  dt  qui 
a commencé  à s’écouler  depuis  que  le  mobile  était  en  L, 
il  faudra,  lorsque  e deviendra  LN  ,-que  ‘t  se  change  en 
dt  dans  l’équation  précédente,  et  alors  on  trouvera 

LJfi  = idt*.f. 

Mettant  cette  valeur  de  LN  dans  l’équation  (aSS)  et  rédui- 
‘sant,  nous  obtiendrons  ^ 


* 378.  Si  le  mobile  se  mouvait  circulairement,  comme  une 

fronde  qu’on  fait  circuler,  y deviendrait  le  rayon  R du 


Digitized  by  Google 


a4o  DYNAMIQUE. 

cercle  décrit  par  le  mobile,  et  au  lieu  de  l’équation  précé- 
dente, nous  aurions 

(239). 

Suit  h la  hauteur  due  à la  vitesse  v;  il  j aura,  art.  3o^ , 
entre  ces  variables,  la  relation 

éliminant  *>*  entre  cette  équation  et  la  précédente,  nous 
obtiendrons 

ce  qui  nous  apprend  que  la  force  centrifuge  est  à la  gra- 
vité , comme  le  double  de  la  hauteur  due  à la  vitesse  est 
au  ra^'on  du  cercle  décrit  par  le  mobile. 

Fig.  180.  3^9.  Si  un  demi- cercle  EAF  (fig.  180)  fait  une  révolu- 

tion autour  du  diamètre  EF  = aK,  le  point  A,  milieu  de 
”*  EAF,  décrira  une  circonférence  égale  à awR  ■ et  en  suppo- 
sant que  ce  mouvement  du  point  A se  fasse  uniformément 
dans  un  temps  T,  si  nous  désignons  par  t'  la  vitesse,  nous 
aurons 

V X T = 2wR, 


éliminant  entre  cette  équation  et  l’équation  (^3g) , on 
trouvera 


/= 


4**R 
T“  * 


(240). 


Pareillement , soit  /'  la  force  centrifuge  qui  dérive  i^e  la 
rotation  d’un  mobile  sur  une  circonférence  2tR',  et  nom- 
mons T'  le  temps  écoulé  dans  cc  mouvement,  nous  aurons 
encore 
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/:/' 


NO- 


D’oi  il  suil  que  lorsque  les  rayons  R et  R'  sont  les  mêmes, 
les  forces  centrifuges  sont  en  raison  inverse  des  carres  des 
temps;  et  que  lorsque  les  temps  sont  les  mômes,  les  forces 
centrifuges  sont  dans  le  rapport  direct  des  rayons. 

38o.  Il  est  facile  maintenant  d’obtenir  l’effet  de  la  force 
centrifuge/qui  a lien  à l’équateur;  car  le  rayon  de  la  terre 
à réquateur  ayant  été  trouvé  de  637G466  métrés , il  suf- 
fira de  remplacer  R par  celte  valeur  dans  l’éijuation  (240), 
et  d’y  mettre  en  môme  temps  celles  de  tt  et  de  T.  Or, 
nous  avons  approximativement 

ir  =z  3,  i4i5g26 , et  »•  = 9,8696046. 

A l’égard  de  T,  nous  le  remplacerons  par  la  révolution 
entière  d’un  mobile  qui  serait  è l’équateur.  Or,  on  sait 
que  la  terre  fait  sa  révolution  diurne  en  0^^,997269,  qu’un 
jour  est  composé  de  86400  secondes.  Ainsi,  eu  multipliant 
ces  deux  nombres  l’un  par  l’autre,  on  aura 

T = 0^,997269  X 86400'  = 861G4  secondes. 

Substituant  cette  valeur  et  celle  de  R dans  l’équat.  ( ), 

on  obtiendra 

/■=  o”,  033g . . . (242). 


38i.  Connaissant  f,  on  peut  déterminer  l’expression  G 
de  la  gravité  qui  aurait  lieu  à l’équateur  si  la  terre  était 
immobile.  En  effet,  f agissant  en  sens  contraire  de  la  pe- 
santeur, doit  diminuer  l’intensité  de'ccllc  qui  est  donnée 
par  l’observation , et  que  nous  appelons  g-,  de  sorte  qu’on 
aura 

OU  , ce  qui  revient  au  meme , 


ÉUm.  de  Mécanique. 


0=g+fi 


16 
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mettant  dans  cette  dernière  équation  la  râleur  de  f donnée 
par  l’équation  (a4^)  i c*  celle  de  la  grarité  ^ qui , à l’équa- 
teur, est  de  9",  77980 , nous  trouverons 

G = 9">7798®  + o,o339, 
ou 

G = 9“, 8137...  (243). 


Pour  déterminer  le  rapport  de  la  force  centrifuge  y à la 
pesanteur  G,  il  suffit  de  diviser  les  équations  (242)  et  (243) 
l’une  par  l’autre,  ce  qui  nous  donnera,  à peu  de  chose  près, 

f o",o339 _i_ 

G 9"’, 81 37  289' 


382.  La  proportion  (241)  fournit  la  solution  de  ce  pro- 
blème : 

Trouver  quel  devrait  être  le  temps  de  la  révolution  diurne 
de  la  terre  pour  que  la  force  centrifuge  fût  égale  à la  pe^ 
eanteur. 

Dans  ce  cas,  soit  T' le  temps  d’une  révolution  du  globe 
terrestre , et  la  force  centrifuge  qui  l’animerait  alors  ; 
nous  aurions  par  la  nature  du  problème 

f = G,  et  R'  = R; 


en  substituant^  valeurs  dans  la  proportion  (24O,  on  la 
séduirait  à 


/:G 


et  l’on  obtiendrait 


f 

Mettant  dans  cette  équation  la  valeur  de  g donnée  par 
l’équation  (244)  > et  tirant  la  racine  carrée , on  trouverait 


T'=' 


T 

v/Ü^’ 


\ 
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ou 


T'  = 


T 

— environ  ; 

•7 


par  conséquent,  si  la  terre  avait  un  mouvement  17  fois 
aussi  rapide  que  celui  qui  la  fait  tourner  sur  son  axe,  la 
force  centrifuge  serait  égale  à la  pesanteur. 

383.  Pour  savoir  de  combien  la  force  centrifuge  diminue 
celle  de  la  gravité  en  un  point  qui  ne  serait  pas  à l’é- 
quateur , il  faut  trouver  l’effet  de  la  force  centrifuge  sui- 
vant la  verticale  BZ  (fig.  180),  menée  par  le  point  B que  Fig.  180. 
l’on  considère.  Pour  cet  effet , regardons  la  terre  comme 
sphérique,  parce  que  cette  hypothèse  n’inllue  pas  sur  le 
calcul;  alors  la  latitude  du  lieu  Bs étant  représentée  par 
l’arc  AB,  sera  mesurée  par  l’angle 


BOA  = ZBC  = 4. 


Nommons  R le  rayon  AO  de  la  terre,  et  R'  le  rayon  BD 
du  parallèle  qui  passe  par  B,  nous  aurons 


ou 


R' = R cos  OBD 
R'  = R cos  4- 


La  force  centrifuge  CB  qui  agirait  en  B suivant  DB,  sera 
égale,  art.  879,  à ; et  la  composante  f=  Bb  diri- 
gée suivant  BZ,  sera  donnée  par  l’équation 


w 4’^’R' 

y^=  X cos 


Mettant  dans  cette  expression  la  valeur  de  R',  on  aura 
donc 

f ’.f  I ; cos4*i 

ce  qui  nous  apprend  que  les  forces  centrifuges,  en  des  lieux 
différens  de  la  terre,  sont  entre  elles  comme  les  carrés  des 
latitudes. 

16. . 
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384-  La  latitude  de  Paris,  mesurée  à l'Obsenratoire, 
étant  de  48“  *4*»  ® P®***"  cosi*»®* 

o,6582;C); 

multipliant  la  valeur  de  f {voyez  l’équation  a4a)  par  le 
carré  de  ce  nombre , c’est-à-dire  par 

0,433a, 

on  trouvera 

f — o",  01468  = oJ’*,o45i9. 

Nommons  G'  ce  que  deviendrait  à celte  latitude  la  gravité 
g si  la  terre  était  immobile , comme  la  force  centrifuge 
agit  en  sens  contraire  de  la  gravité,  elle  diminue  donc  g-' 
de  y*',  de  sorte  que  l’on  doit  avoir,  comme  dans  l’art.  38i  , 

G' = /+/'. 

La  pesanteur  g,  à la  latitude  de  Paris , et  en  adoptant  le 
système  sexagésimal  pour  la  seconde  de  temps , étant  de 

9"',8o867  nouv.  mes.,  ou  de  3o^‘,ig546  anc.  mes., 

nous  trouverons , en  substituant  ces  valeurs  et  celles  de 
f dans  l’équation  précédente  (*'*)  , 

G' = 9'", 80867 -fo”, 01468  = g-", 82335  I 
ou  / • • • (>4S)- 

G'  = 3o'’',ig546  -f-  o»’*,o45i9  = 3o»’,24o65  ) 

(*)  Dans  ce»  qnairc  première»  décimale»  le  coiinu»  ne  diflère  pai  de 
celui  de  lalaliludc  de  4II®  5o'. 

(**)  Newton  en  »uppo»ant  48*  5o'  10"  pour  la  latitude  de  Pari»,  et  en 

regardant  la  terre  comme  une  sphère  dont  le  rayon,  d'après  le»  me- 
sure» de  Picard,  serait  de  ig'iiSSoo  pied»,  avait  trouve  que  la  force 
centrifuge  qui  a lieu  h l'équateur  était  à celle  qui.  Il  la  latitude  de  Pa- 
ri», écarte  le»  corps  du  centre  de  la  terre,  dans  le  rapport  de»  nombre» 
7,54064  cl  3,367  J et  l’on  voit  que  ce  rapport  diffère  peu  de  celui  de 
o,o33g  h 0,0146,  ou  plutôt  de  33g  il  146,  qui  résulte  de  no»  calcul». 
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Du  Syttim*  du  mond*.  Tous  Us  corps  sont  soumis  à la 
jbrct  de  ^attraction,  qui  agit  en  raison  inoêrsedu  carré 
de  la  distance.  Aperçu  de  la  manière  dont  la  pesan- 
teur de  la  lune  peut  servir  à vérifier  la  loi  de  la  gravité; 
démonstration  de  celles  de  K épier;  détermination  de  la 
trajectoire  dans  l’hypothèse  d’une  force  quelconque j et 
modification  que  le  cas  de  la  nature  fait  éprouver  à 
l’équation  de  l’orbite;  solution  du  problème  inverse j par 
lequel  on  se  propose  de  déduire  la  loi  de  la  raison  in- 
verse du  carré  de  la  distance  de  celles  de  Képler. 

385.  En  npoiant  la  ihcorie  du  centre  de  graTÎté , noua  atone  dej^  eu 
occasion  de  considérer  celle  force  occulte  qui  réside  au  centre  de  ta  terre, 
et  c|ui  entraîne  les  corps  perpendiculairement  i sa  surface.  Celte  force 
est  l’attraction,  qui  n’c'iait  pas  inconnue  ans  anciens  : Aoaxagore  et  ses 
disripU'S,  Démocrite , Plutarque,  Épicure,  etc. , en  admettaient  l'esia- 
Icncc , et  ce  sont  les  idées  de  ces  pliilosoplies  que  Képler,  Galilée,  Hny- 
ghens,  Fermât , Roberr.'il , etc.,  rcnourclèient  dans  les  temps  modernes, 
en  prétendant  que  les  corps  s’attirent  comme  l’aimant  attire  le  fer,  Ké- 
pler, si  fécond  en  grands  aperças,  dit  expressément,  dans  son  lirre  De 
Stella  Marlis,  que  l’atiraciion  n'est  point  circonscrite  aux  êtres  sitnés 
sur  la  terre,  mais  s’étend  jusqu’aux  astres  les  plus  reculés.  Cette  idée  har- 
die resta  long-temps  infructueuse  par  la  difCculté  d’en  prouver  la  jus- 
tesse. Galilée  avait  seulement  mesuré  les  effets  de  la  pesinUur  & la  sur- 
face de  notre  globe. 

Le  chancelier  Bacon , dont  le  vaste  génie  donna  une  nonvelle  impulsion 
h la  philosophie  des  sciences,  soupçonna  que  cette  force  singulière  de- 
vait s’augmenter  on  diminner  & mesure  que  les  corps  se  rapprochent  on 
s’éloignent  du  centre  de  la  leirej  c’est  la  recherche  qn’il  propose  aux  sa- 
vans  dans  son  fanienz  Ouvrage  sur  l’interprétation  des  phénomènes  de  la 
nature,  où  il  leur  conseille  de  vérilier,  au  moyen  des  horloges  & poids, 
si  les  corps  ne  deviennent  pas  plus  pesans  an  fond  d’une  mine  que  sur 
le  sommet  d’une  montagne.  Lui-méme  il  s'elait  occupé  long-temps  de 
cette  reeliCTche,  en  faisant  descendre  des  mobiles  de  différentes  éléva- 
tions, et  en  cherchant  il  reconnaître  si  leur  chute,  qui  est  de  i5  pieds 
dans  la  première  seconde,  ne  subirait  pas  d’alléralioii  dans  les  secondes 
suivantes  Rien  n’éclaircit  ses  dômes;  quelque  grande  que  fût  la  dis- 
tance des  lieux  où  il  se  transportait , elle  était  toujours  trop  peu  étendue 
pour  que  la  pesanteur  variât  sensiblement  d’intensité. 
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Newton  porta  scs  regards  plus  loin  : non  content  de  sonpconner^ 
conunc  Bacon , J'alTsibiisscmcnt  de  la  pcsaiiicur  à njcsure  qu'on  s'éloigne 
du  centre  de  la  terre,  il  cIuTcha  quelle  pouvait  ctre  la  loi  que  suit  cette 
force  attractive.  Celle  de  la  raison  inverse  du  carre  de  la  distance  lui  pa- 
rut la  plus  conforme  h l'analogie  qui  nous  fait  leconnatirc  celte  loi  dans 
la  propagation  de  la  lumière,  et  dans  la  plupart  des  émanations  des  qua* 
litcfs  sensibles  des  cires.  Pour  vciificr  ses  conjectures , dédaignant  de  re-« 
coiittr  aux  faibles  moyens  qui  avaient  si  mal  réussi  à Bacon,  c'est  en 
mesurant  la  pesanteur  même  de  la. lune,  que  son  génie  audacieux  osa 
interroger  la  nature  sur  ce  grand  pltcnomcnc.  Un  seul  obstacle  Tarrêta 
r^’pcndanl,  c’est  qu’il  n'eut  d’alwrd  que  des  données  fautives  surla  vraie 
distance  de  ect  astre , et  sur  les  dimensions  da  globe  terrcsireÿ  mais  enfin 
nouvelles  observations  des  astronomes,  et  la  mesure  du  mcriilicu  pur 
Picard,  lui  fournirent  1rs  rcnscigncmcns  désires , et  lui  permircut  de  fon- 
der scs  opérations  sur  des  bases  moins  inexactes. 

386.  La  première  ctiosc  que  nécessite  cette  rccbcrclic,  c’est  de  con- 
tiuUrc  l'effet  de  la  pesanteur  a La  surface  de  la  terre.  Nous  avons  vu  que 
la  théorie  du  (>cudulc  nous  y conduisait,  et  que  l'on  avait  (art.  384)>  ^ 
la  latitude  de  Paris,  et  dans  l'iiypotbèse  oii  1a  teirc  serait  fixe, 

G' = 9*", 8ï335 , on  So^*^, a4oG5...  (a46). 

Ponr  savoir  de  combien  cette  quantité  devrait  être  diminuée  h la  région 
de  la  lune,  en  vertu  de  la  loi  de  Newton,  il  faut  préalablement  déter- 
miner la  distance  du  disque  lunaire  au  centre  de  la  terre.  Celle  distance 
dépend  de  la  parallaxe  burixuntalc  de  la  lune. 

rig.lSi.  387.  Par  parallaxe  botîxoniale,  on  entend  l'angle  HLC  (fig.  181) 
formé  par  des  droites  qui,  parlant  de  l'astre  observé,  aboulisscol,  l une 
au  centre  de  la  terre,  et  l'autre  îi  rextiémilé  du  rayon  ClI , auquel  elle  est 
|>i‘rpcndicuL>îre.  Cet  angle  L , lorsque  la  lune  est  dans  sa  moyenne  dis- 
tance, est,  suivant  Dclambrc,  de  57^-  Si  l'un  prend  dune  le  rayon  de 
la  (Ciie  pour  unité,  ou  aura 

CL  sln  L — CH  = I , 

et  par  conséquent 

CL  = ^-4-,  = 6o.3i'|. 

sin  :>7 

Celte  valeui  est  peu  difîVrenîc  de  celle  qu'cin[tlole  Newton,  qui  suppose 
que  cette  moyenne  distance  est  de  Go  3.  (Z-ù'.  3*  dts  PrtncipeSjprop^  37.) 

3SvS.  Maintciiaiit,  si  l'on  appelle  y ce  que  dcucnt  la  gravité  G' à la  ré- 
gion de  la  lune  , cl  t'  l'espace  quelle  fciail  paicomii  h un  cori»,  dans 
)*hv|K»ihèiC  oit  elle  dtcroîirail  suivant  la  lui  de  la  ra.son  inverse  du  carie 
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cIc  la  üùtancc  , on  aura 


(t’où  l’on  tirera 


G'  : > (6o,3i  {)>  : i , 

_ G' 
’'-(6o,3i4)>- 


Al 


Tel  acra  l’effet  de  la  graritc  dana  une  aecondc  de  tempa,  aur  no  corpi 
qui  aérait  & la  région  de  la  Inné. 

38g.  Mettant  cette  râleur  & la  place  de  g , dana  la  formule  gcne'tale 


et  changeant  e en  e',  ^n  aura  l’capace  e'  parconrn  dana  le  tempa  (. 

Ainai,  en  supposant  que  le  tempa  t soit  d’une  minute,  c’cst-h-dire 
de  6o",  on  aura,  pour  l’eapace  e'  qui  devrait  4tre  parcouru  dans  nne 
minute  de  tempa, 

• (6o,3i4)»  ‘ 

3go.  Si  l’on  négligé  la  fraction  décimale,  cette  équation  ae  rédnit  à 
e'  = 4G'; 

ce  qui  nous  montre  que  l'espace  parconru  ^dana  nne  minute  de  tempa, 
.t  la  région  de  la  lune,  devrait  être,  dana  l’h;^pothiac  de  la  loi  de  New- 
ton, égal  au  chemin  qu'nn  corps  décrirait  h la  surface  delà  terre,  non 
en  une  minute , mais  en  une  seconde  de  temps. 

Mais  si  l’on  a égard  à la  fraction  décimale , l’cqnation  ( 34?  ) noua 
donnera 

«'=;g'  X 0,9896) 

et  en  mettant  les  valeurs  de  G',  données  par  les  équations  (a4^)« 
e'=  f (g", 8a335)  X 0,9896,  ou  e'=  f (3or',a4o65)  x (0,9896), 

et,  en  exécutant  1rs  opérations  indiquées  , on  aura 

e'  = 4-,86o5g,  ou  e'=  i4f '.9630. ..  (148)  ; 


tel  scia  le  chemin  que , dana  l'hypothèse  de  la  loi  de  Newton,  devrait 
décrire  en  nne  minute  un  corps  qui  serait  ii  la  région  de  la  lune. 

3gi.  Examinons  maintenant  ai  l’expérience  s’accorde  avec  ce  résultat. 

Pour  cet  effet,  supposons  qne  la  lune  ,'  dans  sa  moyenne  distance  en  L 
(lig.  18a)  déclive,  durant  une  minute,  l’arc  LM;  ai  l’on  mine  les  parai-  Fig.  i8a. 
lelea  LQ  et  QM,  l'une  au  sinus  et  l’autre  au  sinus  verse,  on  pourra  re- 
garder LM  comme  la  diagonale  d’un  panllélogramme  dont  LQ  et  LP  se- 
raient les  composantes.  La  première  entraînera  la  lune  tangrntiellement  ii 
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l’arc  LM,  et  la  aeconda  (endra  il  la  rapprocher  do  cenlre  C ; c'est  donc 
cette  seconda  force  qni  mesurera  l’eSct  de  la  force  attractire  placée 
en  C. 

Cette  composante  LP  sera  évidemment  le  sinns  verse  de  l'angle  LCM, 
qu’il  s'agit  de  déterminer.  Pour  cet  eSét,  noos  remarquerons  que  lorsque 
la  lune  est  dans  sa  moyenne  distance,  le  rayon  r de  son  orbite  varie  peu 
pour  l’arc  très  peut  qui  est  décrit  dans  une  minute  de  temps. 

On  peut  donc  admettre  que  la  Inné  se  meuve  comme  si  elle  devait  rester 
dans  le  cercle  décrit  p..r  rj  or, d’après  la  loi  des  aires,  les  arcs  décrits  eu 
temps  égaux  étant  égaux  dins  le  cercle,  ces  arcs  ou  les  angles  qui  leur 
correspondent , seront  proportionnels  aux  temps.  Appelant  donc  T le 
temps  de  la  révolution  sydérale  de  la  lune , c’est-hsdire  de  la  révolution 
qui  la  ramène  au  même  point  du  ciel,  nous  aurons 

T ; une  minute  : : 36o°  : angle  LCM , 

donc 

’ angle  LCM  sa  i 

la  révolution  sydérale  étant  reconnue,  même  du  temps  de  Newton,  être 
de  37/  7*  c’est -i- dire  de  3g343',  si  nous  remplaçons  T par  ce 

nombre,  et  que  nous  réduisions  les  degrés  en  secondes  pour  que  la  divi- 
sion puisse  s’effectuer,  nous  trouverons 


î^‘LCM  = iJgf'=3x*,94- 


3g3.  La  question  étant  maintenant  réduite  b trouver  le  sinus  verse  d’nn 
angle  de  3a‘',g4 , dans  un  cercle  qui  serait  décrit  avec  le  rayon  moyen  de 
l’orbite  lunaire;  voici  une  manière  facile  d’y  parvenir.  Pour  cela,  me- 
Fig.  iSa.  nons  (fig.  18a)  la  perpendiculaire  CI  sur  le  milieu  de  la  corde  LM , les 
triangles  LMP,  LCl  rectangles,  l’un  en  P et  l’antre  en  1,  ayant  I angle 
L commun,  seront  semblables , et  donneront  la  proportion 

LC  : IL  ::  mi,:  lp. 


d’ou  l’on  tirera 


LC  : IL  ::  alL  : LP; 


LP  = ai|^...  (a',g). 


Nommons  fl  l'angle  LCI,  moitié  de  l’ungle  LCM,  et  r le  rayon  moyen 
LC , noos  aurons 

IL  = rsin  fl  , 

et  l'équation  (a4g)  deviendra 


Digitized  by  Google 


*49 


nu  ststIhb  du  hokde. 

LP  = ariin*  6 ('); 

et  ea  menant  la  râleur  do  l'angU  t, 

LP  = ar»in*  (a5o). 

Nommant  a le  rayon  de  la  tcrie,  la  distance  moyenne  r dn  centre  de 
notre  planite  à la  lune  sera  ciprimee , d'après  ce  qui  précède,  par 

r = (6o,3i4  ) n, 

3()3.  A IVgatd  de  a , comme  la  force  attractive  de  la  terre  diDère  peu 
de  ce  qn'elle  serait  si  notre  globe  e'tait  parfaiteiacnt  splicrique,  noos 
adopterons  cette  dernière  hypothèse  pour  plus  de  simplicité';  et  comme 
le  quart  dn  méridien  terrestre,  qui  sert  de  base  an  système  i&élriqua,  a 
été  trouTc  de 

5i3oy4o  toises  (**},  ou  de  6 (5i3o74o^  pieds, 

si  nons  nons  rappelons  que  ae-a  est  la  circonfccence  décrite  arec  le 
rayon  a,  nous  aurons,  en  picoant  quatre  fois  le  quart  du  méridien 

aira  = a4  (5i  30740)  P'«'»  » 


{*)  Quand  le  sinus  est  très  petit , on  peut  se  dispenser  de  recourir  aux 
sinus  des  tables  ; en  elTet , la  proportion 

V 

T : une  minute  de  temps  asrr  ; arc  ML, 

donne 

”»T 

arcML=-ïjr> 

et  comme  la  coidc  se  confond  avec  l’arc,  on  aura 


lL  = 


irr 

ï' 


Mettant  cette  valeur  dans  l'équation  (349),  et  changeant  LC  en  r,  on 
obtiendra 


LP  = ^ 


(")  Newton  , d'après  Picard  , supposait  que  cet  arc  du  méridien  était 
de  3ovIi34oo  pieds;  mais  celte  mesure  était  trop  grande,  puisqu'elle  fixe 
l'arc  du  degré  moyen  è 570G0  toises,  taudis  que,  d'apiès  la  Commis- 
sion des  poids  et  inesuies,  il  devrait  étsc  de  67008  toises,  on,  d'apiès 
des  mesures  poeléricurcs,  tout  au  plus  de  6701a  toises. 
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ccue  cijuadon,  combinée  ayec  la  prtfcedcnte,  nous  donnera 

(6o,3i4)  ^4  (5i3o74o)  pieds 

'■ * 


metUDt  celle  valenr  dans  IVquaiion  (o5o),  nous  aurons  pour  celle  de 
LP  , exprimé:  en  pieds. 


j^p 6o,3i4  X o4  * SjSoG^o  X S'n*  (iB*,  Î7) 


cbangcanc 


sin  dont  le  rayon  est  Punité 


sin  tabulaire 
dix  milliards  ’ 


pour  pouvoir  employer  les  lablcs,  cl  opéranl  par  logarilbmes , noue 
Irourerons 


log6o,3i4 = 1.780419 

^4 1.380111 

Iog5i3o74o 6.710180 

logsin»(i6",47),  ou  ilog  (16', 47) n.8o4538 

ai. 675348 

à déduire 

log  do  carre'  de  10  milliards  + log  = 10.497149 

Resle : i5^‘,o71,  nombre correspondanl  & ce  log.  0.178199 

h déduire 

le  log  qui  conTcrlil  les  pieds  en  mèlrcs o.  48833r 

Rcslc  : 4'*tS96,  nombre  correspondanl  li  ce  log.  0.6S9868. 


.394.  L'expericnce  prouve  donc  que  la  lune  lombe  vers  la  Icrre  en  une 
minute  de  1 Sf, 071  = 4'“>89B.  valeurs  très  approchantes  de  celles  que  noos 
avons  trouvées  art.  Sgo,  liquation  (148),  dans  l’Iiypolhcsc  où  la  loi  de  l’at- 
tracli  in  subsisterait.  La  différence  n'est  que  d'un  dixième  de  pied,  pour 
le  temps  de  la  ebute  en  une  minute  d’un  coips  situe  h la  distance  de  la 
lune,  et  par  conséquent  elle  est  inscniible  pour  la  chute  en  une  seconde. 
Si  les  deux  résultats  ne  sont  pas  absolument  les  mêmes,  dans  toutes  les 
décimales,  on  sent  que  cela  ne  provient  que  de  certaines  quantités  dont 
nous  n’avons  pas  tenu  compte  ; mais  y eût-on  égard,  comme  nous  n’o- 
pérons que  sur  des  quantités  moyennes , on  ne  pourrait  espérer  de  par- 
venir .*1  une  identité  paiTaitc  entre  les  nombres  qui  expriment  la  chute 
by|>othétique  cl  la  chute  réelle. 

3;)5.  Ce  qui  piétcde  suffit  cependant  pour  nous  faire  entrevoir  que  la 
force  de  la  giavité  s’étend  jusque  sur  le  globe  lunaiic,  et  va  eu  dimi- 

» 
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nnam  >«)od  U raison  inverse  du  carre  de  la  disunce.  CcUc  lui  a été  en^ 

•niie  confirmée  par  ane  foule  de  thi'ories  et  de  tables  astronomiqaes  qui 
renferment  inipltcitemcni  la  loi  de  ^lewton,  et  n^ont  jamais  etc  demen^* 
tirs  par  Tobservatioa.  Il  nVst  donc  point  de  phénomène  qui  soit  plus 
appuTc  sur  rexpcricncej  mais  cc  qui  met  l'hyf/Olhèse  du  philosophe  an- 
glais lout-è'fait  en  évidence,  c’est  qu’elle  s'accorde  entièrement  arec 
les  lois  de  Kepler  qui  ont  ciè  si  souvent  veriûces  |>ar  l'expérience,  et 
dont  Totei  renoncé  : 

10,  Les  planètes  décrivent  des  ellipses  dont  le  foyer  est  au  centre 
d^attroction  autour  duquel  s'opèrent  leurs  mouvemens ; 

î*.  Les  aires  des  secteurs  elliptiques  des  planètes  sont  proportion^ 
nelles  au  temps  qu'elles  emploient  h décrire  les  arcs  de  ces  secteurj; 

3®.  /.es  carrés  des  temps  des  révolutions  des  planètes  sont  pro^ 
portionnels  aux  cubes  de  leurs  distances  au  centre  commun  r/e  leurs 
mouvemens  f c'est-à-dire  au  centre  du  soleil  autour  duquel  elles  cir- 
eiilent. 

3^6.  La  première  de  ces  lois,  romme  nous  allons  le  démontrer,  n'est 
qu'un  cas  particulier  de  celui  de  la  nature,  qui  exige  que  tout  corps  sou- 
mis à une  force  qui  agit  en  ra  son  inverse  du  carré  de  la  distance,  se 
meuve  dans  une  sccti:«n  conique. 

La  seconde  de  ces  lois  a dejh  été  reconnue  (art.  335,  pa;4e  xoi),  et  ap- 
partient en  général  h tout  corps  attiié  vers  un  centre  fixe,  quelle  que  soit 
d'aillcuts  la  nature  de  la  forru  motrice  qui  le  sollicite.  Ainsi  tout  se  réduit 
It  prouver  IVxiiicncc  de  la  première  cl  de  la  troisième  loi  de  Kepler. 

397.  Pour  y parvenir,  plaçons  Toriginc  des  coordonnées  au  centre 
d'attraction  , qui  sera  celui  du  soleil  pour  notre  système  planétaire  , 
et  appelons  R la  force  acréléraliice  qu'exerce  cet  astre  sur  une  pla- 
nète, et  r le  rayon  vecteur  de  son  orbite.  Ce  rayon  vecteur  Am  (flg.  ibS)  p|g^  |g3^ 
faisant  un  angle  wAP  = f avec  l'axe  des  x,scs  composantes  AP  cl  Pm, 
suivant  les  axes  courdonoés,  auiont  pour  expression 


Am  cos  s,  Amsing. 

Or,  dans  le  triangle  rectangle  AmP,  on  a évidemment 


AP  X 
cos  f = — t=  - , 
Am  r 


mP  y 

sin#=:  — ; 

Am  r 


ainsi,  les  composantes  X et  Y de  la  force  accélératrice  g,  seront 


/ 


X=R^,  Y = R^; 

et  comme  la  coiiibc  touine  ?a  concavité  veis  le  point  fixe,  la  force  ac- 

X 
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c^critrice  qui  agit  sainDt  m A , tend  & diminaer  let  coordonaëc*  AP=  x 
et  PM  dv  point  m;  par  eoni^uenl,  art.  5i,  noua  aKxrterona 
da  signe  négatif  les  composante  de  la  force  accélératrice  représentées 
par  CCS  coordonnées,  et  nos  deux  équations  deriendront 


on,  en  remplaçant  X et  Y par  leurs  râleurs  tirée  des  équations  de 
l'art.  33l,  nous  anrons 


(a5i). 


3^,  Pour  intégrer  ce  «quations,  nons  multiplierons  la  première  par 
^ et  la  seconde  par  x ; retrauebant  l'un  de  produits  de  l'autre,  et  di- 
risant  par  dt,  il  testera 

d’x  d‘y 


équation  donc  l’intégrale  sera 

(aSa), 

et  par  a nous  désignerons  la  constante  arbitraire  ajoutée  b l’intégration, 

39g.  Pour  avoir  une  antre  intégrale  première,  nous  multiplierons  les 
équations  (aSi),  l’une  par  idx  et  l'autre  par  idjrj  et  ajoutant  le  pro- 
duits, nous  trouverons 

dt*  ^ ^ > 

Le  ftccond  membre  de  celte  équation  contcDsint  les  trois  variables  x,  jr 
et  r,  nous  la  transformerons  en  une  fonction  de  celte  dernière  au  moyen 
de  la  relaiit  n x*  = r*,  qui  donne  par  la  difflrentiaiion 

xdx  j 

mettant  celle  valeur  de  xdy  dans  le  second  membre  de  réqnaüoa 

a53 , on  obtiendra 

’idxfhx  ifîyd*y  iv, 

— ^ — anrfr^ 

ih* 

on  plutôt,  parce  que  dt  est  constant, 
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latcgnnl  et  DOmmani  b la  conauntc  arbitraire , noua  obtiendrona 
ill^^  = b-afRdr...(75ih 


400.  Nona  avona  afiècté  Rdr  da  aiane  d’imégration,  parce  qne,  ai  l’on 
Tcot  qne  U dialance  influe  aar  la  force  acceU-ratrice,  c’cat  anppoaer  que 
l’nne  diipende  de  l’autre  en  vertu  d’une  certaine  loi  qui  reatera  arbiiraira 
tant  que  noua  n'aurona  paa  adopté  une  hjpothèae  particnliire. 

401,  Comme  il  noua  reate  encore  tjoia  vaciablea  dana  cette  équation  , 
noua  la  rcdoirona  k deux  (aaroir  * et  a)  en  y introduiaant  lea  valenra  do 
X et  de  y en  fonction  du  rayon  vecteur  r,  et  de  l’angle  a qu’il  furine 
avec  l’axe  dca  x ; cea  valeura  aeiont  donnéea  par  lea  formulca 

\ 

x = rcoaa.  = raina-..  (»55). 

Cea  formulca  nona  donnent  en  diflerentiant  cea  fonctiona  x et  y,  par 
rapport  aux  variablea  r et  6, 

dx  = -r.ina</a  + co.adr|  _ 
djr=  r cos  aua  -h  am  par  J 

lea  valeurs  dex  et  de  y,  de  dx  et  de  dy,  donnera  parles  éqnations  (a55)  et 
(s56),  étant  mises  dons  l’équation  (aSa),  on  obtientt  apria  la  rédnetion. 


(sin’  a + cos*  a)  , 

di = ‘ 


et  comme  la  tomme  des  carrés  do  ainna  et  do  coainna  est  égale  & l’u- 
nité, l’éqnation  précédente  devient 


— r* 


..  (î57). 


Opérant  de  même  relativement  k l’éqnation  ( n54  ) > nn  Ironve  d'abord , 
en  ajontant  les  carrés  des  équations  (aS6) , et  en  réduiaani , 

dx*  + dy‘  = r'da’  + <^c* . . . (aS8). 

Par  conséquent,  en  mettant  cette  valeur  do  dx*+<(y*  dana  l’équa- 
tion (nS4),  on  la  transformera  en 

4on.  Pour  avoir  l’équation  de  la  courbe,  éliminons  dt  cotre  les  équa- 
tions ( aS7  ) et  ( nSg  ) qne  nona  venons  d’obtenir  par  l’intégration  : la 
première  noua  donnera 
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dl  = — 


r’ilt 


celte  valeur  introduilc  dant  la  seconde,  la  changera  en 


n’r'd»*  ■+■  a'tlr'  , 

— = i — a /Rdr , 


d'oîi  août  tirerons 
df- 


adr 


..  (î6o). 


— b — a/Rdr. ..  (aGt)  ; 


r br‘  — a'  — ar*_/  Rdr 

• 

Cette  cqnatlon  fera  connaître  le  rayon  recteur  pour  un  angle  donne , lors- 
(ju’ayant  détermine'  les  constantes  qu'elle  renferme,  on  l'aura  integree. 

4o3.  Pour  savoir  ce  que  ces  coostanles  signifient,  reprenons  nos  deux 
inle'grales 

ydr  — xdy  r»ds»  + </r* 

; d.  = a,  et  

tlt  dt' 

nous  avons  dc'jll  vu  , art.  333,  qn'en  prenant  l'inli^ralc  de  la  nremitre 
équation  , on  était  conduit 

a secteurs  LCM  = «/...  (aGa); 

par  conaéqnenl , si  l'on  fait  < = i , on  reconnatlra  que  la  constante  a 
n’est  autre  chose  que  le  double  do  secteur  décrit  dans  l’unité  de  temps. 
On  peut  tirer  la  même  conclusion  de  l'équation 

r.g  = <i...  (aG3)(')i 

car  dp  étant  l'arc  infiniment  petit  décrit  par  le  rayon  i , rdp  sera  l'arc 
infiniment  petit  décrit  par  le  rayon  recteur  r ; donc  f r. n/e , on 
représentera  le  secteur  infiniment  petit,  décrit  par  le  rayon  vecteur  dan» 
l'instant  dt;  mais,  comme  les  aires  sont  proportionnelles  aux  temp 
art.  335  , on  trouvera  l’aire  décrite  dans  le  temps  i par  cette  pro- 
portion , 

Ljli  ; dt  ;;  aire  décrite  dans  Punitéde  temps  : i ; 

donc 

aire  décrite  dans  l'unité  de  temps  = ; 

■idt  ’ 


(*)  jNoos  supprimons  le  signe  de  a,  parce  que  nous  ne  considérons  que 
la  valeur  absolue  de  cette  constante. 
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par  commuent,  r*  ^ vaudra  le  double,  et  en  verto  de  l'i^uat.  (a63} 

arra  la  valeur  de  a. 

On  lire  de  cette  m^me  tfqnation  (a63) 


et  comme  — exprime  la  vitcsac  angulaire  du  mobile  (*) , on  voit  qu'elle 

est  en  raison  inverse  du  carre  du  tayon  vecteur , et  parvient  i sa  plus 
grande  valeur  an  point  où  le  rayon  vecteur  b la  plus  petite. 

404.  La  première  des  équations  (oGi)  nous  montre  encore  que  la  cons- 
tante a est  indépendante  de  l’hypothèse  qu'on  peut  former  sur  la  force 
accélératrice  J nous  verrons  qn'il  n'en  est  pas  de  meme  de  la  constante  b, 
qui  dépend  de  la  force  accélcratriirc  renfermée  dans  la  seconde  de  ces 
équations.  Nous  ne  pouvons  donc  différer  davantage  d'établir  cette  hypo- 
thèse dont  nous  avons  parlé,  art.  4°o,  nécessaire  pour  déterminer  cette 
force  accélératriccj  et  nous  admettrons  avec  Newton  que  les  corps  s'at- 
tirent proportionnellement  h leur  masse,  et  en  raison  inverse  du  carre  de 
leur  distance.  Cela  posé,  représentons  par  I la  force  exercée  è une  dis- 
tance k par  Tunité  de  masse  j la  force  du  soleil  qui  agira  sur  un  corps 
placé  il  celle  distance  A sera  donc  exprimée  par  la  masse  entière  M do 
cet  astre  ; mais  la  masse  de  la  planète  que  le  soleil  attire  étant  m , celle 
planète  réagira  sur  le  soleil,  et  produira  un  effet  exprimé  par  m j et 
comme  les  deux  forces  M et  m tendent  è rapprocher  les  deux  astres  *'un 
de  l’autre,  leur  efiét  sera  le  même  que  si  la  force  M-f-m  était  concen- 
trée dans  le  soleil,  et  agissait  sur  la  planète,  k une  distance  A.  Lorsque 
cette  distance  change  et  devient  r,  la  force  M-f-m  n’a  plus,  comme  on 
l’a  vu , la  même  intensité.  Représentons  donc  par  R ce  qu'elle  eat  alors  ; 
et  comme  les  forces  M -f-  m et  r agiront  en  raison  inverse  des  carrés  des 
distances  A et  r,  nous  aurons 


d’où  l’on  tirera 


M -t-  m : R : ; r»  ; A»  ; 


j^_A»  (M-Hm) 


(a65). 


/ 


’(*•)  On  l’appelle  ainsi  parce  que  l’angle  g étant  mesuré  pur  l’arc 
correspondant  décrit  avec  le  rayon  i,  cet  arc  est) l’espace  parcouru  dont 
la  différentielle  divisée  par  celle  du  temps,  exprime,  art.  u.j4,  la  vi- 
teste. 
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Telle  est  la  valenr  de  la  force  accélératrice  totale  qui , agissaot  à la  dis- 
tance r,  tendra  à rapproclier  les  deux  corps  l’un  de  l'autre. 

4o5.  La  Taleur  que  nous  Tenons  de  déterminer  étant  celle  de  la  force 
accélératrice  que  nous  arons  représentée  par  R,  noos  arons 

Jr, 

faisons  ponr  abréger 

A’ . . (aG6). 

Nous  changerons  l’équation  précédente  en 

mais  comme  les  masses  M et  m , ainsi  qne  la  distance  A , sont  des  quan- 
tités constantes,  il  en  sera  de  même  de  /<;  par  conséquent,  on  trouvera 
immédiatement  pour  l'intégrale  de  l’équation  (267) , 


remplaçant  f^âr  par  cette  valeur,  et  ensuite  b — ac  par  b',  les  équa- 
tions (aSg)  et  (aCo)  deviendront 

:i*^  = 6'+^...(aG8), 


nâr 

r ^ b' r'  — a*  + a/sr 


(ïCg). 


40G.  Il  ne  nous  reste  pins  qn'ii  déterminer  la  constante  b'  qui , comme 
on  l’a  vm , est  égale  l>  b — ar.  Pour  cela , recourant  A l'équaiion  (aG8)  , 
examinons  d’abord  ce  que  reprt'sente  son  premier  membre  : nous  avons 
vu,  art.  401 , que  la  valeur  nous  en  était  donnée  par  l’équation  (aS8) , 
c'est-A-dirc  qu'on  avait 

r'rfe*  -t-  dr‘  dx‘  ■+■  dy' 
ëît»  dl'  ’ 


et  comme  V/djv  + dy‘  est  l'élément  ds  de  la  couibc,  on  voit  que 
~~  n’est  autre  chose  que  i c’est-i-dite  est  le  carré  de  la 

vitesse  estimée  suivant  la  courbe j ainsi,  en  nommttnt  s' cette  vitesse, 
l'équation  (a68)  deviendra 

U*  = 6'  -H  . . (aço). 
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Cela  poae , li  non*  reprétenlon*  par  V cette  viteue  i l'origine  <ln 
tnonvement,  et  par  \ ce  qne  devient  alors  le  rayon  recteur,  tout  sera 
détermine'  dans  l’équation  (a*o),  et  nous  en  tirerons 


X 


407.  On  pourrait  aussi  déterminer  la  constante  a en  fonction  de  la  ri-  ' 
teste  initiale.  Pour  cela,  il  faut  partir  d’une  équation  entre  et  a,  ce 

qni  sera  facile  en  mettant , d’après  l'équation  (a64) , ^ è la  place  de 

~ dans  la  formule 
Jt 


et  qni  la  changera  en 


rfr*  +• 

O*  = , t 

dt» 

^ dr|  O»  / „ V 


La  râleur  de  <lr,  qui  entre  dans  celte  équation,  est  représentée  (fig.  l84)  Fig.  l84> 
par  la  différence  infiniment  petite  ml,  rjiii  existe  entre  le*  deux  rayons 
recteurs  Am  et  An-,  en  regardant  le  triangle  mnt  comme  rectangle  en  l, 
et  rectiligne  parce  qtt’il  est  infiniment  petit , on  aiua 


ou 


ml  = mn  cos  nml , 
rfr=  ds  CO»  nml; 


snbstitnant  cette  ralenr  de  dr  dans  l'équation  (a^t),  et  changeant  en- 
suite ^ en  »> , nous  obtiendrons  ' 

v/t  ' 


SI»  =s  i>»  (co*  nml)’  -f.  -J.. 


Or,  si  noos  appelons  « ce  qne  devient  l’angle  nml  quand  n et  r se 
transforment  en  V et  en  x è l’origine  du  mourement,  non*  anions, 
dans  cette  hypothèse. 


donc 


V>=V*COSS«-».-; 

X* 


a*  =^x*V*  (x  — coi*  «)=  x*V*  8În*  Ô, 


el  par  conacqaent 


a = X V cos  « . • ' 


408.  Ayant  Hëtenniné  les  constantes  qui  entrent  dans  Tequat. 
cherclioBs  maintenant  à Tint^grer,  ponr  pouvoir  connaître  ensuite  qnello 
est  la  nature  de  la  trajectoire  on  conrbe  décrite  par  le  mobiles 
Èlèm.  de  Mécanique.  17 
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Mont  cMiierODt  d’abord  de  la  limplifier  en  tappoaant  r = -,  parce 

que  la  diScrenlialion  dei  fractiuna  de  ce  genre  accroiuanl  la  pois- 
tance  de  la  variable,  on  roiicuii  qu'il  peut  y avoir  dea  ri-ductiona  qui 
rendent  la  formule  moine  compliquée  j c’est  en  effet  ce  qui  arrive,  car 
nona  trouvons 

— (a*s*  — ifit) 

Regardant  les  termes  qui  sont  entre  les  parentb^aes  comme  les  deux 
premiers  d’un  carré  parfait,  nous  vojons  que,  pour  le  compléter,  il 

(àudrait  y ajouter  — ; mais,ponr  ne  pas  Umbler  l’égalité,  nous  intro- 

M*  A** 

duirons  tout  le  radical  la  quantité  ^ ^ , et  alors  nous  ponrrons 

écrire  ainsi  notre  équation 

df  = 


adt 


faisant 


v/v*e-(„-ey' 

— -=u,  et  V+  — xsA‘, 
a a* 


l'équation  précédente  deviendra  ' 


dp  = - 


du 


V'A*  — U*  ’ 

prenant  l’intégrale  (ÉUm.  de  Calcul  intégral,  art.  374  et  >75}  00  », 
arc  cos  = ( 


: « +mnstante. 


Remettant  les  valeurs  de  u et  de  A,  kdpprimant  le  factenr  commun 
a , et  nommant  4 ^ constante  arbitraire,  on  obtient 


on  tire  de  cette  équation 


= cos  (a  + 4)  { 

et,  en  restituant  la  valeur  de  e en  r,  nous  trouverons  enfin 
«• —>a'r=  r V^a»4'-f-a**.cos  fe-f- 4). ..  fu7a)- 
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^og.  La  CDntUDte  afbiiraire  4’  »<  wrt  qu'il  chaufter  la  direction  de  l’axe 
qui,  arec  U rayon  recteur,  forme  l'angle  rariable  ; par  exemple  (fig.i 85),  Fig.  l85. 
ai  l’aogle  CAm  ou  g , forme  par  le  rayon  vecteur  arec  l’axe  primitif  AC, 
ett  aucceaalvemcol  de  i*,  de  a”,  de  3*,  etc.,  et  que  l’on  compte  l'nngle 
variable  k partir  de  l’axa  AB  qui  fait  avec  l’axe  AC  un  angle... 

CAB  = 4>  l'angle  formé  par  le  rayon  vectenr  Am  avec  cet  axe  AB, 
aéra  fuccraaivemeat  de 

|o  + 4,  de  a* + 4,  de  3* +4,  etc., 
et , en  general , de 

• -I-4- 

4lo.  L’angle  # + 4 diaparaltra  fie  l’équation  (17a)  ai  noua  tranafor- 
mona  Ici  coordonnéea  polairea  en  eoordnnncea  rectangulairea , k l’aide 
de  cea  formuica, 

x*=rcoa(g+4).  .r  = »■  »'"  (a -F  •!■)•  • • (’7^i 

car  lea  deux  preraièrea  réduiaent  celte  équation  (073)  k 
a*  — + y*  = arl'^a'i'-f.  U*. 

On  tire  de  U 

gi  -l-y*  = a*  — X . . (a74); 

élevant  au  carré  et  réduiaant , on  obtiendra 

— 6'a*x»  =za*  — aa*x  ^ a* b'  + !»•..,  (375). 

Celte  équation  eal  celle  d’une  aeclion  conique  ou  courbe  da  aecond 
ordre;  elle  appartiendra  k une  ellipae  on  k une  hyperbole,  aelon  que 
V,  d’nù  dépend  le  aigne  dn  lerme  en  x*,  aéra  négatif  ou  positif;  car, 
dana  le  premier  caa.  Ira  deux  carrés  des  cnnrdonncrs  seront  de  mêmes 
signes,  et,  dans  le  second,  ils  sernni  de  signes  contraires.  Mais,  ai  V 
est  nul,  le  terme  en  x’  s'évanonissanl,  l’équaiion  appartiendra  à la  pa- 
rabole. 

4li.  Lorsque  dans  l’équation  ( 374)  on  introduit  le  rayon  vecteur  k 
l’aide  de  la  première  des  équations  (373) , on  la  transforme  en 

ftr=a*  — X V a*V 

ce  qui  montre  qu’en  reg.irdant  comme  une  constante,  ce 

rayon  vecteur  est  toujours  donné  en  fonction  rationnelle  de  l’abscisse  x; 
d'où  l'on  peut  conclure  que  l’origine  est  nu  foyer. 

413.  Ainsi  voilk  la  seconde  loi  de  Répler  démontrée  avec  une  gé- 
néralité qui  était  inconnue  k ce  grand  homme;  car  il  s’était  borné,  rc 

17.. 
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encore  par  induction,  k OMigncr  aux  planètes  un  orbe  elliptique,  tandis 
que,  d'nprès  notre  demoostration,  on  roit  qoe  drs  corps  ptane'taires 
pourraient  être  diriges  suivant  des  paraboles  ou  de»  hjperboles. 

Si,  dans  les  comètes  observées  jusqu'à  ce  jour,  nous  n'avons  pas 
d'exemple  de  mouvemens  hyperboliques,  c'est  que,  d'après  le  calcul 
des  probabilités  , la  chance  qui  donne  une  hyperbole  sensible  est  très 
rare  : a J'ai  irou\ê,  dit  Laplace  , qu'il  y a six  mille  au  moins  à 
» parier  contre  l'unitê,  qu'une  nébuleuse  qui  pénètre  dan»  la  «phère 
» d'activité  du  soleil,  de  manière  à pouvoir  être  observée,  décrira  ou 
» une  ellipse  très  allongée,  ou  une  hyperbole  qui,  par  la  grandeur  de 
» son  axe,  se  confondra  sensiblement  avec  une  parabole,  dans  la  partie 
B que  l'on  observe  j il  n'est  donc  pas  surprenant  que  jusqu'ici  l'on 
M n'ait  point  reconnu  de  mouvemens  hypcrboliqnes.  » 

4t3.  Si,  dans  l'cquation  (^75) , on  fait  x rzzo,  et  y*  = rp  , on  aura, 
l'ordonnée  qui  passe  parle  foyer,  c'cst*è-dirc  (mûrie  demi*paramètrc. 


la  même  équation  (^75),  résolue  par  rapport  à y*,  donne 


y =■  ztz  — a»  -è-  — aar  a*b'  + p*, 

P 

tts  qui  montre  que  toutes  les  oïdonnées  rectangulaires  sont  partagées 
ru  deux  parties  égales  par  l'axe  des  x,  et  que,  par  cous* <{ucnl , cet 
.1X6  ne  peut  être  que  le  giand  ou  le  petit  axcj  et,  comme  on  a vn 
qu'il  renfermait  le  foyer,  il  est  donc  nécessairement  le  grand  axe. 

414*  L'éqmiion  (075)  se  simplifiera  siTon  fait 


4-  P*  = m . , . (17^)  , 


et  si,  transportant  l'origine  an  centre,  eu  supposant  on 

dispose  de  l'indéterminée  «t , par  la  condition  que  Je  cocfUcient  de  la  prc' 
mièic  puissanr^  de  s'évanouisse.  Faisant  donc  cette  bubstitutioo  daos 
l'érpuiüon  (^75),  nous  trouverons,  après  avoir  divisé  par  u*, 


4-in»  J 


■+■  om»  > — O 

— J 


= 0...  (1:-). 


Egalant  à zéro  le  coefficient  de  .r',  on  a 


m 


cette  valeur  qui,- étant  introduite  dans  le  di-rnter  ic  i me  deréquation  (‘277), 
le  change  eu 
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&i,  r«'qualiou  (376]  noui  donne 

m*  ju* 

ÿ-«'  = r 

Meiuint  celle  ralrur  il  la  place  da  dernier  terme  de  l'ëquatinn  (^77),  et 
iupprimant  le  second  terme  qui , d’aprit  notre  équation  de  condition,  est , 
nul,  celle  équation  deriendra 

. ' . - - »*r. 

f;r*-*v.+^  = o;  ^ ^ -, 

et . en  faÎMDt  cranooir  lea  déaominateart , on  obueadra. 

' • 'S  r. 

= O. . . (^78). 

Dantt  ccuc  équation , Tonginc  des  coordonnées  est  transportée  au  centre^ 
par  conséquent,  si  Ton  égale  ^ h icro,  et  qu’on  tire  la  racine  carree  de 
la  valeur  de  x'*,  on  aura 

tiemt  grand  axe  . (179). 

b 

opérant  de  même  à l'égard  de  x',  on  trouvera  encore 


, demi  petit  axe 


=v/-'Ç 


Cette  valeur  est  imaginaire  quand  b^  est  positif  dans  notre  équation, 
aussi  avons-nous  vu,  art.  que  la  courbe  c'tait  alors  une  hTpcrbole^ 
tuais  cette  valeur  devient  rcelle  quaud  b'  est  négatif,  et  lorsque,  par 
conséquent,  la  courbe  est  uuc  ellipse.  Dans  ce  cas,  b'  cUnt  négatif,  si 
Ton  remplace  b*  par  — b%  on  aura 

demi  petit  axe  = —ne  • ()8o)* 

i/b' 


415.  Ce  résolut  est  conforme  h c^ui  qne  Ton  aurait  trouvé  par  la 
considération  que  le  petit  %xe  est  une  moyenne  proportionnelle  entre 

^ le  demi  grand  axe  et  le  paramètre  dont  on  a donné  les  valeurs. 

416.  Ayant  ainsi  détermine  Içs  élémens  principaux  de  noire  courbe, 
il  nous  sera  facile  mainteoaut  de  démontrer  la  3*  loi  de  Kepler.  En 
effet,  on  sait  qu’en  désignant  par  i t sr  le  rapport  dn  diamètre  è la 
circonférence,  l'aire  d’une  ellipse  dont  A et  B sont  le  demi -grand  et 
le  demi  petit  axe,  a pour  expression  «*AB.  Par  conséquent,  si  noos 
mettons , au  Heu  de  A et  de  B , les  valeurs  déterminées  par  les  éqiu-- 
(ions  (979)  et  (u8o) , nous  trouverons 
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a6a 


(a8.). 


airt  de  l'ellipse  décrite  par  la  planite  = 

*V*' 

Remplaçant  p par  p , et  obaervant  qu’alon  le  aecond  membre  de 
V/s 

l’e'qualion  (iSl)  peut  a'ccrire  ainsi  : 

I 


\/p  KpJ  ■ 


noos  auront 


aire  tie  Vellipse  décrite  par  la  planètp  = * 

Or,  nous  avons  vu  quVn  désignant  par  t le  (empa  qu’une  planite  met 
FigaiSa.  i parcourir  l'arc  do  secteur  LCM  (ûg.  182),  l’équation  (a6a)  donnait 


I = ‘ 


a secteurs  LCM 


Lorsque  t sera  le  temps  d’oue  révolution  entière,  que  00ns  désignerons 
par  T,  le  secteur  LCM  dcviendia  la  surface  de  l’ellipse { par  consé- 
quent, oons*  aurons  pour  ce  cas, 


Vt* 

et  comme  nous  avona  vu  par  l'équation  (a^g)  que  p était  le  grand  axe 
de  l’ellipse , en  nommant  D ce  grand  oze , nous  aurons 

oa*  — 

, T = -^D‘; 

Vi^ 

remettant  pour  p ta  valeur  donnée  par  l'équation  ( xG6  ) , on  aura 


T = 


arD* 


(a8a). 


A ns 

De  même , ponr  une  antre  plaiftte  m'  qui  fait  une  lérolation  entière 
dant  un  lempt  T'  qui  correipond  A D'  et  A*  A',  on  aura  encore,  en  ob- 
tervant  que  la  masse  M du  soleil  est  la  méoae, 


T-. 


awD  • 


(a83)i 


A'  V'M- 

. laaia,  d’apièa  la  loi  de  Newton,  les  carrés  des  dituncet  devant  être 
en  raison  inverse  des  masaea,  noua  deroot  avoir 

M+m:M  + ns';:A'*;A»j 


Digitized  by  Coogle 


a63 


DU  XOWEHfNT  DJM  rjtOJBCTUfS. 
d’oii  non*  tirerons 

W V/M  = it  V/M  + mj 
snbttitaanl  cette  traJenr  dans  l'erjuation  (i83),  noas  aurons 

»*D'- 

k l/M  -+■  m * 

comparant  cette  équation  à l’rquation  (a8u)  , on  en  conclut 

t:ï':;D’:d's  on  t*  : t'*  d>  :D'>; 

les  carrés  des  tésolutions  sont  donc  comme  les  cubes  des  distances. 

417.  On  peut  anui  résoudre  le  problème  inverse,  et  déduire,  du  cours 
ediptique  des  planètes,  la  loi  de  la  raison  inverse  du  carré  de  la. distance. 
Pour  eda,  il  faut  établir  que,  par  hypothèse,  IVr{uatioD  (utio)  se  rap- 
porte il  l’ellipsci  or,  l'équation  polaire  de  l’silipae  étant  de  la  forme... 
Creose— B’  — Ar,  a pour  dilTérenticlIe 


r ^ {C — A)* — B*-(-ïAB’r 

La  condition  d’identité  de  cette  équation  h l’éq.  (uGo)  exige  qu’on  ait 

r_/Rar  = AB*  = constante,  ou  plutôt  fndr= j 

différenliant , supprimant  dr  et  comprenant  dans  la  constante  le  signe 
négatif  qui  l’aflêcte  après  la  ddlTérentiation , il  reste  R = ‘""'*^5'***  ^ c* 
qui  prouve  la  loi  de  la  raison  inverse  du  carré  de  la  distance. 

Du  mouvement  des  projectilei  dans  le  vide. 


4i8.  Un  corps  étant  sollicité  par  une  force  accélératrice 
constante  qui  l’entraîne  rers  le  centre  de  la  terre>  la  com- 
binaison de  cette  force  avec  une  force  quelconque  d’im- 
pulsion produit  le  mouvement  des  projectiles.  Pour  dé- 
terminer ce  mouvement , soient  Ax , Ay  et  Aa  les  axes 
coordonnés,  le  mobile  n’étant  soumis  à aucune  autre  force 
accélératrice  que  celle  de  la  pesanteur  ; si  nous  plaçons 
l'axe  des  x dans  la  direction  de  celte  force,  comme  elle 
tendra  à diminuer  les  coordonnées  verticales , elle  sera  né- 
gative , ainsi , en  la  représentant  par  — g , nous  aurons 

, X = o,  Y*=o,  Zicï  — 
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Ces  valeur^  étant  mises  clans  les  équations  (180)  du  mou<- 
vcmeiit,  page  196,  les  changent  en 

d'x d‘y dz 

^F~®’  dF~°’ 


les  deux  premières  étant  multipliées  par  dt  et  int^rées, 
donnent 


dx 


dt 


= a. 


et  l’on  voit  que  les  constantes  a et  b représentent  les  tî- 
tesses  du  mobile  dans]  le  sens  des  x et  dans  celui  des  y. 
Ce  sont  ces  vitesses  qui  cliBerencient  œ mouvement  du 
mouvement  vertical,  où  elles  sont  nullcs. 

Multipliant  ensuite  par  dt  et  intégrant , il  vient 

x = at  a,  y=i  bt  -{•  b'  : 
éliminant  t entre  ces  équations,  on  trouve 
bx  , ah'  — a' b 

y— 1 . 

a a 

Fig.  186.  Cette  équation  est  celle  d’une  droite  EC  (fig.  186)  tracée 
sur  le  plan  des  x , y \ par  conséquent,  tous  les  pieds  des 
ordonnées  parallèles  à l’axe  des  a,  se  trouvent  sur  cette 
ligne  EC;  ce  qui  montre  que  la  trajectoire  ELC  est  une 
courbe  plane. 

4 >9-  En  résolvant  de  nouveau  le  problème  dans  cette 
dernière  hypothèse , nous  n’aurons  besoin  que  de  considé- 
rer deux  coordonnées,  l’une  y verticale,  et  l’autre  x hori- 
zontale ; et  alors  nous  ne  ferons  usage  que  des  équations 

d’y 

de 

Si  on  les  multiplie  par  dt,  on  trouvera  en  intégrant, 

S = ».  | = -ir<  + 6...084).. 
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Multipliant  de  nouveau  par  dt  et  intégrant , il  viendra 

X = at  a , y==.  — ^ -f"  • • • (aSS). 

Pour  déterminer  les  constantes,  nous  supposerons  que  le 
temps  soit  compté  à partir  de  l’origine;  alors  nous  aurons 
à la  fois 

x—o,  y—o^  et  *=o, 
cette  hypothèse  donne 

a'  = o , et  A'  = O , 

, i 

ce  qui  réduit  les  équations  (285)  à 


x~at,  y = — {gl*  + bt. 


Mettant  dans  la  seconde  équation  la  valeur  de  t tirée  de  la 
première , nous  obtiendrons 


Pour  déterminer  a et  b,  les  équations  (284)  nous  montrent 
que  ces  constantes  sont  ce  que  deviennent  la  vitesse  hori- 
zontale et  la  vitesse  verticale  du  mohilc,  lorsque  ^=o. 
Nommons  donc  "V  la  vitesse  initiale,  et  a l’angle  qu’elle 
fait  avec  l’axe  des  x , ses  composantes  seront 

V cos  m parallèlement  à l’axe  des  x , 

V sin  « parallèlement  à l’axe  des  ; * 

donc 

a = V cos  « , i =;  V sin  et. 

Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (286),  nous  aurons 


y-x  tang  m — ig  • • <2®7)- 

420.  Il  est  facile’ de  reconnaître  dans  cette  courbe  une 
parabole  qui,  partant  de  l’origine  A.  (fig.  187),  s’élève  d’a-  Fig.  187. 
bord  au-dessus  de  l’axe  des  jr,  et  se  prolonge  ensuite  au- 
dessous  de  cet  axe;  car  l’équation  (287)  étant  de  la  forme 
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y = mx  — nJB*, 

si  nous  faisons  y=.o  pour  avoir  les  points  où  la  oourbe 
rencontre  l’axe  des  x,  nous  trouverons 

t 

m 

* = O , et  x = —. 


Or , je  dis  que  pour  toute  valeur  de  x moindre  que  — , 
l’ordonnée  sera  positive , tandis  qu’elle  sera  négative  pour 
toute  valeur  qui  surpassera  — . En  effet,  multipliant  par  nx 
les  deux  termes  de  l’inégalité 


m 

*<ü’ 


on  trouvera  nx'<^mx,  ce  qui  est  la  condition  nécessaire 
pour  que  y soit  positif.  On  démontrerait  de  la  même  ma- 

nière  que  lorsqu’on  a * > — , la  valeur  de  y doit  être  né- 
gative. 

421.  Désignons  par  h la  hauteur  de  laquelle  le  mobile 
devrait  tomlier  pour  acquérir  la  vitesse  V,  nous  aurons,, 
art.  3o^, 

V = v/5^...  (288)-, 

au  moyen  de  cette  valeur,  l’équation  (287)  devient 

y-  = ,tang  — ^— ...  (289). 

42a.  On  appelle  amplitude  la  distance  de  l’origine  A 
an  point  B , où  la  oourbe  coupe  l’axe  des  x.  Pour  la  déter- 
miner , on  fera  donc  y'  = o ; et  la  valeur  de  x qui  n’est 
pas  nulle  sera  l’amplitude.  Ainsi,  en  égalant  la  valeur  de 
y à xéro,  l’équation  (a8g)  nous  donnera 

x-=o,  ou  « = 4^  “ *^*^**  “i 
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et  en  obaervant  que  le  produit  de  la  tangente  par  le  cosinus 
est  la  même  chose  que  le  sinus , l’équation  précédente  re- 
viendra à celle-ci 

X — sin  « cos  m ; 

par  conséquent  nous  aurons 

amplitud»  = 4A  sin  « cos «. . . (ago). 

Si,  dans  cette  équation,  on  remplace  asinr«cosa  par 
sin  2et  (*),  l’équation  précédente  devient 

amplitud*  = ih  sia  üM, . . (agi)* 

C'est  d’après  cette  équation  que  Galilée,  Blondel , Bélidor, 
et  d’autres  auteurs,  ont  construit  des  tables  de  Balistique. 

4a3.  La  hauteur  du  jet  est  la  plus  grande  ordonnée.  Pour 
déterminer  l’abscisse  qui  correspond  à la  hauteur  du  jet,  il 
faut,  d’après  la  méthode  des  maxima  et  mioima,  égaler  la 

valeur  ^ ® donnera 


^ = tang  * T~~r 

dx  an  00s*  « 


= o; 


on  tirera  de  cette  équation 

x — ah  cos*  M tang  a ; 

et , en  observant  que  cos  tang  ■ équivaut  à sin  »,  elle  de- 
X = ah  cos  m sin  a; 


viendra 


par  conséquent  l’abscisse  de  la  hauteur  du  jet  est  la  moitié 
de  l’amplitude. 


(*)  On  peut  remarquer  que  ai  l'on  fait  6 = u dans  la  formule 
tin  (a  -(•  6)  = tin  a cot  fr  + tin  & coi  a , 
sia  aa  = a tin  a coa  a. 


■I  vient 
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Si  l’on  remplace  x par  zh  cos  « sin  « dans  Péquation 
(2S9)  , 011  trouvera  pour  la  hauteur  du  jet, 

y ~h  sin*  ». 

424.  H existe  toujours  deux  angles  sous  lesquels  le  pro- 
jectile , lancé  dans  le  vide  donne  la  meme  amplitude.  En 
'effet,  soit  »'  l’angle  complément  de  »,  l’équation  (290) 

donne  pour  l’amplitude, 

♦ 

4/1  sin  4 cos  « = 4^ 

Mais  si  le  projectile  est  lancé  sous  l’angle  cl  au  lieu  de  l’étre 
sous  l'angle  »,  l’amplitude  sera 

4/i  sin  »'  cos  »'  = 4^ 

L’identité  de  ces  expressions  que  nous  venons  de  trouver 
pour  les  amplitudes  des  angles  » et  »'  nous  montre  que, 
dans  le  vide , les  angles  complémens  l’un  de  l’autire  ont  la 
même  amplitude. 

425.  On  peut  résoudre  aussi  ce  problème  : Déterminer 
entre  toifs  les  angles  sous  lesquels  on  peut  tirer  un  canon, 
quel  est  celui  auquel  correspond  la  plus  grande  amplitude. 
Pour  cela,  il  suffit  de  remarquer  que  l’amplitude  étant 
représentée  par  2/1  sin  2« , le  maximum  de  cette  expression 
aura  lieu  pour  le  sinus  de  l’angle  droit;  alors  2:1  = 100; 
d’où  il  suit  que , dans  le  vide , l’inclinaison  de  5o"  (divi-r 
sion  décimale)  est  celle  qui  répond  à la  plus  grande  am- 
plitude. 

Cette  liypollièse  de  100  nous  donne  sin  z<t  = 1 ; 

par  conséquent  l’exprcssiôn  de  l’amplitude  se  réduit  alors 
à 2/4;  ce  qui  nous  apprend  que  f>onr  l’angle  de  5o°,  l’am- 
plitude est  égale  au  double  de  la  hauteur  due  à la  vitesse 
initiale.  _ * 

Soit  P cette  amplitude,  nous  aurons 

h = [?...  (292).  . 
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Pour  «léterminer  le  coclficieDt  h,  on  tirera  le  oanwi  aous 
un  angle  de  5o°',  et  ayant  mesuré  l’amplilude , nous  la 
nommerons  P;  alors,  d’après  ce  qui  précède,  h sera  donné 
par  l'équation  (aqa).  C’est  ce  coelBcicnt  h qui  mesurera 
la  force  de  la  poudre,  puisque  de  l’intensité  de  cette  force 
dépendra  l’étendue  de  P. 


4*6.  Lorsque  h sera  déterminé  par  cette  expérience  , 
ou  plus  exactement  par  nn  résultat  moyen  entre  plnsieurs 
expériences,  on  mettra  la  valeur  de  h dans  l’cquat.  (*8g), 
ce  qui  la  changera  en 


y = x tang  » 


X* 

aP  cos*  » 


Si  nous  appelons  P'  l’amplitude  qui  correspond  à l’angle 
l’équation  (agi)  deviendra 


P'  = aA  sin  a»'. . . (aç)3)  , 

ou  plutôt,  en  mettant  la  valeur  de  A,  donnée  par  l’équa- 
tion (aga), 

P'  = P sin  im. 

Cette  équation  nous  fera  connaître  l’amplitmie  P'  qui  a 
lieu  pour  un  angle  donné  lorsque  la  plus  grande  am- 
plitude P sera  connue.  , 

£n  général,  on. peut  déterminer  l’amplitude  P' qui-  se 
rapporte  à un  angle  »,  en  mesurant  l’amplitude  P"  qui  a 
lieu  sous  un  angle  »"\  car  puisqu'on  a 

P'  = P sin  a*',  P*  = P sin  a.';’ 

en  divisant  ces  valeurs  l’une  par  l’antre,  on  trouvera 

P'  sin  act'  ‘ ** 

P*  sin  zcL  ’ 


par  conséquent , si  l’on  a mesuré  l’amplitude  P"  sous  un 
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angle  on  connaîtra,  au  moyen  de  l’équation  précédente, 
l’amplitude  P'  qui  se  rapporte  k un  angle  donné 

437.  La  valeur  de  à ( équation  393  ) étant  substituée 
dans  l’éqUation  ( 388  ) , nous  trouverons  pour  la  vitesse 
initiale 

V = \/Pg  = l/P  X 9*.8Ô9. 

Par  exemple , si  l’amplitude  sous  l’angle  de  5o°  était  de 
io8  mètres,  on  trouverait 


V— j/io8  X 9",8o9=  l/ 1059"*, 372  = 32”, 55  environ. 

428.  Si,  au  contraire,  ou  donnait  la  vitesse  initiale  ainsi 
que  l’angle  de  projection,  on  pourrait  trouver  l’amplitude; 
par  exemple,  si  la  vitesse  initiale  était  de  aoo  mètres  par 
seconde , et  l’angle  de  3o”,  on  déterminerait  d’abord  h par 
la  formule  suivante,  tirée  de  l’équation  (288) , 

^ V* 200*  

~ 2^ ~ 3 (9», 809)  ~ ï^Ï8  ■ 

Appelons  P'  l’amplitude  cherchée , l’équation  ( 293  ) don- 
nerait 

P'  = 3 X 2o38",94  X sin  60®. 

429.  Le  problème  du  jet  des  bombes  pent  s’énoncer 
ainsi  : Connaissant  la  force  de  la  poudre,  ainsi  qneles  coor- 

188.  données  a/  = AB  (fig.  188)  et  ^ = BC  d’un  point  C sur 
lequel  on  veut  lancer  le  projectile , déterminer  l’angle  de 
projection  qu’il  faut  donner  au  projectile  pour  qu’il  atteigne 
le  but.  force  de  la  poudre  étant  donnée  par  la  vitesse 
initiale  du  projectile,  en  une  seconde  de  temps,  suppo- 
sons que  cette  vitesse  soit  de  600  mètres  par  secmide  , 
en  faisant  donc  V = 600  dans  l’équation  (288),  nous  avons 


600"  = ügh  = V/2 A X 9 ) 80g. 

Cette  équation  nous  fera  connaître  A.  Cela  posé,  et  y 
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devant  satisfaire  à l’équation  (287),  nous  aurons,  en  met- 
tant CCS  valeurs  à la  place  de  v et  de  , 


/ = *'tang.-p^-...  (294). 


Tout  étant  connu  dans  cette  équation,  hors  l’angle  •,  nous 
ferons  tang  • = s , et  nous  aurons 


I I I 

cos  M = -7 = — -J-  ■ ■ — — — -- 

• V’'  I -J-  tang*  m y'  j ^ s* 

Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (2g4),  on  trouvera 

y = * s — P (I  -f-  s*) . . . (296). 

Cette  équation  étant  résolue  par  rapport  t g,  nous  don- 
nera pour  s les  valeurs  qui  doivent  déterminer  IeS|deuT 
angles  de  projection  sous  lesquels  le  projectile  doit  être 
lancé  pour  atteindre  le  point  C : on  choisira  Ife  plus  grand 
de  ces  angles  lorsqu’il  s’agira  d’écraser  un  objet. 

Au  lieu  de  CB,  on  peut  donner  l’angle  CAB,  sons  lequel 
est  vu  CB.  Soit  ^ cet  angle , on  a 

CB  = x'  tang  tp  = /; 

cette  valeur  de  y étant  substituée  dans  l’équation  (agS),  * 
devient  facteur  commun,  et  l’on  a,  en  le  supprimant, 

3/ 

lang^»=s  — p(i  4.**), 
équation  qui  donne 


g 


/4A*  tang  ç 

s'  V *'*  i' 


I. 
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“ Des  Projectiles  dans  un  milieu  resistanè. 

\ 

43o.  La  théorie  des  projectiles  qui  sont  lancés  dans  le 
vide  est  loin  de  s’jibcorder  avec  l’expérience , surtout  lorsque 
la  vitesse  est  très  grande;  car  la  résistance  de  l’air  ralentit 
continuellement  le  mouvemcnl  du  projectile.  Nommons  R 
cette  résistance;  si,  comme  dans  l’art.  3i8,  nous  suppo- 
sons qu’elle  soit  proportionnelle  au  carré  de  la  vitesse  , 
nous  aurons 

R = 

R devant  être  contraire  au  mouvement  du  projectile,  agira 
suivant  l’élément  de  la  trajectoire , mais  dans  un  sens  op- 
posé à celui  de  la  vitesse;  par  conséquent  R fera,  avec  les 
axes  coordonnés,  les  mêmes  angles  que  l’élément  ds  forme 
avec  ces  axes.  Ainsi,  en  supposant  que  »,  C,  y soient  les 
angles  que  ds  forme  avec  les  axes  coordonnés , les  com- 
posantes de  R seront 

R cos  <»,  Rcosf,  R cos  y. 

Fig.  189.  Pour  déterminer  ces  angles,  représentons  par  /nm  (fig.  189) 
l’élément  ds  de  la  trajectoire;  la  projection  de  cet  élément 
sur  l’axe  des  s sera  égale  à mn.  Or,  le  triangle  mmn  nous 
donne  la  proportion 

I : cos  mmn  ; mrn  mn , 

I : cos  y cüs  : dz\ 

dz 

cosy  = ^; 


par  conséquent  la  composante  de  R suivant  l’axe  des  z 
aura  pour  valeur  absolue 


Digitized  by  Google 


DE*  rROJECTlUS  D*I«S  UN  MILIEU  HisISTANT.  273 

Nous  aOecterons  cette  composante  du  signe  négatif,  parce 
que  lorsque  le  projectile  vient  de  m en  m,  la  force  R agit 
de  m en  m,  et  tend  à diminuer  les  coordonnées  du  mo- 
bile, ce  qui  rend  chaque  composante  de  R négative- 

43 1.  Une  même  démonstration  pouvant  s’appliquer  aux 
autres  composantes  de  R , nous  aurons 


— R^  pour  la  composante  de  R suivant  l’axe  des  x, 

— R ^ pour  la  composante  de  R suivant  l’axe  des  y. 


Ainsi  les  équations  du  problème  seront 
d'x  dx 


dt' 


„ — _R^ 
ds‘ 

dt*  ds' 


En  divisant  les  deux  premières  équations  l’une  par  l’autre, 
on  éliminera  dt*,  ce  qui  donnera 


d’où  l’on  tirera 


d’y  dy 

d~x-i' 


d}y d'x 

dy  dx"’ 


(296); 


et  en  intégrant  par  logarithmes , 

log  dy  = log  dx  -f-  log  a = log  adx. 
Passant  aux  nombres, 

dy  — adx  (*); 


(*)  Voici  One  manière  plut  rcgaliire  de  pan’cnir  au  mSnic  rnului: 
l'ëqoaüoB  (ag6)  raiduitc  au  méiuc  denoniinalenr,  nous  donne 
Êlim.  dt  Mécanique.  i8 


3^4  DYNAMnjlUE. 

intégrant  de  nooYitau,  on  trouTe 

y = ax  + b -, 


donc  la  projection  de  la  trajectoire  sur  le  plan  des  a,  ^ 
étant  une  ligne  droite , cette  trajectoire  est  dans  un  plan 
vertical. 


432.  Si  nous  mettons  de  nouveau  le  problème  en  équa- 
tion avec  cette  condition  de  plus,  qne  la  courbe  soit  plane, 
nous  n’aurons  besoin  que  d’employer  les  équations  sui- 
vantes , 


de 


de  ~ 


k|o. 


dxd*y  — djrd’x  _ 
dxdy  “■ 


dxd^  — drd*x 
:o,  OU  — / y xz  O, 


dx 


Celle  équation  peut  le  mcitre  sons  ta  forme 
dx 

înir’grani , on  irooTc 

pnuani  nnx  nombm , on  a 

^ = a,  donc  dy=adx. 


(')  A'ous  avons  dit  que  la  résistance  de  l’air  diminnait  les  coordonnera 
de  la  courbe  , parce  que  nooa  supposions  tpie  le  mobile  M était  dans  la 


branche  ascendante.  S'il  était  dans  la  branche  descendante,  la  résistance 
Ig.  189.  de  l'air  agissant  dans  le  sens  de  M"  en  M'  (Cg.  189),  tendrait  & diminuer 

X et  II  augmenter^.  Il  semble  donc  que  R ^ devrait  changer  de  ligne  j 


mais  comme  dy  devient  négatif  dans  celte  branche , la  composante  ver- 

I, 

ticâle  sera  encore  representée  par  — 
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OU , eu  mettant  la  valeur  de  R , 


dp 


~ — mt'* 


dx 

d^' 


_ 

j-=-g-mP 


ds 


Nous  pourrons  éliminer  l’une  des  variables  en  remplaçant 
v’  par  sa  valeur  donnée  par  l’équation  - • 


et  nous  aurons 

d‘x ds*  dx 

dP--'"dPZ  -- 


dy  ds*  dy 

= (»98). 


diy  donne 

d*x 

dt 

ou 

(l\ 

dx  da 
' da  dp 


X ■ dx 

-dJ^-'^di'- 


on  tire  de  cette  équation , 


dt_ 

dt 


— mda. 


et , en  intégrant,  on  obtient 

, dx 

log;^  = -“W»  + C. 

434*  Soient  A le  nombre  dont  C wt  le  logarithme  , ot  e 
k base  du  système  népérien , nous  avons 

18.. 
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C = log  A , et  log  e = I ; 

par  conséquent , nous  pourrons  changer  l’équation  précé- 
dente en  celle-ci,, 

*og  ^ log  « + log  A ; 

cette  équation  revient  à 

log  ^ = \og  «“■'  -f-  log  A = log  Ae"*"'  ; 

passant  aux  nombres,  on  a 

^ = Aa— (,.99). 

435.  Pour  déterminer  la  constante  A , soit  V la  vitesse 
initiale,  et  « l’angle  qu’elle  fait  avec  l’axe  des  x,  La  com- 
]H>.sanle  de  V,  suivant  cet  axe , sera  V cos  m.  Or,  quand 

8 = 0,^  exprime  la  composante  de  la  vitesse  initiale 

dans  le  sens  des  x.  Ainsi,  dans  ce  cas,  l’équation  précé- 
dente se  réduit  à 

V cos  • = Ae®  = A. 


Mettant  cette  valeur  dans  l’équation  (299),  on  a 
^ = V cos  • e~"'. . . (3oo). 

436.  Cette  équation  contenant  trois  variables,  nous  ne 
ebereberons  pas  à l’intégrer;  mais  nous  la  conserverons 
pour  éliminer  le  temps,  lorsque  nous  aurons  trouvé  une 
autre  relation  entre  ces  variables.  Pour  y parvenir,  nous 
observerons  que  nous  n’avons  encore  fait  usage  que  de  l’é- 
quation (297)  ; ainsi  il  nous  reste  la  faculté  d’employer  l’é- 
quation (298),  et  de  la  combiner  avec  l’équation  (297).  Pour 
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cct  effet , on  peut  mettre  ces  équations  sous  la  forme 


dx 


3? 


‘3? 


et  l’on  Toit  que  pour  éliminer  dê , il  suiTit  de  les  diriser 
l’une  par  l’autre.  En  opérant  ainsi , l’on  obtiendra 


dx 

t 

Cette  équation  nous  donne 


dv 

é'jT' 

3s* 


dy.d^x  d'y 

' ^~dx  d?~^' 

réduisant  au  même  dénominateur  et  multipliant  par  dt', 
on  obtiendra 

gd^  = dyd'xjjx^  (3o,). 

Le  second  membre  de  cette  équation  étant  divisé  par  — dx , 
devient  la  différentielle  de  par  conséquent,  on  peut 
écrire  ainsi  l’équation  (3oi) 

gdt'=x  — dxd(^{*).  • 


(*)  Psi  ctisrcM  à parvenir  an  même  réiullal  de  la  manière  tuivante. 
Reprêaemona  l’cqnal.  (3o4)  par  ds  = dxP,  et  mettons  cette  valeur  de  dt 

dans  les  équations  (>97)  et  (ngS) , et  remplaçant  ^ par  p , nous  obtien- 
drons 


rf*» 

5î* 


<ta*  _ d*y  dx*  _ 

‘ÂiP’  5ïr  = -^-'"d,TP/’- 
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dy 

il  viendra 


^ gdf^  = — djqdp . . . (3o2). 

Éliminant  dt'  au  moyen  de  l’équation  (3oo),  on  trouvera 

g=  — V*  cos* . (3o3). 


437.  Cette  équation  contient  encore  trois  variables;  mais 
l’élément  de  la  courbe  nous  fournit  entre  les  mêmes  va- 
riables, la  relation  ifs  = V'  dx‘  -{-  cfy‘,  ou , en  mettant  pour 
dy  sa  valeur  pdx, 

ds  — d,  I +p*. . . (3o4)  ; 

par  conséquent,  en  éliminant  dx  entre  cette  éijuation  et 
l’équation  (3o3)  , nous  obtiendrons 

Intégrant  cette  équation  (note  dixième),  on  trouve 


Pour  ilimiiicr  tii  derniers  termes  de  ces  équalions  , nous  mnlliplieroiu 
ta  preniicrc  par  et  la  retranchant  de  l’antre,  noos  trouvcrpns 


d'X  — pii'x  _ 


de  --î’ 

ou 

^d*x  = — 

rédniiaut  an  méiiiv  deaqtDinateur,  on  a 


.Ud(J^)=-gdi> 
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(3o6). 

Faisant  C = ; A,  et  supprimant  le  dWiseur  commun  a, 
on  a enfin  i 

PV/ •+/>‘+log(/)  + V/I+>*)  = A — ^^^^...  (3o7). 


Four  déterminer  la  constante  A,  nous  remarquerons  que 
dv 

|a  valeur  ^ dep  est  la  tangente  trigonométrique  de  l’angle 


que  l’élément  de  la  courlie  fait  avec  l’axe  des  x.  Si  nous  ap- 
ficions  ^cet  angle  à l’origine  qu’on  suppose  placée  au  point 
A (fig.  189),  où  se  trouve  le  projectile  lorsque  t esl  nul,  Fig- 1%- 
nous  aurons  en  même  temps 


a:  = o,  _y  = o,  s = oj  et  p = tanga. 

Substituant  ces  valeurs  de  s et  de  />  dans  l’équation  pré- 
cédente, ou  trouvera 

A = tang  a |/ 1 -4-  tang*  m 
+ (tang  • + i/r+ üüi*  «)  + i 


on  regardera  doue  la  constante  de  l'équation  (So^)  comme 
une  quantité  connue. 

438.  Si  l’on  élimine  «*"'  entre  l’équation  (So^)  et  celle 
que  nous  avons  marquée  par  le  n°  3o3 , on  obtiendra 

d*= 7== ^ 7== (3o8). 

* +P’  + 1ob(p+V^>+P*)'— A] 

Multipliant  celte  équation  terme  à terme  par  celle-ci, 
on  trouvera 


dx 
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djf  = 


_pàp__ 


»[/’V/i  + P*  + log  (/> + 1/1 +/>*)  — A] 

43g  Pour  déterminer  le  temps ^ l’équation  (3o2)  donne 

e 

Mettant  dans  cette  équation  la  valeur  de  , on  a 


^gipV  >+P*+  logO>+l/  I+/J*)  — A] 


. . . (3io), 


on , en  changeant  les  signes  du  numérateur  et  dh  déno- 
minateur, 




dP  = 


"'é’E— P >+/>*—•  log(/>  + ï/  i + p*)  + A] 


Passant  à la  racine  carrée,  le  second  membre  de  cætte 
équation  devra  en  général  être  aOecté  du  double  signes  maU, 
dans  notre  cas , nous  choisirons  le  signe  négatif,  parce  qu’on 
sait  que  toute  équation  entre  deux  variables  t et  p pouvant 
être  considérée  comme  celle  d’une  courbe  dont  t serait 
l’abscisse  et  p l’ordonnée,  si  en  même  temps  que  t aug- 
mente, P diminue,  on  doit  avoir  dt  et  dp  de  signes  con- 
traires ( * ).  Or,  dans  le  cas  présent,  il  est  évident  qu’à 
mesure  que  le  temps  t augmente,  p qui  est  la  tangente  tri- 
gonométrique  de  l’angle  formé  par  l’élément  de  la  courbe 
avec  la  parallèle  à l’axe  des  x,  diminue  dans  la  branche 


(*}  On  ponrraii  le  démontrer  de  cette  manière  : (oit  t =fp,  si  p di- 
ninne  de  k,  t devieal  ('= fp(p  — k)^  dcTcloppant  par  1a  formule  de 
Tajtlor,  on  tronve 


1' 


dp  I ,d'p  k*  d'p  h‘ 
dt'  3ï^‘îTâ  dt*  ■ I .a.  3 


+ etc. 


Pat  lijpoibèse,  ( s'acctoitsam  quand  p diminue  , t' — 1 est  une  qoaiuile 
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ascendante,  qui  est  celle  qae  nous  considérons;  donc 

d<= . ■ _ -...(3 1 1). 

Vm^[—py^  >+/>*— log(/H-V^  i+^*)+A] 

44<*'  11  nous  sera  aussi  facile  de  trouver  l’expression 
de  la  vitesse  en  fonction  de  />  ; car  la  vitesse  nous  étant 
donnée  par  l’équation 

dê  \/  dx*  dr*  dx  . y 

•■=s= — sr-^=-37‘^‘+''’ 

en  remplaçant  dx  et  dt  par  lèars  valeurs , on  trouvera 


— _ 

y/'-pv'  ï +/>* — log  (/>  + i/r+p*) + A 

44>‘  On  peut  aussi  exprimer  l’arc  s en  fonction  de  p: 
en  effet,  l’équation  (3o7)  nous  donne 

««■« = — ^ J*--  [K— p\/  r+7* — log  (p  4-  v/  r+7*)]. 

Prenant  les  logarithmes,  changeant  l’exposant  de  e en  coef- 
ficient, et  remplaçant  log  e par  l’uuité,  on  obtiendra 

^ log • [A -pv/i+p*- log (p-f  ï/r+7)]) 

2/n 


potitiTcj  il  en  est  de  même  de  — A 4-  etc.  Or,  en  prenant  h assez  p*. 
tit  pour  que  le  premier  terme  du  de'veloppement  de  t' — t décide  ilu  signe 
de  ce  déreloppement,  il  faut  que  — ^ A soit  un  nombre  positif,  ce  qui 

ne  peut  être  i moins  que  ^ ne  représente  nne  quantité  négative,  car  le 

facteur  A est  essentiellcnicnt  positif.  Donc  dp  et  sont  de  signes  con- 
traires. - . 
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442,  Pour  avoir  r^quotion  de  la  trajectoire,  ii  faudrait 
intégrer  les  équations  (3o8)  et  (3og)  j on  n’y  a pu  réussir 
jus(|u’à  présent,  du  moins  sans  recourir  aux  séries.  Cela 
nVmpéche  pas  qu’on  ne  puisse  oonstruire  approximative- 
nieut  )a  trajectoire  par  point»  au  njoyen  des  équaL  (3o8) 
pt  (3og).  Popv  parvenir  4 ce  but,  ppus  |es  meUrons  sous  la 
forme 

dx  = çp.dp...  (3i2),  ' 

dy  = *p.dp...  (3i3). 

Eu  np  cpusidé^'ant  d’abofd  que  la  première , elle  duiiue 


dx 


et  nous  voyons  que  -g-  n'est  autre  chose  que  la  tangente 

trigooométriqne  d’une  courbe  dont  p serait  l'abscisse  et 
X l’ordonnée.  Ccst  cette  courbe  que  nous  allons  d'abord 
chercher  à construire,  parce  que  nous  nous  en  servirons 
ensuite  ’}H)ur  déterminer  les  diffcrens  points  de  la  trajec- 
toire. Nous  la  distinguerons  de  celle-ci  en  la  nommant 
courbe  auxiliaire. 


Ayant  donc  mené  deux  axes  rectangulaires  \p  et  Ax 
Fig.  190.  (fig.  igo)  , on  portera  de  A en  B une  droite  AB  = tang  «t, 
et  le-]ioint  B appartiendra  à la  courbe  auxiliaire  , puisque 
(art.437)  l’ordonnée  a- = o correspond  à l’abscisse  p = tanga. 
Si  l’on  pai'tage  ensuite  AB  en  parties  égales  BB',  B'B", 
B'B*,  etc.,  et  qu’on  représente  l’une  de  ces  parties  par 
dp , il  sera  facile  de  construire  approximativement  les  points 
M',  M",  M",  etc.,  de  la  courbe  auxiliaire  qui  correspondent 
aux  points  B',  B*,  B*,  etc.  En  effet , si  l’on  suppose  que  les 
points  B,  B',  B",  etc.,  soient  très  rapprochés,  on  pourra 
reganler  les  arcs  de  courl>c  M’B,  M"M',  M*M*,  etc.,  comme 
se  confondant  avec  les  tangentes  M'B,  M'M',  M*M*  qui 
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seraient  menées  aux  points  M',  M',  M",  etc.  Cela  siiflit 
|»our  pouvoir  calculer  les  ordonnées  M'B',  M"B*,  M*B*,  etc. 

£n  effet,  la  tangente  trigonométrique  de  l’angle  formé  par 
l’élément  de  la  courbe  avec  la  parallèle  à l’axe  des  p,  étant 

en  général  ^ , sa  valeur  nous  sera  toujours  donnée  par 

l’équation  (3i2  ),  dès  que  nous  aurons  fiié  la  valeur  de 
l’abscisse  p.  Ainsi,  lorsqu’on  veut  avoir  la  tangente  trigo- 
nomélrique  de  l'angle  M'Dp',  formé  par  la  tangente  en  M' 
avee  l’axe  des  abscisses,  comme  l’abscisse  du  point  M'  est 
AB'  = AB  — BB'  =3  tang  • — t/p,  il  faudra  clianger  p en 

tang  • — efp  dans  la  valeur  fp  de  ^ donnée  par  l’équation  ' 

(/  OjP  , 

(3 12),  et  ~ deviendra 
1'  (/p 

tang  M'Bp  = 9 

donc 

tang  M'BB'  ^ (lang  « — cfp). 

Cela  jKJsé , l’ordonnée  M'B'  ayant  pour  expression... 

BB'  X tang  M'BB',  nous  aurons 

M'B'  = BB'  X tang  M'BB', 
ou 

M'B'  = rfp  X — ^ Cla**8  • — 

Ainsi  ou  construira  le  point  M' île  la  courbe  auxiliaire  BC 
au  moyen  des  coordonnées 


AB'  = tang  • — rfp , 

et  • 

b'M'  = </p  X — ♦ ( tang  • — (/p). 

’ Pour  déterminer  un  troisième  point  M",  on  prendra 
AB' = tang»  — et  par  le  même  raisonnement,  on 
prouvera  que  la  tangente  trigonométriqqe  de  l’angle  M'M  O 
a pour  expression  — ^ (tang  » — et  que  par  consé- 

quent 
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M'O  ssdp'X.  — ^ (tang  m — 2rfp)  j 
mettant  cette  valeur  et  celle  de  M'B'  dans  l’équation 

on  trouvera 

M"B'  = — (tanga  — dp)  — (tang  ce — 2dp). 

Pour  calculer  l’ordonnée  M*B*  qui  correspond  i l’abscisse 
AB*  = tang  m — 3dp , il  sui&ra  d’ajouter  à la  valeur  de 
M'B"  celle  de  M*0'  qui , d’après  ce  qui  précède,  équivaut 
à — dp . P (tang  m — 3dp) , et  l’on  aura  ' 

B*M*  = — (tanga  — dp)  — <(p.p  (tanga — aa(p) 

— dp, ^ (tang a — 3a^) . 

C’est  ainsi  qu’on  déterminera  une  suite  de  points  qui  ap- 
partiendront à la  courbe  auxiliaire  dont  les  coordonnées 
sont  P et  X.  Conduisant  par  ces  points  des  lignes  droites, 
on  formera  un  polygone  BM'M*M*  etc. , qui  s’approchera 
d’autant  plus  de  la  courbe,  que  dp  aura  moins  d’étendue. 

En  opérant  de  la  même  manière  à l’égard  de  l’équation 
dy  — ^p.dp,  on  construira  une  seconde  courbe  auxiliaire 
BO,  dans  laquelle  les  coordonnées  seront  p et  y.  Les  coor- 
données, telles  que  mb  et  Ib  qui,  dans  ces  deux  courbes 
auxiliaires,  appartiennent  à une  même  alisclsse  p,  seront 
les  coordonnées  de  la  trajectoire.  De  sorte  qu’en  prenant 
pour  abscisses  de  la  trajectoire  les  coordonnées  l^M',  B'M",  * 
B*M*,  etc. , de  la  première  courbe , les  ordonnées  de  la  tra- 
jectoire seront  B'L',  B"L*,  B*L*,  etc. 

Des  différentes  manières  de  mesurer  les  forces ^ 
et  de  ce  qu'on  entend  par  force  vive. 

443-  Nous  avons  vu,  art.  296,  que  deux  forces  F et  F' 
.appliquées  à un  même  mobile,  étaient  entre  elles  comme 
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les  vitesses  qu’elles  coiumuniquent  à ce  mobile.  Considé- 
rons maintenant  ces  forces  lorsqu’elles  sont  appliquées  à 
des  masses  düTérentes,  et  supposons  d’abord  que  deux  forces 
égales  et  directement  opposées  agissent  sur  deux  masses  M 
et  M',  égales  et  sphériques  ; elles  communiqueront  à ces 
masses  deux  vitesses  V et  V'qui  seront  égales.  M et  M',  en  se 
rencontrant,  se  presseront  mutuellement,  et  se  mettront  en 
équilibre,  parce  que  tout  est  égal  de  part  et  d’autre.  Mais 
si  l’on  avait  M = /»M' et  que  V' surpassât  V,  on  regarderait 
M comme  composé  des  masses  m,  m",  nt*. . . égales 
chacune  à M'.  Il  est  certain  qu’en  vertu  de  la  liaison  mu- 
tuelle des  parties  qui  composent  les  solides,  l'une  de  ces 
masses  ne  pourrait  se  mouvoir  sans  entraîner  les  autres; 
de  sorte  que  si  le  mobile  M devait  parcourir,  par  exemple, 
trois  mètres  par  seconde,  chacune  des  masses  m',  m , 
m",  etc.,  parcourrait  aussi  trois  mètres  par  seconde,  ce  qui 
revient  è dire  que  si  V est  la  vitesse  de  M,  les  masses  m , 
m*,  m*,  etc. , auront  chacune  la  même  vitesse  V.  Or,  si 
m,  animé  de  la  vitesse  V,  vient  choquer  la  masse  M'  qui, 
par  hypothèse,  lui  est  égale,  elle  détruira  dans  V'une  vi- 
tesse égale  à V ; et  si  dans  le  même  temps  m“,  agissant  par 
l’intermédiaire  des  autres  masses, choque  aussi  M',  elle  dé- 
truira encore  une  partie  V de  V',  et  ainsi  de  suite  pour  les 
autres  masses.  De  sorte  que  toutes  ces  masses  réunies  dé- 
truiront spontanément  dans  V'  une  vitesse  égale  à nV  ; 
et  en  supposant  que  la  vitesse  V'  soit  alors  épuisée,  il  y 
aura  équilibre;  il  faudra  donc  que,  dans  ce  cas,  on  ait 
V'=nV.  Éliminant  n entre  cette  équation  et  l’équation 
M = nM',  on  obtiendra  la  proportion 

M : M'  ::  v'  : v, 

qui  nous  apprend  que  lorsqu’une  masse  M contient  n fois 
la  matière  d’une  autre,  ces  masses  doivent  être  en  raison 
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inverse  de  leurs  vitesses , pour  qu’elles  puissent  se  faire 
équilibre. 

444'  Miette  pro|»o8ition  a encore  lieu  lorsque  M ne  ren- 
' ferme  pas  M'  un  nombre  juste  de  fois  : c’est  ce  qu’il  serait 
facile  de  démontrer  {note  onzième)  par  la  considération  dee 
infiniment  petits , ou  par  la  méthode  des  limites. 

445.  n suit  de  ce  qui  précède,  que  , puisque  les  vitesses 
de  deux  corps  sont  en  raison  inverse  des  nombres  de  par- 
ticules matérielles  qu’ils  contiennent,  il  faut , lorsque  ces 
corps  sont  de  mêmes  volumes  et  de  densités  différentes,  que 
leurs  vitesses  soient  eu  raison  inverse  de  leurs  densités. 

446.  Supposons  maintenant  que  la  force  F qui  imprime 

à la  masse  M la  vitesse  V|  agisse  sur  une  masse  qui  soit 
M fois  plus  petite,  et  qui  par  conséquent  pourra  être  re- 
présentée par  ^ > celle  force  communiquera  à la 

masse  i une  vitesse  qui  vaudra  M fois  celle  que  F commu- 
niquerait à M;  cette  vitesse  sera  donc  exprimée  par  MV; 
Par  la  même  raison , la  force  F'  qui  communique  à M.' 

. ,7/  VI  M' 

la  viteæe  V , communiquera  a la  masse  jÿj;  — • > “"e  vi- 
tesse M'Y'. 

Les  vitesses  MV  et  M'V'  étant  celles  qui  sont  communi- 
quées par  les  forces  F et  F’  à une  même  masse  i , il  suit 
du  principe  des  vitesses  proportionnelles  aux  forces , ar- 
ticle 296  , que  l’on  a 

F : F'  MV  ; M'V'. 

Les  expressions  MV  et  M'V'  sont  ce  qu’on  appelle  les  quan- 
tités de  mouvement  communiquées  par  les  forces  F et  F'aux 
mobiles  M et  M'. 

447*  L’unité  de  force  étant  arbitraire , nous  pouvons  la 
représenter  par  la  quantité  de  mouvement  qu’elle  commu- 
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nique  au  mobile.  Ainsi,  en  supposant  que  F' soit  celle  unité 
«le  foire,  nous  remplacerons  F'  par  M'V'dani  la  proportion 
précédente , et  noos  en  conclurons 

F = MV. 

448.  Si  nous  considérons  la  force  9 qui  agit  instantané- 
ment, nous  ayons  vu,  art.  296  , que  cette  force  était  re- 
présentée par  la  vitesse  qu’elle  communiquerait  au  mobile 
dans  l’unité  de  temps , si  le  mouvement  devenait  tout  à 
coup  upiformément  accéléré;  nous  aurons  donc,  en  met- 
tant pour  V sa  valeur 

F=M(p. 

G:tte  équation  nous  apprend  encore  que  ç est  la  force 
qui  agirait  sur  l’unité  de  masse;  car  si  l’on  fait  M = 1, 
on  a , 

F = ^. 

9 étant  la  force  accélératrice,  F est  celle  qu’oii  appelle  la 
force  motrice. 

449-  Nous  avons  vu,  art  i63,  qu’en  nommant  ^la  force 
de  la  pesanteur,  P le  poids  du  corps,  et  M sa  masse,  on 
avait  ' 

P = M^; 

si , outre  cette  équation  et  la  précédente , on  élimine  M , 
on  trouvera 


de  sorte  que  lorsque  la  force  accélératrice  ÿ est  celle  de  la 
pesanteur;  ^ =^,  et  l’écpation  précédente  se  réduit  à 

F = P. 

Dans  ce  cas , la  force  accélératrice  est  donc  évaluée  par  le 
poids  du  corps  sur  lequel  elle  agit 
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45o.  Il  y eut  autrefois  entre  les  géomètres  une  dispute 
célèbre  sur  la  mesure  des  forces.  Cette  dispute,  comme 
beaucoup  d’autres,  provenait  de  ce  qu’on  ne  s’entendait 
pas  sur  la  définition  des  mots. 

Une  force  ne  nous  étant  connue  que  par  ses  effets,  peut 
être  mesurée  de  différentes  manières,  suivant  l’usage  au- 
quel on  veut  l’approprier.  Par  exemple,  si  l’on  se  propose 
de  déterminer  le  fardeau  qu’un  homme  peut  soutenir  ins- 
tantanément , il  est  évident  que  la  force  de  cet  homme 
sera  proportionnelle  au  poids  qu’il  sera  capable  de  soutenir, 
et  par  conséquent  pourra  être  représentée  par  ce  poids  : 
mais  si  Ton  veut  mesurer  la  force  de  cet  homme  par  le 
travail  qu’il  peut  exécuter  dans  un  temp  donné  , on  aura 
une  autre  manière  d’évaluer  sa  foree , et  qui  sera  entière- 
ment différente  de  l’autre;  car  on  sent  qu'un  homme  plus 
faible  pourrait,  avec  plus  d’aptitude  à soutenir  une  longue 
fatigue , donner  dans  son  travail  un  plus  grand  résultat , 
et , sons  ce  point  de  vue,  être  considéré  comme  animé  d’une 
plus  grande  force  que  l’autre.  Dans  cette  seconde  manière 
de  considérer  la  force  d’un  homme,  nous  la  regarderons 
comme  proportionnelle  au  poids  qu’il  soulève , et  à la 
hauteur  à laquelle  il  l’aura  élevé  dans  un  temps  donné; 
bien  entendu  qu’on  ne  suppose  pas  que  l’effort  varie  à 
raison  de  la  hauteur , parce  que , dans  le  fond , cette  hau- 
teur ne  représente  ici  que  le  nombre  de  fois  qu’un  cer- 
tain travail  est  répété.  Ainsi  , en  supposant  que  deux 
hommes  élèvent  dans  une  journée  de  travail  le  même 
poids,  l’un  à 600  mètres  de  haut,  et  l’autre  à 20U  mè- 
tres, dans  cette  manière  d’estimer  la  force,  nous  regarde- 
rons l’un  de  ces  homm»  comme  ayant  trois  fois  autant 
de  force  que  l’autre.  11  suit  encore  de  là  que  si,  dans  la 
même  journée  de  travail,  deux  hommes  élevaient,  le  pre- 
mier ao  kilogrammes  à aoo  mètres,  et  le  second  10  ki- 
logrammes à 400  mètres,  on  les  regarderait,  dans  la  pré- 
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sente  hypothèse,  comme  ayant  des  forces  égales,  quoique 
réellement  les  forces  intrinsèques  de  ces  hommes  puissent 
étie  très  difFérentes^  mais  nous  ne  les  considérons  ici  que 
sous  le  rapport  du  travail  produit. 

C’est  de  cette  manière  que  Descartes  estime  la  force  d’un 
homme  ou  de  tout  autre  moteur.  La  dispute  qui  le  divisait 
d’opinion  avec  d’autres  géomètres,  ne  roulait  que  sur  la 
définition  du  mot  foret.  Il  prétendait  qu’une  force  devait 
s’évaluer  par  le  produit  dé  U masse,  par  le  carré  de  la 
vitesse.  Nous  allous  voir  comment,  lorsque  l’on  considère 
les  corps  en  mouvement,  la  définition  de  Descartes,  du 
mot  foret,  peut  conduire  à cette  conséquence. 

Soit  P le  poids  soulevé,  e(  h la  hauteur  à laquelle  il  doit 
être  élevé  dans  un  temps  donné } la  force,  dans  l’hypothèse 
de  Descartes,  sera  donc  mesurée  par  le  produit 

PXA.  “ 

On  peut,  dans  cette  expression,  remplacer  P par  sa  va- 
leur Mg,  art.  i63,  et  l’on' aura 

» (fc  . p‘  ■ . -■  ,, 

• 1 ,'u'b  utv’ir  /IV 

multipliant  par  a,  il  viendra  *t‘  " • vT' 

•'  V 't  • J ..i., 

2PA  = Mxa^A; 

observant  que  le  carré  de  la  vitesse  v due  à la  hauteur  /i, 
a pour  expression  2gh , art.  807 , on  peut  remplacer 
par  »•*,  ce  qui  donne 

..Il  ‘ i k ,■  I 

Ayant  défini  le  mot  foret  autrement  que  Descartes,  nous 
ne  dirons  pas  comme  lui,, que  Mv*  est  la  mesure  d’une 
force , parue  que  nous  avons  vu , art  44?  » qu’une  force 
devait  être  xqpréséntte  par  U quantité  de  mouvement 
quelle  produit,  Àiqsi»  pour  éviter-  tonte,  équivoque,'  nous 
hlém.  dt  Micaniqut.  iq 
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emploierons  une  Bouvelle  «^nomination  en  donnant,  sui- 
rant  l’usage,  le  nom  de  foret  vive,  au  produit  Mt'*  de  la 
masse  par  le  <»rré  de  la  vitesse. 

45 1 . Les  forces  vives  peuvent  être  d’une  grande  utilité  lors* 
qu’il  s’agit  de  mesurer  l’eiTet  ou  la  dépense  d’une  machine. 
S’agit-il , par  exemple , de  disposer  d’une  «^ute  d’eau , dé 
faire  mouvoir  un  chariot  sur  un  terrain  donné,  de  im- 
primer une  masse  d’air,  de  faire  sortir  d’une  raine  une  cer- 
taine quantité  de  combustibles,  etc-,  dans  tous  ces  csis,  on 
peut  ramener  l’effet  de  la  force  motrice  au  produit  d’un 
certain  poids  par  une  longueur  donnée  ; par  conséquent , 
à une  expression  de  la  forme  PA , dont  le  doul>le , <»mme 
nous  venons  de  le  démontrer,  revient  au  produit 

Du  choc  direct  des  corps. 

4^2.  Nous  diviserons  les  corps  en  «H>rps  durs  et  en  corps 
élastiques:  un  corps  dur  est  celui  qui,  après  le  choc,  ne 
change  pas  de  B^ure;  un  corps  élastique  est  celui  qui  , 
étant  compressible,  reprend  apres  le  choc  sa  figure  primi- 
tive en  vertu  d’une  force  qui  réside  dans  ce  corps. 

, Tous  les  corps partlclpentplus  ou  moins  de  ces  deux  états, 

que  nous  regarderons  comme  des  limites  entre  lesquelles  <xs 
corps  sont  placés. 

Du  choc  des  corps  durs. 

Fig.  igi.  4^^*  Soient  M et  M'  (fig.  191)  deux  corps  durs  sphé- 
riques qui  se  meuvent  dans  le  sens  de  Â vers  G.  Si  M 
va  plus  vite  que  M',  il  l’atteindra,  et  alors  les  mobiles  se 
comprimeront  réciproquement,  jusqu’à  ce  qu’ils  soient  ani- 
més d’une  vitesse  commune. 

Nommons  F et  F les  forces  qui  ont  communiqué  aux  mo- 
biles M et  M',  les  vitesses  Y et  V'.  Comme  ces  forces  peuvent 
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^Ire  représentées  par  les  quantités  de  mouvement  qu'elles 
impriment  aux  mobiles,  art.  44?  > ®ous  aurons 

F=MV,  F'  = M'V': 


or,  d’apres  le  principe  de  la  composition  des  forces,  celles 
qui  suivent  la  même  direction  devant  s’ajouter  lorsqu’elles 
agissent  dans  le  même  sens,  nous  écrirons 

F + F'=MV  + M'V'. 

Nous  avons  une  antre  expression  de  F + F';  car  soit 
s>  la  vitesse  commune  de  ccs  corps  après  le  choc;  ou  peut 
regarder  M + M'  comme  un  seul  corps  qui , en  vertu  de 
la  force  F + F,  a acquis  la  vitesse  v.  Nous  aurons  donc 
encore 

F + F = (M  + M')s-. 

De  ces  équations  nous  tirerons 


(M  + M')  ♦<  = MV+ M'V'; 
d’où  nous  conclurons 

_ MV  + M'V' 

M + M'  ■ 

454.  Lorsque  les  corps  vont  à la  rencontre  Tun  de  l’autre, 
V'  est  négatif,  et  l’on  a t 

_MV  — M'V' 

. M + M'  • 

Si  le  corps  M' éUit  en  repos  lorsque  M vient  le  choquer, V' 
serait  nul  y et  les  formules  précédentes  se  réduiraient  à 

. - t iC 

À ; 


MV 


, y . ) J • ^ ^ . 

' ■ % 'ffi  ' r>.  • • . . : 


t •%-: 

'H  *»  if  . 


>9- 


\ 
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Du  çhoc  des  corps  élastiques. 

455.  Examinons  d’abord  les  circonstances  du  phénomène 
de  l’élasticité  dans  un  corps  sphérique,  qui,  sollicité  par 

Fig.  19a.  une  force  perpendiculaire  au  plan  inébranlable  AB(fig.  iga), 
serait  lancé  sur  ce  plan.  Dès  l’instant  que  le  corps  atteindra 
le  plan  AB,  le  diamètre  ED,  par  la  force  de  la  compres- 
sion, se  raccourcira  et  le  point  D se  rapprochera  du  centre 
C,  tandis  que  les  sections  perpendiculaires  à £D  s’enfle- 
ront.  Le  point  D s’arrêtera  dans  ce  mouvement , lorsque 
la  vitesse  du  corps  sera  totalement  épui.séej  alors, en  vertu 
de  l’élasticité,  cette  vitesse  renaîtra  .successivement  en  sens 
contraire,  jusqu’à  ce  que  le  corps  ait  reprissa  forme  pri- 
mitive. Il  suit  de  là  que  lorsque  le  mobile  sera  reveuu  à son 
point  de  départ  , il  aura  acquis  une  vitesse  égale  à sa  vi- 
tesse primitive,  mais  qui  agira  en  sens  contraire. 

456.  Considérons  maintenant  le  choc  de  deux  corps  élas- 
fig.  igi.  tiques  M et  M'  (lig.  191) , que  nous  supposerons  aller  dans 

le  même  sens.  Ces  corps  devant  s’atteindre , il  faudra  que 
la  vitesse  V de  M surpasse  la  vitesse  V'  de  M'.  Cela  posé, 
ces  corps,  en  se  choquant,  se  comprimeront  de  plus  en 
plus,  jusqu’à  ce  que,  parvenus  au  maximum  de  la  com- 
pression, it.s  aient  acquis  une  vitesse  commune',  de  sorte 
'ig.  19I.  qu’un  point  matériel  D du  corps  .M  (fig  ig3j  qui , en  vertu 
de  la  seule  vitesse  V,  aurait  décrit  la  ligue  DE  , retardé 
dans  son  mouvement  par  l’cflct  de  la  compression,  au  lieu 
d’étre  arrivé  eu  E à i’iustant  du  maximum  de  la  com- 
pression, ne  sera  parvenu  qu’en  alors  la  force  élastique 
commençant  à agir  sur  le  point  matériel , lui  communiquera 
dans  le  sens  de  F en  G,  une  vitesse  égale  à celle  qu’il  a 
perdue  par  la  compression , et  qui  le  ramènera  à l’extré- 
mité G d’une  ligne  FG  égale  à FE.  La  vitesse  du  mobile 
étant  la  même  pour  tous  les  points  matériels  qui  le  com- 
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posent,  art.  44^>  nous  représentons  celte  vitesse  avant 
le  choc  par  DE , nous  pourrons  conclure  qu’après  ce  choc, 
elle  sera  réduite  à 

DE  — GE  = DE  ~ aFE. 


457.  Pour  exprimer  analytiquement  les  circonstances  que 
nous  venons  d'examiner , nommons  u la  vitesse  commune 
qui,  au  moment  du  maximum  de  la  compression,  anime 
tons  les  point  des  deux  mobiles.  Nous  pourrons  en  cet  ins- 
tant regarder  ces  mobiles  comme  durs,  et  nous  aurons  pour 
déterminer  u,  l’équation 


U 


MV-f-M'V' 
M -f  M' 


...  (3.4). 


La  vitesse  perdue  par  le  corps  M en  vertu  de  cette  com- 
pression, étant  égale  à la  vitesse  V qu’avait  le  corps  moins 
celle  qui  lui  reste,  sera  exprimée  par  V — u. 

Telle  serait  la  vitesse  qu’aurait  perdue  le  corps  au  maxi- 
mum do  la  compression,  si  la  force  élastique  n’existait  pas; 
mais  cette  force  commençant  dès  lors  à agir,  fait  perdre 
encore  au  mobile  V — it  ; de  sorte  que  la  perte  totale  de 
vitesse  du  corps  M,  sera  a (V  — b).  Appeloris  v la  vitesse 
après  le  choc  ; nous  aurons  donc  jiour  déterminer  v , l’é- 
quation 

= V — 2 (V  — «)  , 


ou  , en  réduisant , 

f = 2«— -V...  (3i5). 

A l’égard  de  M',  ce  mobile  parvenu  au  maximum  de 
la  compression,  devra  être  considéré  comme  corps  dur,  et 
par  conséquent  aura  gagné  une  vitesse  représentée  par 
u — V';  car  il  est  évident  que  cette  vitesse  gagnée  est 
égale  à la  vitesse  acquise,  moins  celle  que  le  corps  avait. 
C’est  alors  que  l’élasticité  commençant  à agir,  l’entraînera 
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de  manière  è l’écarter  du  point  de  contact,  et  lui  fera  ga- 
gner encore  u — V';  d’où  il  snit  que  la  ritesse  de  M'  après 
le  choc , sera 

'v'+a(«— V')  = 3«— V'. 

Appelant  v cette  vitesse,  nous]  aurons 

= (3i6). 

Mettant  dans  les  équations  (3i5)  et  (3i6)  la  valeur  de  u 
donnée  par  l’équation  (3i4),  nous  obtiendrons  enfin 


3(MV+M'V')  „ 

M + M'  ^ 


, 2(MV+M'V') 




cl  en  réduisant,  on  trouvera 


V(M— M')+aM'V' 
M+M' 


^_V'(M'— MH-aMV 

ftTpT 


...(3i7). 


Si  M = M',  on  a 

v = V',  et  v'  = V...  (3i8). 

La  première  de  ces  équations  nous  apprend  que  la  vitesse 
de  M , apres  le  choc,  est  la  même  que  celle  de  M' avant  le 
choc  ; la  seconde  nous  conduisant  à des  conséquences  ana- 
logues, concluons  que,  dans  le  cas  où  M = M',  les  mo- 
biles changent  de  vitesses  après  le  choc. 

458.  Lorsque  le  mobile  M'  va  è la  rencontre  de  M,  il 
faut  faire  V'  négatif  dans  les  formules  précédentes,  et 
l’on  a 


V(M— M'}— îM'V' 
M+M' 


, V'(M— M')+2MV 

*'  ~ M+M' 


(3i9)- 


459.  On  peut  supposer  que  les  mobiles  qui  vont  k la  ren- 
contre l’un  de  l’autre  soient  égaux  *,  alors  dans  les  équa- 
tions précédentes  on  fera  M = M',  ce  qui  les  réduira  à 
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v = — y,  t^'=v...  (320); 

(Voù  l’on  conclura  que  les  mobiles  changeront  de  vitesses 
et  s’écarteront  ensuite. 

460.  Si  les  mobiles  qui  vont  à la  rencontre  l’un  de  l'autre 
ont  des  vitesses  égales,  il  suffira  de  faire  V'=V  dans  les 
équations  (Sig),  et  l’on  trouvera 

V(M  — 3M')  . V(3M  — M')  ' ' , 

M+M'  ’ ~ M+M'  ■ 

Le  corps  M s’arrêtera  lorsque  sa  vitesse  v,  après  le  choc, 
deviendra  nulle;  ce  cas  arrive  lorsque  M = 3M',  c’est-à- 
dire,  lorsque  la  niasse  du  mobile  M est  triple  de  celle  de  M'. 
Dans  cette  hypothèse  de  M = 3i\r,  on  trouve  v'  = 2V. 

461.  Enfin,  si  le  mobile  M'était  en  repos,  et  qu’il  fût 
atteint  par  M qni  lui  serait  égal,  en  faisant  dans  les  équa- 
tions (317)  V'=  O et  M = M',  on  aurait  pour  ce  cas, 

V = O et  v'  = V ; 

. » 

par  conséquent  le  nioliile  M perdrait  sa  vitesse  et  )a  donne- 
rait  à M'. 

Principe  de  la  conservation  du  mouvement  du 
centre  de  gravité  dans  le  choc  des  corps. 

r.ti 

462.  Soient  deux  mobiles  M et  .M'  (fig.  ic)4)  qu',  ifttnic 
diatement  avant  le  choc,  sont  parvenus  aux  points  B et  C ; 
nommons  E et  E'  leurs  distances  au  point  A,  et  représen- 
tons par  X la  distance  du  centre  de  gravité  de  leur  sys- 
tème au  même  point.  Si  nous  regardons  les  masses  comme 
proportionnelles  aux  forces,  nous  aurons,  par  In  propriété 
des  raomens, 

(M-1-M')X  = M.E  -f-  M'.E', 


I 


C'  ^ - 7Mri  Sv;  Q,  Kivic 
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différentiant  par  rapport  au  temps  t,  il  vicmira 


les  coefficiens  différentiels  -7-  et  —r-  qui  entrent  dans  ces- 

dt  dt  ^ 

équations , représentent  les  vitesses  des  mobiles  M et  M' 
lorsqu’ils  sont  parvenus  aux  points  B et  C,  dont  les  dis- 
tances en  A sont  respectivement  E et  E'.  Nommons  V 

c/X. 

et  V'  ces  vitesses , et  désignons  par  W la  vitesse  du 

centre  de  gi-avilé  du  système;  nous  aurons,  en  substituant 
ces  valeurs  dans  l’équation  précédente , 


W = 


MV  4-  M'V' 


...  (3ai). 


Telle  est  la  vitesse  du  centre  de  gravité  du  systèine,  lorsque 
les  mobiles  sont  arrivés  avant  le  choc  aux  points  B et  C ; 
mais  lorsqu’immédiatement  après  le  choc  les  mobiles  se 
trouveront  aux  points  B'  et  C',  le  centre  de  gravité  du  sys- 
tème changera  de  position.  On  peut  demander  ce  qu’en  de- 
vient alors  la  vitesse.  Pour  le  savoir , soient  **'  cette  vi- 
tesse, et  x'ia  distance  du  centre  de  gravité  en  A ; les 
mobiles  dans  cette  nouvelle  hypothèse  étant  parvenus  aux 
points  B'  et  C,  représentons  par  t et  e les  distances  AB' 
et  AC  de  ces  mobiles  au  point  A , et  par  (J  et  U'  leurs  vi- 
tesseS|  nous  aurons,  comme  précédemment. 


(.M  -f  M')  X = M.e -f  M'.r' , 


et  en  différentiant  les  variables  « , e'  et  x par  rapport  à 
nous  trouverons 


,de 

It' 


I 
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Remplaçons  ^ par  les  vitesses  u>,\J  et  U' , nous 


trouverons 


MU  + M'U'  ,,  , 

p-...  (323). 


M ■+■  M' 

463. 11  se  présente  ici  deux  hypothèses  ; ou  les  corps  soi>t 
durs,  ou  ils  sont  élastiques;  dans  le  premier  cas, 

U = « = U'; 


donc 


MH-M' 

M+M 


-,  U = «. 


Or,  nous  avons  vu,  art.  4^7>  la  vitesse  u,  qui  a lieu 
au  maximum  de  la  compression , était  égale  il 

MV  -t-  M'V' 

M-f-M'  ’ 

cette  vitesse  ayant  précisément  la  même  vaicnr  que  W,  il 
suit  de  là  que  m'=W',  ce  qui  nous  apprend  que  dans  le 
choc  des  corps  durs,  la  vitesse  du  centre  de  gravité  du  sys- 
tème , est  la  même  après  le  choc  qu’elle  l’était  avant. 

464.  A l’égard  des  corps  élastiques,  nous  avons,  art.  4^7  < 
2«  — V et  2m  — V'  pour  les  vitesses  après  le  choc  des 
corps  M et  M'  situés  aux  points  If  et  C'. 

Substituant  ces  valeurs  de  U et  de  U' dans  l’éqiut.  (322), 
nous  trouverons  .> 

_M  (2U  — V) +M'(2tt  — V')  ! 


ou,  en  réduisant, 

w ~ 1.U  — 


M + M' 

(MV  + M'V') 
M + M'  ’ 


remplaçant  par  u la  ^fraction  qui  entre  dans  celle  équa- 
tion, il  restera 
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MV+M'V' 
M-+-M'  ’ 


éliminant  le  second  membre  de  cette  équation,  au  moyen  de 
l’équation  (3ai),  on  obtiendra 


par  conséquent,  dans  les  corps  élastiques  comme  dans  les 
corps  durs,  la  vitesse  du  centre  de  gravité  est  la  même  im- 
médiatement avant  et  apres  le  choc. 


Principe  de  la  consen>ation  des  forces  vives 
dans  le  choc  des  corps  élastiques;  égalité  de 
leurs  vitesses  relatives,  et  déterinination  de  la 
différence  des  forces  vives  dans  le  choc  des 
corps  durs. 

465.  r.e  principe  de  la  conservation  des  forces  vives  dans 
le  choc  des  corps  élastiques,  revient  à cette  proposition  : 
Lorsque  deux  corps  élastiques  se  rencontrent , la  somme 
des  forces  vives  est  la  mime  avant  et  après  le  choc. 

Soient  V,  V'  les  vitesses  des  corps  M et  M'  avant  le 
eboe,  et  V , V les  vitesses  qu’ils  ont  après  : la  somme 
des  forces  vives  avant  le  choc  est  donc  représentée  par 
MV* -f- M'V'*,  et  il  s’agit  de  prouver  qu’elle  est  égale  à 
Mv*  -h  M"v'‘,  somme  des  forces  vives  après  le  choc. 

Pour  cet  effet,  nous  avons  vu,  art.  457 , que  les  vitcsse.s 
V et  v'  des  corps  M et  M',  après  le  choc,  étaient  données 
par  les  équations 

v=7.it  — V , V 3=  — V'; 

nous  avons  donc 
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Mt-*  + MV'*  = M (3K  — V)»  4-  M'  (2M  — V')' , 

et,  en  développant  les  carrés  indiqués  dans  le  second 
membre , on  trouvera 

M»^*  + MV  = MVî  + M'V'» 

4-  4 (Mu*  + MV  — MTu  — Bd' V'u) ...  (3a3)  ; 

les  termes  compris  entre  ks  parenthèses  se  détmisent  mu- 


tuellement à cause  de  la  relation  (équation  3i4) 

r. 


\ 


MV  4 M'V' 


car  en  chassant  les  dénominateurs  et  en  famnt  passer  tous 
les  termes  dans  le  premier  membre,  et  en  multipliant  l’é- 
quation par  U,  on  obtient 

Mu* -4  M'u*  — MVu  — M'V'u=o;  , . 

K fi  i > • 

par  conséquent  l’équation  (323)  sc  réduit  à 
M*-*  4-  UV*  = MV  4-  M'V'*. 


0' 


'71*- 


Cette  équation  peut  s’écrire  ainsi , 

M*»*  4 M'/*  — (MV  4-  M'V'*)  = oi 

ce  qui  nous  apprend  que,  dans  le  choc  des  corps  élastiques, 
la  diflcrencc  des  forces  vives  qui  ont  lieu  avant  et  après  le 
choc,  est  ég^Ie  è séro.  , >.'5  _• 

466.  On  démontre  aussi  une  autre  propriété  des  corps 
élastiques;  c’est  que  les  vitesses  relatives  de  ces  corps  sont 
les  mêmes  avant  et  après  le  choc.  Pour  s’en  convaincre, 
il  suffit  de  retrancher  l’une  de  l’autre  les  équations 


♦-  = 31*— V,  i-'  = 2l*  — V', 


et  l'on  trouve 


= —(V  — V'), 
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ilifliérences  égales  et  de  signes  contraires;  donc  après  le  choc, 
V sera  autant  au-dessus  de  t>'  que  V'  surpassait  V avant  le 
choc. 

467.  Dans  le  choc  des  corps  durs,  la  difierence  des  forces 
■vives  qui  ont  lieu  avant  et  apres  le  choc,  n’est  pas  égale  à 
zéro,  comme  lorsque  les  corps  étaient  élastiques,  mais  elle 
se  trouve  égale  à la  somme  des  forces  vives  des  masses  ani- 
mées des  vitesses  perdues  ou  gagnées. 

Ce  théorème  est  dû  à Carnot.  Voici  une  manière  très 
simple  de  le  démontrer. 

Les  vites.ses  perdues  par  les  corps  M et  M'  étant  V — u 
et  V' — U,  St  les  masses  M et  M'  se  trouvaient  animées  de 
ces  vitesses,  leurs  forces  vives  seraient  respectivement , 

M(V— «)•  et  M'(V'  — «)*(*); 

égalant  cette  expression  à son  développement,  nous  aurons 
l’équation  identique 

M(\’  — (V'  — «)• 

(M+M'K— 2u(MV-f-M'V'). . . . (324); 

éliminant  MV  -}-M'V'au  moyen  de  l’équation 

_MV-f-l»rV’ 

M-+-M'  ’ 

le  second  membre  de  l’équation  (324)  réduit  .à 

MV»  + M'V'»  — (M  + M ) U»; 

par  conséquent  l’équation  (324),  en  changeanl  réci(>rofjue- 
meut  de  membres,  peut  se  mettre  sous  la  forme 


(*;  Comme  le  carre'  ile  V — u est  epalemeni  celui  de  u — V,  on  Tok 
que  le*  expression*  M (V  — u)*  et  M(V'  — u )•  sont  an**i  celles  de* 
force*  vive*  duc*  aux  vlte**e*  gognirr*  u — V et  u — V'. 
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MV*  + M'V"—  (M  + »«■)«’=  M(V—  m)*  + M'  (V'  — «)*; 

■cc  qui  vcrilie  le  théorème  que  nous  avons  énoncé. 

Principe  de  dAlembert. 

;{68.  Lorsque  l’on  considère  un  système  de  corps  liés 
entre  eus.  d’une  manière  invariable,  la  liaison  mutuelle  de  ' 
ces  corps  devra  les  enipéchcr  d’obéir  aux  mouvemens  qui 
les  aiiinieraient  chacun  en  particulier,  s’ils  n’étaient  point 
dépeiulans  les  uns  des  autres:  les  vitesses  de  ces  corps  seront 
altérées  et  se  troubleront  mutuellement.  Par  exemple,  si 
plusieurs  points  matériels  M,  M',  M'  (lig.  igS)  sont  fixés  à Ïng-i95i 
une  droite  Inllexibic  AL,  mobile  autour  du  point  A,  il  est 
certain  que  dans  le  temps  t la  pesanteur  (|u’un  suppose 
constante,  vu  le  peu  de  longueur  de  AL,  agissant  de  la 
même  manière  .sur  chacun  de  ces  points,  ils  devraient,  s’ils 
étalent  libres,  parcourir  dans  le  temps  I des  verticales 
égales^  mais  les  points  M,  M',  M',  etc.,  ne  pouvant  se  mou- 
voir qu’avec  la  droite  AL , sont  forcés  de  parcourir  les 
arcs  MK,  M'K',  M"K'',  etc.,  dans  cet  instant  par  con- 
séquent les  droites  IR,  l'K',  PK*  exprimeront  les  efiFets 
de  la  pesanteur  sur  les  points  M , M',  M”,  etc.,  dans  le 
temps  I.  Ces  droites  IK  , l'K',  l'  K',  etc. , étant  proportion- 
nelles au^  arcs  MK,  M'K',  M'K'',  etc.,  et  par  conséquent 
aux  rayons  AM , AM',  AM",  etc.,  il  suit  de  là'  que  les  vi- 
tesses elTectives  des  difierens  points  du  système  sont  d’au- 
tant moindres  que  ces  points  sont  plus  rapprochés  du  centre 
A ; tandis  que  si  les  points  M,  M',  M",  etc. , étaient  libres, 
ces  vitesses  seraient  égales. 

469.  Les  vitesses  eDectlves  étant  donc  dilTérentcs  de  celles 
qui  ont  été  communiquées  au  système , on  ne  pourra  diV- 
termlner  les  divers  mouvemens  qui  l’aOectent , que  lors- 
qu’un sera  parvenu  à exprimer  les  vitesses  effectives  en 
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fonction  des  vitesses  qui  ont  été  transmises  primitivement 
aux  mobiles  , et  qui  sont  censées  connues.  C’est  à quoi 
Ton  parviendra  facilement  à l’aide  d’un  principe  de  dy- 
namique que  nous  allons  démontrer  , et  qui  est  dù  à 
d’Alembert. 

470.  Soient  t’,  v , v" , p",  etc.,  les  vitesses  qui  anime- 
raient les  corps  M , M',  M",  M",  etc. , s’ils  agissaient  indé- 
pendamment les  uns  des  autres,  et  u,  u,  m",  m",  etc.,  les 
vitesses  que  prennent  au  lieu  de  v,  p',  p',  v*,  etc.,  ces  corps 
lorsqu’ils  sont  liés  entre  eux  d’une  manière  invariable.  L’une 
des  composantes  d’une  vitesse  étant  arbitraire,  nous  pren- 
drons pour  composante  de  p la  vitesse  effective  u , l’autre 
composante  sera  déterminée,  et  nous  la  représenterons  par 
U.  £n  opérant  ainsi  à l’égard  des  autres  forces,  on  peut,  à 
la  place  à&p,p',  p“,  p",  etc. , substituer  les  vitesses 

« et  U composantes  de  p, 
u'  et  ü'  composantes  de  p', 
u“  et  U*  composantes  de  p’, 

M*  et  U*  composantes  de  p", 
etc.  etc.  etc. , 

et  alors  les  quantités  de  mouvement  qui  entrent  dans  le 
système,  considéré  comme  libre,  et  qui  sont  Mw,  M'p', 
M'v'',  MV",  etc. , deviendront 

M«,  M'«,  Wu",  M*u',  etc., 

MU,  M'U',  M'’ü%  Mm*,  etc.; 

I 

mais  si  les  corps  ne  sont  plus  libres,  ces  quantités  de 
mouvement  doivent  se  réduire  à 

Mh,  MV,  M'm",  etc. 

Il  faut  donc  que  les  quantités  de  mouvement  MU,  M'U', 
M'U",  M'U",  etc.,  se  fassent  équilibre. 

On  observera  que  MU , M'U',  M'U",  M'U*,  etc. , sont 
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les  quantités  de  mouvement  dues  aux  vitesses  gagnées  ou 
perdues. 

En  effet,  Mt^  étant  la  diagonale  d’un  parallélogramme 
dont  Mu  et  MU  seraient  les  côtés , dn  voit  que  si  la  compo- 
sante MU  devient  nulle,  Mu  se  réduira  à Mi'*,  d’où  il  suit 
que  MU  est  une  quantité  de  mouvement  introduite  dans  le 
système  par  le  changement  qui  s’y  est  opéré;  il  en  est  de 
même  de  M’U*,  de  M"U*,  etc. 

On  peut  donc  énoncer  ce  principe  en  disant,  qu’i/ faut 
que  les  quantités  de  mouvement  dues  aux  vitesses  gagnées 
ou  perdues  se  fassent  équilibre;  car  si  cela  n’avait  pas 
lieu,  il  y aurait  de  l’altération  dans  le  système,  et  u,  u, 
n,  u*,  etc.,  ne  pourraient  être  les  vitesses  effectives  qui 
.animent  M,  M',  M",  M*,  cIc. 

471.  Nous  avons  vu  que  la  vitesse  v avait  pour  com- 
posantes U et  u;  et  comme  en  général  il  y a toujours  équi- 
libre entre  trois  forces  dont  l’une  serait  égale  et  directe- 
ment opposée  à la  résultante  des  deux  antres , il  suit  de 
là  que  les  trois  forces  Mu,  MU  et  — M«'  doivent  être  en 
équilibre.  Or , en  regardant  à son  tour  MU  comme  égale 
et  d’un  signe  contraire  à la  résultante  des  deux  autres 
forces,  il  faudra  que  — MU  soit  la  résultante  de  Mu  et 
de  — M»/;  par  conséquent  MU  sera  la  résultante  de  — Mu 
et  de  -l”  Mf». 

Ce  que  nous  disons  de  MU  pou'vant  s’appliquer  aux  forces 
M'U',  M'U*,  etc.,  à l’égard  de  leurs  coni|Msautcs,  on  peut, 
en  substituant  les  composantes  aux  forceé,  donner  cet  autre 
énoncé  au  principe  de  d’Alcmbert  : Il  y aura  équilibre 
entre  les  quantités  de  mouvement  Mv^  M'v'^  etc.  imprimées 
à chacun  des  mobiles,  et  les  quantités  de  mouvement  effec- 
tives Muj  M'u’.  MV^  etc.  qui  seraient  prises  en  sens  con- 
traires de  leurs  directions. 

473.  Pour  première  application  de  ce  principe,  considé- 


Digiiized  by  Google 


3o4  ''  DYNAMIQUE. 

rons  le  choc  de  deux  corps  durs  M et  M'  qui  vont  dans  le 
inihnc  sens.  Soient  v et  v'  leurs  vitesses  avant  le  choc,  et 
U leur  vitesse  commune  après  le  choe.  La  vitesse  perdue 
par  M étant  é(^ale  à celle  qu’avait  le  mobile  moins  celle  qui 
lui  reste,  sera  exprimée  par  v — u,  et  la  vitesse  gagnée  par 
M'  étant  égale  à la  vitesses  u diminuée  de  f , sera  représen- 
tée par  u — V.  Les  quantités  de  mouvement  dues  à ces 
vitesses  perdues  et  gagnées  devant  se  faire  équilibre  par 
le  principe  de  d’Alcmbert,  cet  équilibre  subsistera  si 
l’on  a 

M (s»  — k)  = M'  (it  — v)  ; 
d’où  l’on  tirera  pour  la  vitesse  après  le  choc , 


_ Mv-  + MV 
“ “ M -f-  M'  ■ 

Si  les  corps  allaient  à la  rencontre  l’ua  de  l’autre,  *>'  serait 
négatif. 

473.  Pour  seconde  application , cherchons  les  vitesses 
fig,  ig6.  qu’auraient  deux  corps  M et  M'  (Cg.  196],  qui  liés  par  un 
iil  MEM'  qui  passe  par  une  poulie  de  renvoi  ( E ) glisse- 
raient sur  deux  plans  inclinés  AB,  AC  adossés  l’un  contre 
l’autre. 

Soit  une  droite  qui,  passant  par  le  centre  de  gravité 
de  M , représente  la  pesanteur  g-,  la  composante  de  ^suivant 
le  plan  incliné,  est  MR;  c’est  la  seule  force  qui  agira  sur 
M ; cette  composante  MR  est  égale  à 

AD 

^ X cos  RMg- = ^ X cos  B AD  = X . 


Pareillement  la  composante  < 

AD 

M'  sur  le  plan  AC , sera  g X 


I 


Nommons  AD,  A;  AB,  /;  AC,  f : les  forces  accéléra- 
trices qui  agiront  sur  les  mobiles  M et  M',  seront  donc 
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Pour  obtenir  lea  TÎteases  qu’auraient  ces  mobiles  s’ils 
n’éUient  pas  liés  l’un  à l’autre,  obsertons  que  l’équation 
qui  détermine  l’intensité  d’une  force  accélératrice  quel- 
conque étant  en  général, 

' _dv'~  . ,, 

*“57’  ’.,f  -'V- 

on  tire  de  cette  équation,  . , ' ''■ 


dt>=(pdt.  . i- " 

Dans  notre  cas,  les  forces  accélératrices  étant 


nous  aurons  pour  les  vitesses  qui  seraient  imprimées  aux 
mobiles,  s’ils  étaient  libres,  \niH  \.  , 

r _ . ..ji  ,v  . t 

Or,  les  vitesses  perduâ  par  ces  mobiles  étant  k celles 
qu’ils  avaient  primitivement, moins ccUm  qui  leur  restent’, 
ces  vitesses  perdues  seront 


^<ü- 

t 

— dv'  pour  M'. 


•dv  pour  M , 


Par  le  principe  de  d’Alembert , lès  quantités  de  monve- 
ment  qui  correspondent  à ces  vitesses  doivent  se. faire 
équilibre;  et  conune  ces  vitesses  agissent  en ^sens“ con- 
traires , il  suffira  d’égaler  entre  elles  cèè.quantités  de  mou- 
vement  ce  qui  nous  donnera- , . », 

Eléni.  de  Mécanique.  ' 20 
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M ^ dt  — rfi')  = M'  dt  - d^^y  . . (325). 

Par  Ja  nature  du  problème , il  existe  une  relation  entre 
les  vitesses  inconnues  v et  car  le  mobile  M ne  peut^ 
mouvoir  dans  l’unité  de  temps  d’une  quantité ./  sans  qim  M 
ne  se  meuve  de  — i-,  puisque  ces  mobiles  étant  liés  l’un  à 
l’autre,  il  faut,  lorsque  M monte,  que  M' descende.  11  suit 
de  là  que  / — ♦/;  ce  qui  donne 
J dd  = — dv\ 


substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (325)  . on  obtient 


fU  M'\ 
\1~  () 
~ . M'  -I-  M 


hgdt. 


et  en  intégrant,  on  trouve 

/MA  M'A' 


MA  M'A>i 

t ) 


M'-f-M 


+ 


ou,  en  représentant  par  G le  coefficient  de  t,  cette  équation 
peut  être  mise  sous  la  forme 

P G^  *1"  C . . . (326). 


Soit  X l’espace  OK  parcouru  dans  le  temp^  t,  on  aura 

cUc 

tloiic 

^ = G/  + C( 

et  en  intégriiiit, 

s=  iG<*.+  Ci  + C'...  (327). 

D’après  les  équations  (326)  et  (327).  ou  peut  conclure  qne 


Digitized  by  Google 


PBlSl'IPi:  DE  u’aLEMBERT.  3u7 

les  circonstances  de  ce  mouvement  sont  les  mêmes  que  celles 
du  mouvement  des  corps  graves , avec  cette  difiërence , que  la 
force  accélératrice , au  lieu  d’étrc  g,  est  G. 

4^4-  Poui*  troisième  application,  proposons-nous  de  d^ 
terminer  le  mouvement  de  deux,  corps  M et  M',  qui,  étant 
attachés  l’un  à la  roue  et  l’autre  au  cylindre  d’un  tour , le 
tiennent  en  équilibre. 

Ces  deux  corps  étant  sollicités  dans  l’instant  dt  par  une 
force  accélératrice  qui  n’est  autre  chose  que  la  pesanteur, 
devraient,  s’ils  étaient  libres,  avoir  chacun  dans  l’instant 
dt  la  quantité  de  mouvement  gdi.  Soient  dv  et  dv'  les  vi- 
tesses eOectives  de  ces  mobiles;  elles  leur  communiqueront 
les  quantités  de  mouvement  Mdv  et  M'ddj  par  conséquent 
les  quantités  de  mouvement  perdues  seront 

M (gdi  — {/»')  et  M'  (gdt  — dd). 

Ces  quantités  de  mouvement  devant  se  faire  équilibre  à 
l’aide  du  tour,  nous  aurons,  en  appelant  r le  rayon  du 
cylindre,  et  R celui  de  la  roue, 

M(gdt-di')  : M'(gdt-dd)  ::  r :R; 

nous  tirerons  de  cette  proportion, 

MR  — </»')  = MV . . (328). 

Comme  il  entre  dans  cette  équation  deux  quantités  incon- 
nues V et  d,  nous  allons  chercher  une  autre  équation  qui 
exprime  entre  elles  une  relation. 

Pour  cet  eHet , en  considérant  les  vitesses  di>  et  dd  comme 
deux  forces  qui  agiraient  l’une  sur  l’autre  à l’aide  du  tour, 
nous  aurons 

r : R ::  dv  : dd, 

ce  qui  nous  donnera 

dd  — ^^ 
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Dans  cette  équation , dv  et  dv  doivent  être  de  difiiéren.s 
signes,  parce  que,  lorsque  d%>  fait  descendre  le  ,ioids  M', 
dv  tend  à le  faire  monter.  Ainsi,  en  changeant  le  signe  de 
dv,  nous  aurons 


substituant  cette  valeur  dans  l’équation  (328),  nous  trou- 
veron.s 


MR  {^gdt  — dv')=.Wr 


effectuant  les  multiplications  et  faisant  passer  les  leniies 
affectés  de  dv  dans  le  premier  membre,  nous  aurons 

— MRde  — M'Ri/t'  M'rgdt  — MR^/; 

d’uii  nous  tirerons,  après  avoir  changé  les  signes, 


dv 


MR  — M'r  ^ 
M'  -f  M R 


Représentons  par  R la  constante  qui  est  le  coefficient  de 
gdl,  cette  équation  deviendra 

dv  — , 

et  en  intégrant  on  obtiendra 

V = Kgt  -+-C. 

Si,  dans  cette  équation,  on  met  la  valeur  de  v qui  est 
^ , et  qu’aprè^  avoir  multiplié  par  on  intègre  de  nou- 
veau , on  trouvera 


x = I Rg'i’  -f-  Cf  + C. 

Ces  résultats  nous  apprennent  que  ce  mouvement  est  du 
même  genre  que  celui  que  la  pesanteur  imprime  aux  corps, 
et  u’en  diffère  que  par  l’intensité  de  la  force  accélératrice. 
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Du  mouvement  dun  corps  assujetti  à tourner 
uniformément  antour  d un  axe  fixe. 

475.  Lorsqu’un  corps  ou  un  système  «le  points  materiels 
liés  les  uns  aux  autres  d’une  manière  invariable,  est  assu- 
jetti à tourner  uniformément  autour  d’un  axe  fixe  qu’on 
supposera  passer  par  le  point  A (fig.  197)  per|tendiculaire-  Fig.  19. 
ment  au  plan  de  la  figure , si  l’on  coupe  le  corps  par  une 
infinité  de  plans  omn,  om'n,  o” m n , etc.,  parallèles  entre 
eux  et  perpendiculaires  à l’axe  fixe,  les  molécules  m', 
m",  etc.,  dans  une  révolution  totale,  décriront  autour  de 
l’axe  fixe  les  circonférences  mon , mo'n  , m 0“ n , etc. , et 
parcourront  dans  le  même  instant  des  arcs  d’un  même 
nombre  de  degrés.  Ces  arcs  étant  proportionnels  à leurs 
rayons , il  en  sera  de  même  des  vitesses  qui  animent  les 
molécules  m,  m',  m",  etc.  ; de  sorte  que  si  la  distance 
<?A  de  la  molécule  e à l’axe  est  prise  pour  unité,  et  que 
noUs  appelions  ai  la  vitesse  de  cette  molécule , les  vitesses 
des  molécules  m,  m',  m',  etc.,  placées  à des  distances  r, 
r,  r,  etc.,  de  l’axe  fixe,  seront  respectivement  r» , r'm, 
ra  , etc.  Ainsi  l’on  aura  pour  les  quantités  de  mouvement 
efi'ectives  de  ces  differentes  molécules, 

e • 

mrtt , m'ra  , m" r" u , etc. 

Désigner*  par  v,  etc.,  les  vitesses  imprimées;  les 

quantités  de  mouvement  reçues  seront  mv , m'v  , m“p",  etc. 

Il  faudra  donc , d’après  le  second  énoncé  du  principe  de 
d’Alembert , qu’il  y ait  équilibre  entre  mv,  m'v,  m“v‘ , etc., 
et  — mr» , — m'r'ti , — m'r'm,  etc. 

Pour  obtenir  l’équilibre  entre  ces  quantités  de  mouve- 
ment, considérons  d’abord  la  première,  et  représentons  mv 
par  une  partie  w^(fig.  197)  prise  dans  la  direction  de  cette  Fig.  197. 
force,  et  proportionncile  à son  intensité;  abaissons  du 
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point  f I*  perpendiculaire  fh  sur  le  plan  de  la  section 
omn , et  nommons  ^ l’angle  fmh , formé  par  mf  arec  ce 
plan,  nous  pourrons  décomposer  mfen  deux  forces, 

hf=  mv  sin  p parallèle  à l’axe  fixe , 
mh  = mv  cos  ç située  dans  le  plan  omn. 

La  première  sera  détruite  par  la  résistance  de  cet  axe , et  la 
seconde  aura  son  efièt.  En  appelant  de  même  p",  p",  etc., 
les  angles  que  les  forces  m'v',  etc. , font  avec  les  plans 
o'm'n,  o"m"n',  etc. , les  quantités  de  mouvement  imprimées 
.nu  mobile  seront 

mv  cos  P , m'v'  cos  p',  'm"t"  cos  p",  etc. 

I 

Ces  quantités  de  mouvement,  ainsi  que  les  quantités  de 
mouvement  effectives  mrm , m'r'a,  m’rm",  etc. , se  trouve- 
ront situées  dans  les  plans  omn  , o'm'n  , o"nt"n'',  etc. 

Pour  établir  l’équilibre  entre  ces  quantités  de  mouve- 
ment , nous  remarquerons  que  puisqu’elles  sont  toutes  si- 
tuées dans  des  plans  perpendiculaires  à l’axe  fixe , elles 
doivent  produire  sur  cet  axe  le  même  effet  que  si  tous  les 
plans  omn , o'm'n  , o" m" n , etc. , n’en  formaient  qu’un  seul  ; 
par  conséquent,  en  considérant  ces  forces  oomibe  situées 
dans  le  plan  de  la  figure,  il  faudra,  pour  que  l’équilibre 
pul$.sé  subsister  entre  elles,  que  la  somme  des  momens 
qui  tendent  à faire  tourner  en  meme  sens  le  système  au- 
tour dû  point  fixe  A , soit  égale  à la  somme  des  momens 
qui  tendent  à le  faire  tourner  en  sens  contraire. 

Or,  les  forces  mrm , m'r'm,  m"r"u,  etc.,  qui  dérivent 
toutes  du  mouvement  commun  imprime  au  système,  le 
font  tourner  dans  le  même  scn.s;  et  comme  ces  forces  en- 
traînent les  points  m,  m',  m",  etc.,  suivant  les  circonfé- 
rencc.s  mno,  m'n'o',  m’no",  etc. , les  rayons  r,  r , r",,  etc,, 
sont  des  perpendiculaires  abaissées  sur  leurs  directions  ; 
par  conséquent  la  .somme  des  momens  des  forces  effectives 
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est  exprimée  par 

/rtr’a»+/reV*«4"*rt”  /•“*a-f-etc.=«(»»r“+»/iV*+//i'r‘'‘4  etc.). 

Représentons  par  ïmr*  la  quantité  qui  est  entre  les  paren- 
thèses, nous  aurons  m'î.mr*  pour  la  somme  des  moinens  des 
forces  elFectiTes.  C'est  cette  quantité  qui  doit  faire  équilibre' 
à la  somme  on  à la  différence  des  momens  des  forces 

mw  cos  ç , n»V  cos  p' , m" cos  p”,  etc. 

Pour  déterminer  cette  seconde  quantité , soient  Az  l’axe 
fixe  (fîg.  >98)  > et  ml,  nxi,  mlT,  etc.,  les  forces  mu  cos  p,  Fig  198* 
m'v  cosp',  m‘‘v'  cos  p’,  etc.,  situées  dans  les  plans  mno, 
rnn'o,  rn'n'o',  etc.,  perpendiculaires  à l’axe  fixe;  abaissons  , 

(les  points  A , A',  A*,  etc. , pris  dans  ces  plans,  sur  l’axe  fixe, 
les  perpendiculaires  A/  = p,  A'/  = p',  AT  — p",  etc.,  sur 
les  directions  des  forces  mr  cos  p,  m p cos  p' , m v"  cosp" , 
etc. , les  momens  de  ces  forces  seront 

mpp  cos  p , m'i)  p'  cos  p',  m!'p''p'  cos  p" , etc.  , 

Ueprésentons  par  ’Zmpp  cos  p la  somme  algébrique  de  ces 
momens,  c’est-à-dire  celle  qui  a lieu,  abstraction  faite  des 
signes  qui  les  affectent;  alors,  comme  nous  l’aSons  expli-^ 
qué , cette  somme  des  momens  devant  faire  équilibre  à 
nous  aurons 

=s  Xmvp  cos  p , 

d’où  nous  tirerons  pour  déterminer  la  vitesse  angulaire, 

Xmpp  cos  p 

m = 

. Xmr* 

476.  Lorsque  les  forces  mv,  m\/,  m/’v",  etc.,  agissent 
dans  les  plans  omn , o'm'n,  0“ rn  n" f etc. , les  angles  p,  p' , 
p“ , etc. , sont  nuis,  et  nous' avons  alors 
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sin  ^ = O , cos  ^ = I 

sîn  p'  = O,  cos  q'  = 1 , 

sin  ^"=0,  cos  ^''=  1, 

etc.  * etc.  ; 

■par  conséquent  l’équation  (Sag)  deviendra  dans  ce  cas, 


Xmvp 

"Linr*  ■ 

477'  Si  toutes  les  vitesses  imprimées  aux  molécules  du 
système  sont  égales  et  parallèles,  comme  cela  arrive  dans  le 
cas  où  le  système  recevrait  une  impulsion  unique  qui  le 
transporterait  en  ligne  droite  dans  l’espace,  s’il  n’était  pas 
retenu  par  l’axe  fixe,  nous  aurons  , dans  cette  hypothèse, 

V = v ■=  v"  =.  etc.  ; . , 

et  les  momens  des  vitesses  imprimées  devenant 

^ mtp , m'pp',  m"vp’,  etc.  z=v{mp  + m'p  -|-  m-p"  + etc.) , 

la  somme  de  ces  momens  pourra  être  représentée  par 
et  l’équation  (829)  se  changera  en 


U 


vtmp 

7.mr* 


...  (33o). 


Menons  maintenant  par  l’axe  fixe  A*  un  plan  AK  que 
nous  ferons  tourner  jusqu’à  ce  qu’il  devienne  parallèle  aux 
forces  mv,  m i> , m"v',  etc. , dont  les  directions  sont  repré- 
Fig.ipg.  sentees  dans  la  figure  199  par  les  droites  ml,  m'(,  etc. 
On  voit  que  les  perpendiculaires  p,  p,  p" , etc.,  abaissées 
des  centres  de  section  A,  A',  A",  etc  , sur  les  directions 
de  ces  forces,  sont  égales  aux  perpendiculaires  mq , mq  , 
inq”,  etc.,  abaissées  des, points  m,  m',  m",  etc. , sur  le  plan 
AK.  Nommons  q , q,  q" , etc.,  ces  perpendiculaires,  et  Q 
celle  qui  serait  abaissée  du  centre  de  gravité  du  système 
sur  le  plan  AK , et  représentons  par  M la  somme  de  toutes 
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les  molécules  qui  le  composent,  nous  aurons,  ü’aprës  la 
propriété  des  centres  de  gravité , 

MQ  = mq  m'q'  -f-  niq"  + etc.  ; 


et  parce  qu’on  a , 


P — Hi  P' =9  y P'  = l'y  etc., 
l’équation  précédente  deviendra  . ^ 

MQ  =mp  -|-  m'p'  + m’p“  etc.  = i.mp. 


Substituant  cette  valeur  dans  l’équation  (33o) , nous  ob- 
tiendrons 


tMQ 

’S.mr*  ■ 


(33.). 


478-  pourrait  arriver  qu’une  partie  seulement  des 
molécules  m,  m,',  m“,  etc.,  eussent  reçu  la  vitesse  v ; alors 
M ne  serait  plus  la  somme  des  molécules  du  système  , 
mais  celle  des  molécules  auxquelles  les  vitesses  auraient 
été  imprimées , et  Q représenterait  la  perpcndiculairti 
alwissée  du  centre  de  gravité  de  cette  partie  du  système 
sur  le  plan  AK. 

Il  nous  reste  à Indiquer  les  moyens  de  déterminer  l’ex- 
pression Xmr^  qu’on  appelle  le  moment  d'inertie^  c’ést 
l’objet  dont  nous  allons  nous  occuper. 


Des  momens  d inertie . 

i'  , 

479.  moment  d’inertie  d’un  corps  étant  la  somme 
des  produits  de  tous  les  points  materiels  qui  le  composent 
par  les  carrés  de  leurs  distances  respectives  à l’axe  de  ro- 
tation, nous  l’avons  représenté  par  2i»r*.  Ou  ]>eut,dans 
cette  expression,  remplacer  la  molécule  m par  l’élément 
dm  de  la  masse,  et  alors  le  moment  d’inertie  sera  donné 
par  l’intégrale  de  l’expression  fr^dm. 
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48o.  Pour  premier  exemple,  cherchons  le  moment  d’i- 
Fig  3’o.  nertie  d’une  droite  CB  (fig.  aoo)  par  rapport  à l’axe  AZ, 
auquel  le  plan  CÀ.B  est  perpendiculaire. 

Soit  AB  = /t  une  perpendiculaire  abaissée  du  point  A 
sur  la  direction  de  la  droite,  et  6P  = a:  la  distance  du 
point  B à un  point  quelconque  de  cette  droite,  nous  au- 
rons 

PA'‘=(A>-|- JT*). 


C’est  cette  expression  qu’il  faut  multiplier  par  l’élément 
dm  du  corps.  La  niasse,  dans  ce  cas-«i , étant  une  ligne 
droite,  n’a  d’étendue  que  dans  le  seul  sens  de  B en  C ; 
par  conséquent  dm  sera  la  dlITérence  inliniment  petite 
dx  qui  existe  entre  les  abscisses  consécutives  jr  = BP  et 
*-f-  c/jf=  BP'.  Ainsi,  en  multipliant  dx  par  on 

aura  pour  le  moment  d’inertie  de  la  ligne  droite  CB, 

J" Ji‘  + jf*)  dx  = h*x  -f-  ^ -t-  C. 

On  déterminera  cette  intégrale  de  manière  que  la, droite 
soit  comprise  depuis  le  point  B ou  x = o , jusqu’au  point 
C ou  X = a ; et  le  moment  d’inertie  de  la  droite  BC 
sera 


481.  Déterminons  encore  le  raoneet  d’inertie  de  l’aire 
Fig  3'H.  d’un  cercle  CBD  (fig.  201)  par  rapport  à un  axe  AZ  qui 
passerait  par  son  centre  et  qui  serait  perpendiculaire  à 
sa  surface. 

Soit  m un  point  quelconque  dont  nous  représenterons  la 
distance  mS.  à l’axe  par  x;  les  surfaoes  des  cercles  décrits 
avec  les  rayons  x et  x -f-  dx  auront  respectivement  pour 
expressions 

«•.ï’  «I  T (x  -f-  dx)*. 
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différence  de  ces' surfaces,  en  négligeant  les  iniiniment 
petits  du  second  ordre,  sera  vnxdx.  Cette  expression  re- 
présentera une  zone  élémentaire  dont  tous  les  points  se- 
ront distans  de  l’axe  fixe,  d’une  quantité  égale  à x\  par 
conséquent,  en  multipliant  par  x‘‘  cette  zone  élémentaire, 
nous  aurons  zxx'^dx  pour  la  différentielle  du  moment  d'i- 
nertie clierclié.  Prenant  l’intégrale  depuis  x' = o jusqu’il 
x=xa,  nous  trouverons  5 pour  le  moment  d’inertie  tlu 
cercle  décrit  avec  le  rayon  a autour  de  l’axe  des  x. 

Ces  exemples  suffiront  pour  faire  concevoir  comment  la 
détermination  des  momens  d’inertie  peut  toujours  se  ra- 
mener à de  simples  problèmes  de  calcul  intégral,  {note 
douzième'), 

482.  Lorsque  l’on  connaît  le  moment  d’inertie  d'un  corps 
à l’égard  d'un  axe  qui  passe  par  son  centre  de  gravité,  on 
peut  déterminer  le  moment  d’inertie  de  ce  corps  par  rap- 
port à un  autre  axe  parallèle  au  premier. 

Pour  cet  effet , soient  GF  et  CK.  ( fig.  202  ) deux  axes  Fig.  loi. 
parallèles  dont  le  premier  passe  par  le  centre  de  gravité  G 
du  corps;  plaçons  au  point  G l’origine;  prenons  l’axe  GF 
pour  celui  des  z , et  menons  par  un  point  quelconque  rn 
du  corps,  un  plan  wKF  parallèle  à celui  des  *,  y;  ce  ]>lan 
rencontrera  les  axes  GF'  et  CK  en  deux  points  F et  K , et 
les  distances  du  point  /n>à  ces  axes  seront  mesurées  par  les 
droites  mK  et  mF , que  nous  appellerons  r et  r.  Abais- 
sons du  point  m la  perpendiculaire  m£  sur  le  plan  des  x, 
y.  Il  est  évident  que  les  triangles  ECG,  mKF  seront  égaux, 
comme  formés  par  des  côtés  parallèles.  Ainsi,  nous  pour- 
rons substituer  les  côtés  du  preprier  de  ces  triangles  à ceux 
de  l’autre.  Cela  posé,  nommons 

« et  C,  les  coordonnées  GD  et  DC  du  point  C, 

X et  J,  les  coordonnées  GP  et  PE  du  point  E, 
et  a,  la  distance  CG  de.s  deux  axes; 
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GC»  = GD^  + DCS  GE*  = GP'‘  + PE% 

ou 

= + (332). 

D’une  autre  part,  considérant  la  droite  CE  qui  j>asse  par 
deux  points  dont  les  coordonnées  sont  respectivement  x, 
r et  «,C;  la  valeur  r de  CE  nous  sera  donnée  par  l’é- 
quation 

ou  en  développant, 

r*  = **  + — 2ax  — 2Î[y  + ^ ; 

réduisant  au  moyen  des  équations  (33a),  celle-ci  de- 
viendra 

r*  = /*  — 2tue  — affy  -f-  n*-, 

multipliant  par  dm  et  intégrant,  on  trouvera 

fr^dm  = fr‘dm  — imfxdm  — 2Sfydm  + à’fdm.  . . (333)  ; 

les  expressions  fxdm  et  fydm  qui  entrent  dans  cette  équa- 
tion sont  nulles  :'c’est  ce  qu'il  est  facile  de  démontrer  par 
les  considérations  suivantes.  Soient  a:  et  v les  coordonnées 
d’un  élément  dm  de  la  masse  M : les  momens  de  cet  élé- 
ment par  rapport  aux  axes  des  x et  des  y seront  respec- 
tivement ydm  et  xdm-y  par  conséquent  les  coordonnées  x^ 
et  V,  du  centre  de  gravité  de  M se  trouveront  déterminées 
pur  les  équations 

= fxdm , My,  — fydm. 

Or,  dans  notre  cas,  les  coordonnées  ar,  et  r,  sont  nulles,. 
puisque  le  centre  de  gravité  est  à l’origine  ; nous  avons 
donc 

f.\dm  = o,  jydm=.o. 

Béduisniit  réqualion  (333)  au  rnoven  île  ces  valeurs,  cl 
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ubservanl  que  fdm  représentant  la  somme  des  élémeiis 
de  M,  cette  expression  n’est  autre  chose  que  M;  l’équa- 
tion (333)  deviendra 

fi*dm  = f/*dm  + Ma*. . . (334)  i 

fr'dm  étant  le  moment  d’inertie  du  corps  M par  rapport 
ù l’axe  GF  qui  passe  par  le  centre  de  gravité , concluons 
que  lorsque  l’on  connaît  ce  moment  d’inertie , on  peut 
toujours  déterminer  le  moment  d’inertie  fi*dm  pris  par 
rapport  à un  autre  axe  CK  dont  la  distance  à l’axe  GF  se- 
rait connue. 

En  mettant  l’équation  (334)  forme 

fr'dm  = M -h  a*)  , 

, , J , . //‘dm 

on  est  convenu,  pour  abréger,  de  représenter  — par 

l'.  Ainsi,  en  adoptant  cette  notation,  nous  dirons  à 
l’avenir  que  le  moment  d’inertie,  pris  par  rap{K>rt  à un 
axe  quelconque , sera  donné  par  la  formule  / 

ft^dm  = M (/fr*  + a*)." 

Du  mouvement  dun  corps  qui  se  meut  dune 
manière  quelconque  autour  dun  axe  fixe. 

483.  Supposons  maintenant  que  différentes  forces  accé- 
lératrices agissant  sur  les  points  du  système , le  fassent 
tourner  avec  un  mouvement  varié  autour  de  l’axe  fixe 
As  (fig.  2o3);  chaque  point  m décrira  autour  de  l’axe  Fig.  sot. 
fixe,  un  cercle  mno  qui  sera  perpendiculaire  à cet  axe, 
et  le  ‘ coupera  en  un  point  C.  Suit  ^ la  force  accéléra- 
trice qui  agira  sur  w» , et  <^  l’angle  TmP  qu’elle  formera 
au  point  m avec  l’élément  du  cercle  mtw.  INous  pouvons 
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décomposer  ç en  trois  forces:  la  première  parallèle  à 
l’axe  fixe , et  qui , par  conséquent , sera  sans  elTet  ; la  se- 
conde dirigée  suivant  le  rayon  mC,  et  qui  sera  détruite 
par  la  résistance  du  point  C ; la  troisième  dirigée  suivant 
l’élément  de  la  courbe,  el  qui  aura  pour  expression  ^cosf. 
Cette 'dernière  sera  la  seule  composante  de  p qui  tendra  à 
faire  mouvoir  le  point  m autour  de  l’axe  As. 

Nommons  « la  vitesse  angulaire  qui  a lieu  au  bout  du 
temps  t,  et  r la  distance  Cm  de  la  molécule  dm  à l’axe 
de  rotation;  la  vitesse  de  dm , au  bout  de  ce  temps,  sera 
exprimée  par  r«,  art.  et  dans  l’instant  dt,  cette  vi- 
tesse s’accroîtra  de  celle  qui  lui  sera  imprimée  par  la  force 
accélératrice.  Or,  si  ce  mobile  était  libre.,  la  force  accélé- 
ratrice ç cos  ^ lui  communiquerait,  dans  l’instant  dt,  une 
vitesse  représentée  par'^  cosi‘.dt{*)  ; par  conséquent  l’é- 
lément dm,  à l’expiration  du  temps  f -f-  dt,  s’échapperait 
suivant  la  tangente  à la  courbe  avec  une  vitesse  égale  à 
r»  -f-  ç cos  J'. dt',  mais  comme  dm  est  lié  au  système,  sa 
vitesse  effective , au  Iwut  du  temps  t-f-dt,  n’est  exprimée 
que  par  r«  rd«.  Ainsi,  dans  le  temps  / d-  dt,  la  quantité 
de  mouvement  effective  de  dm  est  (ret -i~  rda>)  dm.  Ce  que 
nous  disons  de  dm  pouvant  s’appliquer  aux  autres  molé- 
cules , il  faudra  que  les  quantités  de  mouvement 

2 (r-  + <p  cos  J'.dt)  dm , 

d’après  le  second  énoncé  du  principe  de  d’Alembert,  soient 
mises  en  équilibre  par  les  quantités  de  mouvement 


( * ) Il  faut  te  rappeler  que , quelles  que  toieoc  la  vitesse  du  et  la 
force  accélératrice  a , on  a en  général,  art.  397, 

p = d'où  Ton  tiie  dv=zpdt. 


Ainsi,  lorsque  la  force  accélératrice  est  acot/,  nous  avons  donc  aussi 
fvot/’.de  pour  l’accroissement  infiniment  petit  de  la  vitesse. 
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prises  en  changeant  leurs  directions , c’est- li-d ire  en  les 
regardant  en  général  • comme  si  elles  agissaient  dans  un 
sens  contraire  à celui  du  mouvement  du  corps;  sauf,  si' 
le  cas  l’exige,  à changer  ensuite  le  signe  des  forces  qui 
n’agiraient  pas  dans  le  même  sens  que  les  autres. 

Or,  pour  que  ces  deux  sortes  de  quantités  de  mouve- 
ment, dirigées  en  sens  contraires,  se  fassent  équilibre  au- 
tour d^un  axe  fixe,  il  faut  que  leurs  momens,  pris  par 
rapport  à cet  axe,  donnent  des  produits  égaux;  et  comme 
les  forces  agissent  suivant  les  élémens  des  cercles  décrits 
par  les  points  matériels , ces  forces  sont  censées  perpen- 
diculaires aux  rayons  des  circonférences  décrites  par  les 
élémens  : il  suit  de  là  qu’il  suilit  de  multiplier  les  expres- 
sions précédentes  par  ces  rayons,  pour  avoir  1»  momens 
cherchés:  Formant  les  équations  des  momeus , on  aura 

a (r’w  -f-  rÇ  cos  i".  di)  dm  =:  Z (r*<»  -+•  r*d»)  dm , 
équation  qui  se  réduit  à >>*- 


Zrp  cos  dm  = Zr*dWm. . . (335). 

• I 

Le  temps  dt  et  la  vitesse  angulaire d«  étant  les  mêmes  dans 
tous  les  termes , on  peut  les  mettre  en  dehors  ; et  comitie 
on  a à sommer  une  suite  de  quantités  infiniment  petites, 
on  pourra  changer  Z en  f,  et  l’on  obtiendra 


dtfrÇ  cos  i.dm  = eUfi*dm 
on  tire  de  cette  équation  , 


d«  frÇ  cos  i'.  dm 
dt  ^ fi*dm 


Pour  eflectuer  les  intégrations  indiquées , il  fkndra  qne , 
outre  In  position  des  difTérens  éiéméAa  du  corps , on  con- 
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naisse  par  la  nature  du  problème,  la  force  accélératrice 
qui  agit  sur  chaque  molécule,  ainsi  que  la  direction  ^de 
cette  force  : c’est  ce  que  nous  allons  examiner  maintenant. 

Du  Pendule  compose'. 

484.  Le  pendule  composé  est  un  corps  ou  système  de 
points  matériels  qui , étant  soutenu  par  une  droite  in- 

Fig.  204.  flexible  AB  ( lig.  204  ) , fait  des  oscillations  autour  d’un 
point  fixe  A.  Dans  ce  raouTcment,  les  points  matériels 
m,  m',  m",  etc.,  décrivent  des  arcs  de  cercle  mn,  m'n', 
rnti",  etc. , situés  dans  des  plans  parallèles , et  dont  les 
centres  sont  sur  un  même  axe  horizontal  KL  perpendicu- 
laire a ces  plans. 

Ainsi , lorsque  le  mobile  CED  ne  serait  soutenu  que  par 
le  point  A , nous  pouvons  toujours  imaginer  qu’il  se  meut 
autour  d’un  axe  fixe  RL. 

485.  Rapportons  maintenant  le  mouvement  du  pendule 
Fig.aoS.  composé  à trois  axes  rectangulaires  Cx,  Çy,  Ca  (fig.  2o5). 

Supposons  que  ces  deux  derniers  soient  dans  un  plan  ho- 
rizontal J alors  l’axe  des  x sera  vertical , et  par  conséquent 
le  plan  des  a , le  sera  aussi. 

La  force  accélératrice,  pour  tous  les  points  du  système, 
étant  la  pesanteur,  nous  aurons 

Ç>  =:  ç'  x=  =x  ç"  etc.  = g. 

La  force  qui  sollicite  la  molécule  m se  trouvant  donc  pa- 
rallèle à l’axe  Cx  , nous  pouvons  représenter  l’intensité  de 
cette  force  par  la  partie  mg  de  sa  direction;  alors  l’angle 
^ sera  égal  à Tm^,  et  si  l’on  mène  la  perpendiculaire  mD 
sur  l’axe  Cx , comme  les  angles  CwtD  et  Tmg  sont  l’un  et 
l’autre  oompicmens  de  TmD,  ces  angles  seront  égaux,  et 
l’on  conclura  que  CmD  = f ; par  conséquent  l’équation 
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inr  PENDüTs  coufu*£. 
Dm  — Cm  cos  CmD 


ou  plutdt 


Dfl»  = Cm  COJ 
^ = r cos 


La  Taleur  de  cos  1,  donnée  par  cette  équation,  et  celle  de  p 
étant  mises  dans  l’équation  (336) , nous  obtiendrons 


dt  fr*dm  ’ 


on  , parce  que  g est  constant , on  aura 
dt  fj*àm  ' ‘‘ 

Observons  que  ydm  étant  le  moment  de  l’élément  dm  par 
rapport  k l’axe  des  *,  si  nous  appelons  y,  l’ordonnée  du 
centre  de  gravité  par  rapport  à cet  axe,  et  M la  masse  de 
tout  le  système , nous  pourrons  remplacer  fydm  par  , 
et  notre  équation  deviendra 


dm  gMy, 
dt  ~J?dik-  • ' 


(337). 


^ Enfin , fr*dm  étant  le  moment  d’inertie  par  rapport  à 
1 axe  Aa,  ce  moment,  art  482,  peut  être  représenté  par  M 
(é*  +a*).  SubsÜtuant  cette  valeur  dans  l’équation  (336) 
nous  aurons  ’ 


{ ) Pour  mwaz  concevoir  commem  on  a le  droit  de  mettre  m en 
de^«.  „ non.  remonion.  i i’éqn.tion  (335),  non.  rerron.  qne  . 
qu,  ,epre«n.e  g dan.  cette  équation  , devient  nn  fcctenr  commun  * 

m«>nl>rc,  et  qn’aJo»  il  e.t 

permu  décrire  ainii  celte  équation. 


aïr  coi  MtJm  = Ir'âmàm. 

a peut  donc  anwi  M metne  en  dahon  data  Péqnation  (336). 

EUm,  de  Mécanique.  2, 
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à"  _ gr, 

dt~i'  + a^' 


(338). 


486.  Nous  avom  vu,  arl.  482»  que  dans  l’expression 
M (i*  + a*)  du  moment  d’inertie  , a repré$entait|  la  dis- 
Fig.aoi.  tance  CG  (fig.  202)  de  l’axe  CK  à l’axe  GF  qui  passe- 
rait par  le  centre  de  gravité.  Or , dans  le  mouvement  du 
corps,  le  centre  de  gravité,  comme  tout  point  du  sys- 
tème , étant  assujetti  à décrire  un  arc  de  cercle  situé  dans 
un  plan  perpendiculaire  h l’axe  Gxe,  si  l’on  représente  ce 
Fig  ao6.  plan  par  *CL  ( fig.  206),  le  rayon  du  cercle  décrit  sera 
CG  = U , et  l’ordonnée  DG  deviendra  celle  que  nous 
avons  désignée  par  y,  -,  par  conséquent , d’après  la  pro- 
priété du  cercle,  nous  aurons 

y=\/2ax,—7;. 

D’une  autre  part , si  nous  appelons  s l’arc  décrit  par  le 
, . ds  _ 

point  G,  la  vitesse  de  ce  point  sera  Or,  nous  avons  vn, 

art.  475 , qne  la  molécule  située  à une  distance  r de  l’axe 
fixe,  avait  pour  vitesse  rti;  d’où  il  suit  que  la  vitesse  du 
centre  de  gravité  Sera  eipritnée  par  a«.  Ainsi  nous  aurons 


et  par  conséquent , 


substituant  dans  l’équation  (338)  ces  valeurs  de  1 et  de 
nous  la  convertirons  en 

d‘$  g y/  2(7  X* 

487.  Pour  intégrer  cette  équation , nous  multiplierons 
ses  deux  membres  par  2ads,  et  nous  trouverons 
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ou  V*  S^J' d»  v'atf*,— "ij. . . (339). 

On  ne  peut  déterminer  l’intégrale  renfermée  dans  le  se- 
cond membre  de  cette  équation , que  lorsqu’on  a exprimé 
s en  fonction  de  x/y  c’est  à quoi  l’on  parvient  au  mo^eu 
des  équations 

ds=  \/dx;~^dy;,  j,=  |/ao*^  — 

et  en  opérant  comme  dans  l’art.  365 , on  trouvera 


substituant  cette  valeur  dans  l’équation  (339)  * <>b- 

tiendrons 


et  en  efièctuant  l’intégration  indiquée , nous  trouverons 


./•  = 


a<g»/ 

+ 


-f-  C. . . (340). 


Pour  déterminer  la  constante , soit  £B  =a  5 ce  qne  devient 
x^  lorsque  la  vitesse  t>  est  nulle;  l’bjpotbèse  de  «■::;=  o et 
de  = 5 nous  donnera 

rut*gb 
é»  + a” 

et  par  conséquent  l’équation  (34o)  deviendra 


d’où  l’on  tirera 


ou 


f. 

o*'‘ 


d(; 


ds 


(34.). 


21  . . 
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Cette  équation  s’intégre  facilement  dans  le  cas  où  les  oscil- 
lations sont  très  petites , ainsi  que  cela  a lieu  ordinaire- 

j 1 tuix 

ment  ; car  en  mettant  pour  tu  sa  valeur  — — ==  qu  on 

y 2ax^ 

obtient  en  effaçant  comme  très  petit  devant  2u,  dans 
la  valeur 

adx,  1 

'■  > 


ds  = — 


1/(20  — x,)x, 
l’équation  (34 1)  deviendra 




et  l’on  pourra  la  mettre  sons  la  forme 

A = ..... 


(34a). 


488.  En  comparant  cette  équation  à l’équation  (228), 
page  23 1 , on  voit  qu’elles  ne  difibrent  que  par  la  partie 

- de  l’une,  qui  dans  l’autre  est  remplacée  par  ^ . 

g . 

11  en  sera  donc  de  même  des  intégrales  de  ces  équations 
dans  lesquelles  les  constantes  se  déterminent  par  la  même 
condition  de  <=o  quand  x—b.  Par  conséquent,  si  nous 
appelons  /'la  longueur  d’un  pendule  simple,  c’est-à-dire 

si  la  constante  - de  l’équation  (228)  est  ici  remplacée  par 

— , et  que  l’on  détermine  / par  la  condition 
S 


/_ 

g' 


h* 


le  pendule  simple  et  le  pendule  composé  feront  leurs  os- 
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cillat^ons  dans  lü  même  temps.  L’équation  précédente  nous 
donne  alors 


./  = 


i'  -h-a’ 


Ainsi,  par  cette  formule,  on  peut  toujours  trouver  la  Ion-  pjg 
gueur  du  pendule  simple,  qui  ferait  ses  oscillations  dans 
le  même  temps  que  le  pendule  composé. 


48g.  Si , à une  distance  / de  l’axe  de  suspension  , on 
mène  à cet  axe  AB  (fig.  207)  une  parallèle  EF , cette  pa- 
rallèle aura  la  propriété,  que  tous  les  points  qu’elle  ren- 
fermera feront  leurs  oscillations  comme  s’ils  étaient  li- 
bres; car,  d'après  ce  qui  précède ,“  on  voit  que  ces  points 
sont  autant  de  pendules  simples  qui  agissent  simultanément. 

On  les  appelle  centres  ^oscillation,  et  la  droite  EF  est  l’axe 
d’oscillation. 

•f.l:  , ' ,11 

4go.  Les  axes  de  suspension  et  d’oscillation  sont  réci- 
proques; c’est-à-dire  que  si  l’on  prend  l’axe  d’oscillation 
EF  (Cg.  207)  pour  axe  de  suspension,  l’axe  d’oscillation  se  Fig. 207. 
trouvera  à une  distance  MX  ,^le  à CD.  b 

Pour  le  démontrer,  nous  avons  vu , art.  488 , que  la 
distance  CD  de  l’axe  d’oscillation  à l’axe  de  suspension 
était  donnée  par  l’équation  - 


(343). 


Mais  si  l’on  prend  l’axe  EF  pour  axe  de  uspension , le 
corps  cliangera  de  position;  car  EF  est  une  droite  déter- 
minée dans  ce  corps;  et  comme  nous  ignorons  si  le  nouvel 
axe  d’oscillation  passera  encore  à une  distance  MX  = CD 
de  EF,  représentons  cette  distance  inconnue  MX  par  l , et 
par  a'  la  distance  du  centre  de  gravité  à EF;  naus  aurons, 
d’après  la  nature  du  centre  d’oscillation. 


326 


/ = 


stkamique. 
a'*4-  ir» 


(344). 


Cela  posé,  l’équation  (343)  noos  montrant  que  / surpasse  a ^ 
il  s’ensuit  que  le  centre  de  gravité  doit  être  compris  entre 
les  axes  de  suspension  et  d’oscillation;  par  oonséquent , il 
existera  entra  a et  d la  relation 

a >4-  a'  333  / ; 

/ * • # 
nous  tirerons  de  celte  équation 

- • I d srl  — a. 

Au  moyen  de  cette  valeur,  l’équation  (344)  deviendra 

(345). 

D’une  autre  part , l’équation  (343)  nous  donne 

■"  i*  ■ 

a 

on  peut  donc  changer  la  Talesu:  de  / en  ^ 

■ ■ - 

i* 

a 

ê*  . 

et  en  divisant  tous  les  termes  par  —,  on  obtient 

. “ 

■ • t;  !■  *»: 

par  COnsi$quent ,'  lorsque  EF  est  pris  pour  axe  de  suspen- 
sion , l’axe  d’oscillation  KH  passe  à une  distance  MK  de 
EF,  qui  est  précisément  la  meme  qui  séparait  les  deux 
axes  AB  et  EF.  ‘ ' 
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Du  Mouvement  dun  corps  libre  dans  l’espace. 


491.  Lorsqu’un  corps  ou  système  de  corps  se  meut  li- 
brement dans  l’espace,  et  que  le  point  m do  système  s’est 
transporté  de  m en  m (fig.  ao8),  si  les  autres  points  du  tig.aoS. 
système  ont  changé  de  position,  comme  ils  sont  tous  lies 
invariablement  au  point  m,  ils  n’auront  pu  prendre  celte 
nouvelle  position  que  par  un  mouvement  de  rotation  autour 
du  point  m,  mouvement  qui  se  sera  cfiectué  dans  le  trajet 
que  m aura  employé  à parvenir  de  m en  m . Si  ce  mouve- 
ment de  rotation  n’avait  pas  eu<  lieu , le  corps  se  serait 
transporté  parallèlement  à lui-mème.  On  peut  donc  con- 
cevoir le  mouvement  d’un  corps  comme  composé  de  deuL 
autres , l’un  qui  transporterait  toutes  les  molécules  du  sys- 
tème parallèlement  à cllea-mémês,  et  l’autre  qui  leur  impri- 
merait un  mouvement  de  rotation  autour  du  point  m.  Dans 
ce  mouvement  de  translation , le  point  m n’étant  pas  afl'ecté 
du  mouvement  de  rotation , conservera  sa  vitesse  primitive. 

C’est  en  vertu  de  cette  vitesse  que  si  le  mouvement  de  rota- 
tion, introduit  par  cette  hypotbèse',  n’eét  pas  eu  lieu,  tous 
les  antres  points  do  système  se  seraient  mus  en  ligne  droite 
dans  l'espace. 

Le  point  m autour  duquel  on  suppose  que  tourne  le  sys- 
tème étant  donc  arbitraire , nous  prendrons  pour  ce  point 
le  centre  de  gravité,  parce  qu’en  général  il  jouit  de  plus  de 
propriétés  que  les  autres  points  du  système. 

493.  Le  problème  se  réduisant  à déterminer  ces  deuE 
sortes  de  mouvement,  le  principe  de  d’AIemberl  nous  sçrr 
vira  d’abord  à trouver  les  équations  du  mouvement  du  centre 
de  gravité.  Pour  parvenir  à ce  bat,  décomposons  toutes  les 
forces  accélératrices  qui  agissent  sur  une  molécule  dm  en 
trois  forces  X,  Y,  Z,  parallèles  aux  axes  coordonnés;  les  vi- 
tesses imprimées  à dm,  dans  l’instant  dt,  seront  \dt,  Ydt, 
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ldt\  par  conséquent , nous  aurons  pour  les  vitesses  impri' 
mées  au  bout  du  temps  t 


dx 

Tt 


+ Xdt,  ^+Ydt, 


^ + Zdt. 


A l’égard  de»  vitesses  effectives,  au  bout  d»  même  temps 
elles  seront 


'à+“I-  i+4> 


par  conséquent  nous  aurons  pour  les  quantités  de  mouve- 
ment perdues  par  d/n  au  bout  du  temps  1 


^Zdt  • — d ^^dm.  . . 

Ce  que  notts  disons  de  la  particule  dm  pouvant  s’appliquer 
à toutes  les  autres,  si  nous  rassemblons  toutes  les  compo- 
santes du  système  qui  agissent  suivant  l’axe  des  x,  la  somme 
des  quantités  de  mouvement  perdues  dans  le  sens  de  l’axe 
des  X,  sera  exprimée  p«’ 


d'^dm...'i.  (346> 


De  même,  les  sommes  de  quantités  de  mouvement  per- 
dues parallèlement  aux  deux  autres  axes,  seront  respec- 
tivement 


j' (yJi  — d ^ . (347) , 

J'  (zdt  -■  (348). 
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Or,  dans  le  moupement  du  centre  de  gravité  en  ligne  droite, 
il  tu6St,  pour  établir  l'é<{uilibrc,  que  les  trois  sommes  de 
toutes  les  composantes  des  forces  ou  quantités  de  mouvement 
parallèles  aux  axes,  soient  nulles  séparément;  car  alors 
l’un  des  points  du  système  ne  pourra  se  mouvoir  en  aucun 
œns  , et  l’équilibre  s’introduira  nécessairement  dans  le 
système.  Ainsi,  en  égalant  k zéro  les  expressions  (346), 
(34y)  et  (348),  nous  établirons  la  condition  que  le  sys- 
tème ne  peut  se  mouvoir  en  vertu  des  quantités  de  mou- 
vement que  nous  avons  déterminées  ; ce  qui  nous  fournira 
les  équations  " ' ' 

. ) •) 

^ Çxdt  — d dm.  = o, 

J' (rdt  — d^  dm  O, 

on  en  déduit 

= /“”• 

Pour  exprimer  ces  équations  en  fonctions  des  coordonnées 
x^,  et  du  centre  de  gravité,  nous  avons,  par  les 
propriétés  de  ce  centre , 

fxdm , My^  = fydm  ,•  = fzdm  ; 

diSérentiant  deux  fois  de  suite  ces  équations  par  rapport 
au  temps,  nous  regarderons  M et  dm  comme  des  cons- 
tantes, puisque,  lorsque  le  temps  et  l’espace  varient,  le 
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corp»  en  se  mouvant  est  toujours  censé  conserver  la  inémc 


former  ce  qui  iqit  que  M et  dm  restent  dans  le  même  état. 
En  opérant  ainsi , nous  obtiendrons 

“ê'=J 

2 

il 

f^Zdm,  . 

combinant  ces  équations  avec 

les  équations  (349)  > "ou* 

trouverons 


Ces  équations  déterminent  ic  mouvement  du  centre  de  (gra- 
vité du  corps  M;  car,  étant  intégrées,  elles  noqs  font  cun- 

...  dx  dy  di  , , 

naître  les  vitesses  du  centre  de  gravité  pa- 

V 

rallèlement  à chacun  des  axes. 


493.  Les  équations  (35o)  nous  donnent  les  moyens  de 
démontrer  une  propriété  remarquable  du  centre  de  gravité. 
Pour  cet  effet,  soient  X,,  Y,,  Z,  les  composantes  de  la, ré- 
sultante de  toutes  les  forces  accélératrices,  nous  avons  . 

MX,=  /Xifm,  MY,=  /Yi/m,  MZ,r=fZdm-,  ■ 


éliminant  la  partie  intégrale  entre  ces  équations  et  les 
équations  (35o) , on  obtiendra 


dt' 


(35i). 
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Or,  si  toutes  les  forces  motrices  étaient  immédiatement 
appliquées  an  centre  de  gravité  paraNèiement  à leurs  di- 
rections, elles  anraient  pour  composantes  X^,  ¥^,  Z,,  et 
les  équations  du  centre  de  gravité , qui  se  trouveraient 
celles  d’un  point  matériel , se  détermineraient  par  les  équa- 
tions (>8o),  art  196,  et  seraient  précisément  Im  'mêmes  que 
les  éqnations  d’où  il, suit  que  le  centre  de  gravité 

se  meut  comme  «i  toutes  les  forces  du  système  lui  étaient 
immédiatement  appliquées. 

494-  Pour  déterminer  les  équations  du  mouvement  de  ro- 
tation, nous  considérerons  le  cas  le  plus  fréquent  du  pro- 
blème général  : c’est  celui  où  le  corps  est  mû  par  une  force 
accélératrice  qui  ne  passe  pas  par  le  centre  de  gravité 
alors  en  menant  par  le  centre  de  gravité  G (Cg.  20g)  une  fig  loj. 
perpendiculaire  GL  sur  la  direction  de  la  force  accéléra- 
trice , la  force  MN  tendra  à faire  tourner  l/>  autour  du 
centre  de  gravité  G,  et  fera  décrire  au  point  L le  cercle 
LKil ce  point  L,  en  tournant,  imprimera  donc  au  mobile 
un  mouvement  de  rotation  autour  d’un  axe  qui  serait  per- 
pendiculaire an  plan  •du  cercle  LHK,  et  qui  passerait  par 
le  point  G.  Cet  axe  étant  fixe , nous  pouvons  déterminer  le 
monvement  de'rotation'kutour  dn  point  G ; car  soient  v la 
vitesse  imprimée  au  centre  de  gravité  par  la  force  accélé- 
ratrice, Q la  perpendiculaire  GLj  M la  masse  du  cor|is, 
et  fr*dm  son  moment  d’inertie , la  vitesse  angulaire  sera 
donnée  par  la  formule 

' _ vMQ  i ^ V 

-.V  . !r  fr*dm*  r.i  ir':  ■ '■  r ‘ 

le  moment  d’inertie  étant  pris  par  rapport  à un  axe  qui 
passe  par  le  centre  de  gravité,  se  ré^Mira  à Mé*,  et  l’équa- 
tion précédente  deviendra  ■ 

■*'  • -I.  '7  ■ 

, -ui..  ‘l-  -t  i .('(•■i.'.i 
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telle  est  l’équatioa  qui  déterminera  la  vitesse  angulaire, 
lorsqu’on  aura  calculé  la  vitesse  v du  centre  de  gravité 
au  moyen  des  équations  (35o)  , modiGées  convenablement 
pour  ce  cas. 

Équaûonê  générales  du  moupemeni  d’un  système  quel- 
conque de  corps;  principe  général  des  airesj  et  applica- 
tion de  ces  théories  à la  position  du  plan  principal. 

4s5.  Soient  p,  pf , p“,  etc.,  le*  TÎtcise*  qui  animent  diSëreni  point* 
mate'riels  d’un  «yitime,  les  qnantiu!*  de  mooTcment  g-igotle*  ou  perdues 
seront  ntp,  m'p',  m'p*,  etc.  ; par  coose'qnent , elle*  devront  »e  faire  équi- 
libre en  vertu  du  principe  de  d’Alembert  : ces  quantités  de  mouvement 
pouvant  être  conaidérces  comme  de*  forces  appliquée*  aux  point*  m , 
m',  m*,  etc.,  seioot  donc  assujellie*  k remplir  les  conditions  générale* 
de  t’cqnilibre  des  coq».  Or,  ces  conditions,  lorsqu’il  n'y  a aucun  point 
fixe  dans  le  système,  donnent  lien  à six  équations,  comme  nous  l’avons 
vu  dans  la  Statique. 

Ainsi , en  menant  par  chacun  des  point*  dn  [système  trois  axes  pa- 
rallèle* aux  axes  rectangulaire*  coordonnés , les  composantes 

de  mp  seront  mp  co*  a , mp  cos  C , mp  cos  y , 
de  m'p' acront  m'//coa«',  m'p'cotC,  m'p'cosy', 
de  ns"p*  seront  m"p*  co*  co*  C",  m"/»"  co* 

etc.  etc.  etc.  etc. 

Par  conséquent , non*  aurons  pour  équations  d’équilibre 

lmp  cote  = o,  ZmpeosCeso,  Zmp  cos  y = o.. . (35x), 

lmp  (x  CO*  C—jr  CO*  a)  = o •> 

lmp  (t  COI* — ico*y)=o  |...  (353). 

lmp  cos  > — s CO*  C)  = O J 

4g6.  S’il  y a un  point  fixe  dans  le  système,  les  équations  (35a)  ces- 
sent d’exister,  art.  i3i , et  les  équations  (353)  seront  suffisantes,  pourvu 
qu’on  place  l'origine  & ce  point.  • 

497-  S’il  y a deux  points  fixe* , on  mènera  une  droite  par  ce*  deux 
points,  et,  la  prenant  pour  axe  de*  s,  il  suffira  de  la  première  de»  équa- 
tions (353)  pour  établir  l’équilibre,  art.  i3a  et  i33. 

4g8.  No*  Il 'avons  indiqué  les  vitesses  perdue»  que  par  Us  sigucs 
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giincrauz  Pt  ff,  />*’>  etc.;  il  s'agit  mainleoant  de  lea  exprimer  en  fonc- 
tion des  forces  acc^ratrices  qni  sollicitent  les  différens  pointa  dn  sjs- 
time. 

Pour  cet  effet,  ne  considérons  d’abord  qne  le  point  m,  et  snppnsona 
qn’on  ait  rédnit  tonies  les  forces  qni  agissent  sur  ce  point  b trois  forces 
accélératrices  X,  Y,  Z,  respeclivemeni  parallèles  aux  axes  coordonnés  , 
1a  vitesse  do  mobile  suivant  l'axe  des  x , an  boni  do  temps  t , sera  , 

art.  394  et  agS,  par  conséquent,  cette  vitesse,  au  bout  du  temps 

t ~h  dt  deviendra  : telle  sera  la  vitesse  effeedve  dn  point  m. 

Mais  si,  h l’expiration  du  temps  t,  le  mobile  m était  enlratné  par  la 
force  accélératrice  X , cette  force  imprimerait , dans  l’instant  dl , an 
point  matériel  m,  nne  vitesse  exprimée  par  \dt,  article  xgS,  donc... 
dx 


dt 


-4-  Xdl  exprimerait  la  vitesse  du  mobile , dans  l’hypothèse  ob  il  te- 
rail  libre  è l’expiration  dn  temps  dtqui  succéderait  è par  conséquent 
la  vitesse  perdue  on  gagnée  étant  égale  & celte  dernière  vitesse,  moins  la 
vitesse  effective,  aura  pour  expression 

Ainsi,  en  réiluisant,  on  aura  \dt  — d.~  ponr  la  vitesse  perdue  on 
g.ignée  par  le  point  m,  dans  le  sens  des  x,  an  bout  du  temps  (-4-  dl. 
En  multi|ilisnt  cette  vitesse  par  la  masse  m,  on  voit  donc  que 

m ^Xdt  — exprimera  la  quantité  de  monvement  perdue  ou  gagnée 

par  le  point  m dans  le  sens  des  x;  par  conséquent  on  aura 


mp  cos  « = m ^Xdr — 

En  considérant  ensuite  le  monvement  du  point  m , suivant  les  deux  au- 
tres axes,  on  Itonvera  de  même 


...  (355), 

mp  cos  > = m ^Zdt  — ^ 

On  formera  des  quantités  analogues  |>onr  les  autres  points  m',  m*, 
m”,  etc.  ; et  en  comprenant  tontes  ces  quantités  sons  le  signe  S , les 
formules  (35a)  et  (353)  deviendront,  au  moyen  des  équations  (354), 
(355)  Cl  (3.%) , 


mp  cos  C = m ^Yrft  — 


i 
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Xm^j^=XmY,  Xm^=zZmZ. . . (35y), 

3«  (xY -jrx)  ) 

Xmjzdj-rd’x)  _ _ ,Z)  L . . (358). 

dt*  i 

= ï„.  (yZ-.Y)  J 


Telles  seroDl,  dans  toute  leur  géne'raJité,  les  six  eondiûons  ndcessaiires 
pour  le  mouvement  d’un  sjsiime  quelconque  de  corps. 

499.  Les  expressions  xY  — jrX  , cX  — xZ,  yZ  — xY  , qni  entrent 
dans  les  sceonck  membres  des  <lqnat!ons  (358) , sont  nulles,  lorsqu'il 
n'entre  ancune  force  accélératrice  dans  le  système,  ou  lorsque  ces  forces 
tendent  vers  l'origine,  on  enfin  lorsque  les  points  matériels  dn  corps  m, 
m',  m",  CIC. , ne  sont  soumis  qu’Ii  leur  action  mntnelle.  Dans  le  premier 
csa , les  forces  accéle'ralrioes  n’exiatant  point , le  mouremenl  du  système 
ne  peut  provenir  que  d'une  impuUion  unique,  et  les  forças  accéléra iriees 
étant  nulles,  il  en  csi  de  même  de  leurs  composantes,  ce  qni  nous 
donne 

X = o,  Y = o,  Z = oj 


et  les  seconds  membres  des.éqoations  (358)  s'évanouissent. 

Soo.  Les  seconds  membres  sont  également  nuis  lorsque  les  forces  accé- 
lératrices tendent  vers  le  point  que  nous  avons  pris  pour  origine  des  co- 
ordonnées. £0  effet , nous  avons  vu , art.  336 , que  lorsque  le  centre  fixe 
f'8-  |G5.  (fig.  ifiS]  ne  coïncidait  pas  avec  l'origine  A , si  l'on  représentait  par  a , 
h , c les  coordonnées  du  centre  d'attraction  , et  par  p , p',  p",  etc. , ses 
distances  au  point  M,  les  composantes  des  forces  accélératrices  P,  P', 
P",  etc. , dans  le  sens  des  axes  coordonnés,  étaient 


X=P 
Y = P 


(»  — u) ^ p/ (j'— a)  p» (»"  — a) 
P P P 

. p,(y-M  , p„(.r'-^) 

p p p 


■h  etc., 
■h  etc.. 


Z = P^~ S]+P'iz—S}  + 

P P 


p. 


(il-f) 


mais  eomiQe,  par  hypotliisc,  l'origine  coïncide  avec  le  centre  C,  on  a 


0 = 0,  l>  = o,  c = o; 

et  les  valeun  précédentes , indiquées  avec  le  signe  conventionnel  2 , se 
réduisent  à 
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X = i — , ï = 2Sr,  z = ï?ij 

, P P P 

en  meiunt  donc 


P*  Pr  P*  P'j'  P'/  P'»' 

”ïT  • * ".T  * * 

P P P P PP 

k la  place  de  X , de  Y , de  Z,  de  X',  de  Y',  de  Z',  etc. , dans  les  ex> 
pressions 

»Y-jX,  zX-rZ,  yZ-xX,  ï^'-yX',  etc...  (359), 


on  verra  <jne  tontes  ces  quantités  se  de'truisent.  Par  conséquent , lorsque 
les  forces  accélératrices  sont  dirigées  vers  no  centre  attractif  pris  pour 
origine,  les  quantités  (SSq)  devenant  nulles , les  seconds  membres  des 
trois  cqnations  (358)  s’évanoniront. 

.5oi.  Il  en  est  de  même  lorsque  les  points  matériels  ne  sont  soumis  i 
ancune  autre  foice  accélératrice  que  leur  attraction  rauluelle.  En  effet, 
écrivant  ainsi  les  seconds  membres  des  équations  (358), 


En  considérant  deux  k deux  les  points  matériels  du  système,  il  est  évi- 
dent que  la  force  motrice  exercée  par  le  point  m sur  le  point  m',  est 
égale  k la  force  motrice  exercée  par  le  point  m'  sur  le  point  nt.  Par 
conséquent,  en  nommant  X,  Y,  Z;  X',  Y',  Z',  etc.,  les  composantes 
des  forces  accélératrices  P,  P',  P',  etc. , nous  aurons 

m'X'  = — mX,  m'Y'=s  — mY,  m'Z'  = — mZ{ 

éliminant  X'  et  Y' an  moyen  de  ces  valeurs,  la  première  des  expressions 
(36o)  deviendra 


mais  la  force  motrice  dont  X,  Y et  Z sont  les  projections,  étant  repré- 
sentée par  P,  et  la  distance  des  deux  points  nt  et  m'  par  p,  on  aura  pour 
le  cosinus  de  l’aoglc  formé  par  cette  force  avec  les  axes  des  x,  des  y et 
des  X , étant  respectivement 


m (xY  — y'X)  -f-  m'  (x'Y'  — y'X')  -f-  etc. 
m (zX  - xZ)  + m'(x'X\—‘x'U)  -1-  rtc. 
nt  (yrZ-  sY ) + m'  [y'V  — z' Y')  4-  c te. 


m\{x  — x^—mX{y—y')...  (3Gt)j 


X — x'  y — y X — s' 

P ’ P ’ P~' 


on  a 


P 


P 


P 


üubsiituant  ces  valcuis  dans  l’expression  (36i) , ou  obtiendra 


Digilized  by  Google 


336  omiAHiQUE. 

qoantitiS  ëridemmem  nnlle. 

On  pronterait,  par  le  m^me  moyen,  qne  tontea  lea  antre*  qoantitéa 
qui  composent  les  expressions  (36o)  se  dctmisent  paiement;  d’où  il  ré- 
sulté que,  dans  le  cas  où  les  points  m , m\  m"  qui  composent  le  sys- 
tème , ne  sont  sonmis  qu’à  Icnr  action  mutuelle , le*  seconds  termes  des 
équations  (358)  se.dctruiscntj  et  comme  ccl*  a lieu  indépendamment  dn 
clioix  de  l’origine , il  en  résulte  que  cette  origine  peut , dans  ce  cas , être 
placée  en  quelque  endroi  t que  ce' soit. 

5')x.  Lorsqu’on  de*  trois  cas  qn’on  rient  de  considérer  aura  lien , les 
seconds  membre*  des  éqnat.  (35S)  s’eranouissant,  elles  se  réduisent  ù 

ïni  {xd\Y  — yà'x) 

2m  {zd'x  — xd'z) 

dC'  ®’ 

2m  {yd*t  — ) 

dp 

les  quantités  qui  sont  entre  patenlhèses  étant  des  dilTérentielIcs  exactes 
ce*  équations  peuvent  se  mettre  sous  cette  forme 
2md  {xdy  ~ydx)  _ 
dl‘ 

%md{tdx  — Xdz) 
dp 

Smd  (ydz  — edy  ) 

dt*  “ “■ 


Par  conséquent,  en  nommant  a,  a',  a"  tes  constantes  arbitraires , ces 
équations  auront  pour  intégrales. 


ïm  (xdy  — ydar)  = adt 
^ IiM  (zdx  — xds)  = o'dt  i . . . (369). 

2m  (yd*  — zdy)  = a“dt  J 

5o3.  Pour  savoir  ce  que  signifient  ce*  int^ales , menons  les  trois  axes 
Fig.aio.  coordonnés  Ax,  Ky  et  A*  (fig.  ato);  nommons  AP  = x,  PQ=y,  et 
représentons  par  AQ  = r la  projection  du  rayon  vecteur  Am  sur  le  plan 
des  X,  y,  et  par  8 l’angle  formé  par  AQ  avec  l'axe  des  x;  l’arc  infiniment 
petit  QQ'  décrit  avec  le  rayon  r étant  dans  le  r.-ipport  de  r ù l’unité  avec 
l’arc  6 qui  est  décrit  par  le  rayon  t , aura  pour  valeur  rdi,  et  le  irianglo 
APQ,  rectangle  en  P,  nous  donnera 

X = r CO*  8 et  y = r sin  8 ; 
diiférentlant,  on  obtiendra 
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Jr  = — T sin  8«/9  + CO»  9<ir,  >iy  — r co«  S</9  + »in  Mr. 

SulntUnnnl  ce»  vaicnr»  d.m«  rexpressinn  jrdjr  —jrdx , noo»  irouTcrnns 
{iily  — ydjc)  = r’  rf9  = i 'f  r.  rdi)  = ■j  aires  QAQ'j 
par  coQSvqarni 

m {zdy  — ydz)  = im  {aire  QAQ'J. 

En  rnriqani  (les  prodnits  analogoe»  pour  toute»  le*  nia»ic»  m',  m*, 

*«*,  etc. , nou»  trouTcrons  que  la  quaiftite  2m  (a  dy  — ydz)  sc  corapoio 
de  la  somme  des  produit»  de»  ma»»es  m , m',  m“,  etc.,  par  le  double 
des  »urfacc»  élémentaire»  qui,  telles  que  Q.\Q',  sont  engendrées  par  le 
mouvement  des  projections  des  rayons  vecteor»  Am,  Am',  Am*,  etc., 
pendant  le  temps  dt. 

5o4-  S' l ot  intègre  de  nouveau  les  équation»  (3lia),  on  trouver.'i 

f2m  (xdy  — ydx)  =zat  + b, 
fXm  {sdx  — xd:)  — a't  -t-  b', 
y 2m  {sdy  — ydz)  x=  a‘‘t  + 6"; 

mai»,  comme  le  temp»  commence  avec  la  surface , le*  constatiies  b , b', 
b“ sanl  nulle»,  et  ces  équation»  »c  réduisent  k 

flm  (xdy — ydx)  = at, 

flm  \zdx  — xdz)  = a't,  > . . . (363). 

/2m  («fjr  — ydz)  = n*/ , J 

Cc«  équations  nous  disent  que  les  produits  des  masses  par  les  projec- 
tions des  aires  quVngcndrent  dans  leuts  niourcmens  lt«  rayons  vecteur^» 
sont  proportionnels  au  temps  employé  6 parcourir  ces  projections. 

Cet  cnonre'  renferme  le  principe  de  la  conservation  des.  aires  dans 
sa  plus  grande  généralité,  ^ 

5o5.  Le  système  que  nous  venons  de  considérer  est  suppose  libre  ; 
mais  s'il  renfermait  un  point  fixe,  1rs  équations  (358)  ne  pourrs*iient 
subsister  quVn  plaçant  Poriginc  h cc  point  ; il  en  sera  de  même  des  cqita- 
t'ons  (363} qui  proviennent  de  cellcs>ci.  Ainsi,  le  principe  des  aires  pvrd 
dans  cc  cas  de  sa  généralité',  et  ne  laisse  plus  Poriginc  h notre  disposition. 

5o6.  Au  reste,  il  est  facile  de  s'assurer  qnc  lorsqu'il  y a un  point  fixe 
pris  ponr  origine,  les  seconds  membres  des  équ«itions  (358)  s'evanonis* 
sent.  Eu  effet,  si  Pon  représente  par  Ar(lig.  an)  la  force  qui,  du  point  Fig.^tr* 
A,  agit  sur  m,  les  composantes  de  Arseront 

A/?r=X,  P7  = Y,  7r  = Z; 
et  le  point  m ayant  ponr  coordonnées 

Éié/n.  de  Mécanique.  aa 


f 
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' N 

AP  = x,  PQ  = r.  Qm  = *, 

ti  l’on  compare  Icatrianglea  rectangles  APQ  et  AthQ  anx  Iriaoglet  rec- 
tangles Ap<f  tl  Arq , on  aura  les  proportions 

Ap  K9  y.  pq  : PQ  ;;  Aq  : aq  ::  qr  : »,q, 

ou  X : X ;;  Y : y ::  Z : a; 

d’où  l’on  tirera 


xY — _^X=o,  iXr — xZ  = o,  j^Z  — sY  = o. 

De  pareilles  équations  devant  avoir  lieu  pour  les  autres  [loints  m',  m*, 
hi*,  etc.,  on  aura 

2m  (xY  — ^X)  = O,  2m  (zX  — xZ)  = o, 

2m  (jrTi  — tY  ) = O, 

Cv  qui  montre  que,  dans  ce  cas  , le  principe  des  aires  a encore  lien. 

507.  S’il  y a deux  points  fixes,  nous  avons  vn,  art.  i3a  et  i33,  qu’une 
senle  des  équations  (3C7),  page  7t,  e'tait  satisfaite;  il  en  sera  donc  de 
meme  des  équations  '358)  : alors  une  seule  des  trois  équ:iiions  (36x)  anra 
lien , ce  qui  réduira  le  principe  des  aires  k n'exister  que  pour  un  des 
plans  coordonnés. 

508.  Si  l’on  a égard  anx  modifications  que  nous  avons  indiquées , 
art.  i55,  les  quantités  que  nous  représentons,  art.  i53,  par  A,  par  B 
et  par  C , ne  représenteront  pins  la  somme  des  projections , mais  bien  la 
somme  des  momens  piis  par  rapport  au  plan  principal;  ces  quantités 
ne  seront  donc  antre  chose  qne  celles  que  noos  avons  désignées  par  a , 
par  a'  cl  par  n*,  dans  les  équations  (363).  Par  conséqnent,  la  somme 
des  projections  snr  le  plan  principal , ilonnée  par  les  équations  ( 7g  ) , 
page  81 , sera  ici 

(2m (rds  — *dr)]’  . [2m(M£x  — xds)]*  , [2m  (xt/y  — rdz)]* 

dZ^ dZi~" • 

Pour  simplifier,  représentons  l’expression  précédente  par 
V^a">  -f-o'*  4- a’  j 


}•••  (364). 


et  reoiplaçont  de  m<2me  les  fonctions  A,  B et  C des  cqnations  (8i  }, 
page  82,  par  a",  par  a'  et  par  on  aura  pour  déterminer  les  cosinnt 
da  plan  principal  avec  les  plans  coordonnés, 

a .a! 

COa  « = > COS  W =1  ■ ■ _ ■ ■ , 

Y fl*  ^ a**  fl***  fl*  * -l-fl** 


a 
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Principe  giniral  de  la  conservation  du  centre  de  gravité. 


t'x'  H-  -t-  etc.  i 

ny  + my  + etc . l . . . ' 3C5). 

l’t'  + m"**  + etc.  I 


509.  La  thc'orie  do  centre  de  gravité  noos  a apprii , art.  t67 , qu’en 
nommant  T,,  y„  »,  le»  coordonnée*  de  ce  centre,  dans  un  système  de 
corps  m,  m',  m",  m",  etc.,  on  avait 

(m  + m'  -f- m"  + etc.)  x,  = mi  ■+•  m'x'  H-  m'a*  -f-  etc. 

(ns  -4-  m'  -f-  m”  + eie.)jr,  = my  + m'j 
(m  + m'  + ns*  -I-  «te.)  »,  = m»  4-  m'i 

Or,  si  l’on  représente  par  M la  somme  des  masses,  et  qne  par  X placé 
devant  le  premier  terme  dn  second  membre  des  équations  (365) , on  in- 
dique ce  second  membic , le»  équations  (365)  pourront  s’cciirc  ainsi  : 

Mj-,  = Xmx,  !Vy,  = Xniy,  M»,=:Xniz...  (366). 

Cela  posé , regardons  le»  coordonnées  x„  »,  ; x,  » ; x',  y,  »'  ; 
* x“,  y,  »”,  etc. , comme  de»  fonction»  du  temps  j et  difféientions  deux 
fois  de  suite  l’éqoation  Mx,  = Xmx,  que  nous  mettrons  sons  cette 
forme 

Mx,  = mx  4-  m'x'  4-  m'x"  4-  etc. , 

1rs  masses  m,  m',  m",  etc.,  étant  des  constantes,  nous  obtiendrons 


„ d'x,  et'x 
M -, — • = m — 
df  df 


,d*x*  . 

■m  -T-T-  + m *3^4-ctc.i 


df 


cette  ckjaatioa  peut , an  moyen  de  notte  notation , dire  îndîqnëe  de  U 
«orte  : 

M^  = Xmÿî. 
dt'  dn 

5io.  En  opérant  de  même  pour  le»  autres  coordonnée»,  on  voit  qu’en 
général  les  trois  équations  (366)  , après  avoir  subi  nos  deux  diSerentia- 
tions  par  rapport  ht,  non*  donneront 


M 


d’x,  _ rf'x  „ d'r,  - il^r  „ d*  »,  d»ï 
dn  dn  dn  dn  dn  dn 


Si  l’on  met  li  la  place  de»  seconds  membres  de  ces  équations,  leurs  va* 
leurs  données  par  les  équation*  (357),  obtiendrons 

= Mÿd  = ïmY,  Mg'=XmZ; 

nommant  X,,  Y,,  Z,,  les  composante»  de  la  résultante  de  toutes  les  forces 
accélératrices , on  aura 

ES.  . 
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MX,=  2mX,  MY,=  2mY,  MZ,=rïfaZ. 


Au  moyen  de  ces  équations , les  précédentes  dericndroni’ 


d*x, Y 

Jf  ~ dt' 


Y 


/> 


(3C?), 


équation  de  même  forme  qnc  les  équations  (i8o),  page  196,  qni  suppo- 
sent les  forces  accélératrices  appliquées  h nu  point;  |>ar  conséquent,  de 
même  que  dans  l'art  493,  on  conclura  que  le  centre  de  grarité  doit  se 
mouvoir  comme  si  toutes  les  forces  accélératrices  lui  étaient  immédiate- 
ment appliquées. 

5ii.  .Si  1rs  forces  qui  composent  le  système  ne  sont  soumises  fc 
d’autres  forces  accélératrices  qu'è  Icnr  attiaction  mutuelle,  les  équa- 
tions (367)  SC  réduisent  k 


thx,  d'y.  d‘z, 

-T—  = O»  = O , = o: 

dt»  dx»  , A* 

et,  en  1rs  intégrant  deux  fois  de  suite,  on  trouvera  d'abord 
dt  ~ • dt  ’ 

et  ensuite  , 


r,—  at-ha',  y^:^bt  + b',  = et  + </ j 

et , en  éliminant  t , on  obtiendra 


Ces  équations  étant  celles  d’nne  droite  dans  l'cspare,  on  voit  que  le  mou- 
vement du  centre  de  graiité  sera  rectiligne. 

5io.  Si , de  plus , les  points  matériels  sont  soumis  k une  force  ac- 
célératrice constante  qui  agisse  toujours  suivant  la  même  direction,  on 
placera  dans  cette  direction  on  des  axes,  celui  des  z,  p.rr  exemple, 
et  les  équations  dn  Centre  de  gravité  deviendront  alors 


df  ’ A» 


7i 


on  {lourra  donc,  comme  dans  les  articles  4'^  4'9<  prouver  que  la 

trajectoire  est  une  parabole. 

5i3.  Enfin  , il  est  facile  de  démontrer  que  si  deux  ou  plusieurs  corps 
du  système  se  choquent  pendant  le  mouvement  du  centre  de  gravité, 
la  vitesse  n'rn  sera  pas  altérée.  En  effet , l’expression  générale  tic  cette 
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vitesse,  iMÎvanl  les  aies  roordonnts,  cunl  (Pahortî  1«  première  chose 
h ohlenir  avant  que  tie  voir  ce  quVJle  devient  dans  les  dcOx  hypotltèses 
du  problème  , on  déterminera  cette  vitcase  en  difTcrcntiant  les  ctjua- 
lions  (366)  par  rapport  au  temps,  ce  qui  nous  donnera 


= = (368). 

lit  <lt  lit  lit  lit  lit  ' 

Cela  poae , si  l'on  nomme  a , a\  a',  etc. , et  A , A',  A",  etc. , lea  vi- 
truea  dm  poinu  m,  m\  m" , etc. , aTani  et  apris  le  choc,  et  tpi’on 
sobitiiiie  ancceiaiTemenl  cm  «alcun  dan»  la  première  dm  éijattl.  (368), 
OD  ama 

Inta  = ce  que  devient  M avant  le  choc  , 

' dt 

Zm  A = ee  que  devient  M aprit  te  ehoe  ; 


ainei , lu  tomme  dei  quantitèa  de  moneemenl  pcrdnei  è l’intt.int  du 
choc  dant  le  ti  nt  de»  x , »cra  Xma  — ïmA.  On  Iroueera  de  même  que 
le»  tomme»  de»  quantité»  de  moavement  perdue»  dant  le  »cn»  dit  autre» 
aie» , >unt  res[>ei:tiveiuent 

Xmb  — ZmB  et  Z/ne  — ZmC  ; 

et  comme,  en  vertu  de»  équations  (35a),  ce»  quantité»  de  niouvemcnl 
doivent  se  dcliuire,  on  a donc 

Z//ia  =:  Z///A , Z/n£  = Z/nB,  Z/nc=Z/nCi 

ce  qui  prouve  que  le»  valeur»  de  do  et  de  c’r*t-è-dire  les 
vitesse»  du  cenirc  de  gravite  n'eprouvent  aucune  allératiuu  p.ar  l'eiFct 
du  choc. 

5i{.  Cette  indépcudance  de  l'uclion  mutuelle  de»  corps  du  tystème, 
est  ce  qui  Constitue  le  Principe  general  de  lu  conservation  du  centre 
de  gravité.  , 


Principe  général  de  la  coiiserpalion  des  fbrçes  vives. 


5i5.  L’équation  de»  vhesse»  virtuellm  e»t,  d’uprè»  ce  qu'on  a vu  ar-  ^ ' 

licle  i8a , 

. Pp  + P'p'+P"p'+ctc.  =o; 

mais  cniiime  ilau»  les  deiniccs  paragraphe.^,  nous  avons  désigne  le»  vi- 
tesses nrdiii.virc»  par  le»  lettres  p , p',  p",  etc.  , pour  ne  pas  confondre 
avec  cc»  vitesses  les  piojections  de»  vitesses  virtuelles,  nous  indiqiic- 
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rom  CM  |irojectioiM  da  c«tio  maniicv,  fp,  ip',  ip",  etc-,  et  alon  ré- 
quation  préccficnte  deviendra 

Pfp  ■+■  P'/p'  -h  P“tp“  -f-  etc.  = O. , . (36g). 

Noua  noua  rappellerona  aculcment  qu'en  repréaenunt  lea  vileaaea  vir- 
tuellca  dea  pointa  m , m',  m“,  etc. , par  lea  chemina  infiniment  petiia 
mn,  mV,  m’/i",  etc.,  que  décrirent  cea  pointa,  Ica  quantitéa  tp,  <T//, 
tp"f  etc. , ne  aeront  autre  eboae  que  lea  projectiona  ml,  m't,  mT,  etc. 
hig.aïu.  ((jg,  ai  a),  dM  vitcasca  virtnellM  mn,  m'n',  etc.,  décompoacea 

auÎTanl  lea  directiona  dea  foroea  P,  P,  P',  etc. 

5i6.  Cherchona  maintenant  & exprimer  1m  quantitéa  Ip,  tp‘,  tp",  etc., 
en  fonction  de  Icura  projectiona  anr  lea  axea  courdonnea  rectangnIairM. 
Pour  cela,  auient  tx , ty  et  /X  lea  projectiona  de  la  droite  mn  aur  cca 
troia  axea;  cea  projectiona  aeront  donnéea  par  Ica  aritca  ma,  mb,  me, 

Fig.ai3. 

d’un  paralltiJcpipède  cba  (fïg.  ai3),  qui  aurait  mn  pour  diagonale.  Or, 
la  projection  mi  de  la  vitesse  virtuelle,  étant  reprc'sentee  par  /p,  nous 
avons  êvidemmeot 

/p  =:  mn  cos  imn. . . (B^o)  ; 

et  comme  ce  cosinus  dépend  <le  ceox  que  forment  avec  les  aies  co> 
ordonnés  les  droites  mn  et  ml  entre  lesquelles  Tangle  Imn  est  com- 
pris, nous  allons  chercher  les  expressions  analytiques  de  ces  cosinus. 
Vig*3i3.  ponr  cci  effet,  en  considérant  d'abord  (fig.  ui3)  le  cosinas  de  Tangle 
que  la  droite  mn  forme  avec  l'axe  des  a:,  on  verra  qu^il  est  égal 

ma /x 

m/l  mn’ 

on  trouverait  de  même  que  les  cosinus  des  angles  formés  par  mn  avec 
les  deux  autres  axes  sont  respf'ctivement 

£l  a 

mn  mn* 

D'un  nuire  c6ié,  les  cosinns  des  angles  que  la  droite  mP  fait  avec  les 
axes  coordonnés  étant,  par  hypothèse^,  cos  a,  cos  C et  cos  y,  on  aura 
par  la  lomiule  (71),  page  78  , 

, /x  ^ 

M cos  Imn  = — C06  A H-  cos  Ç -f»  — - cos  y : 

mn  mn  mn 


au  moyen  de  celle  vnlcnr  l'équation  (370)  deviendra  • 
/p  cos  A.  Jir -f-cosC.^ coi  . (371)* 

De  même,  en  nommant  JT)/,  1 
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uoiu  de  mn,  de  m'nf,  de  m“n“,  etc.  (üg.  ais) , aar  Ut  axw  coordoDn<f«,  Fig.aia> 
nous  aurons  encore 


/;>' = cos  + cos  C . + cos  y' . 

/p*=  cos  cos  C“.d[y'+ cos  y". /z", 

etc.  etc.  etc.  etc. 

Outre  ces  valeurs , qu’il  fandra  substitner  dans  IVquation  (36g) , nous  y 
remplacerons  les  forces  P,  P',  P",  etc.,  par  les  quantités  de  mouve- 
ment perilues  mp , m'i/,  m"p",  etc.,  et  en  indiquant  les  expressions 
analogues  par  la  caracltTÎstique  Z , nous  aurons 

Z (mp  co$».tx  -4-  mp  cos  C.Jy+  mp  coty.ts)  =:  o. . . (37a). 

517.  Eu  ne  considc'rant  qu’une  des  quantités  analogues  que  comprend 
cette  équation , celle  qui  se  rapporte  h m , par  exemple,  et  qui  est 

mp  cosa.  Jy  4-  mp  cos  C.J^  -f-  mp  cos  y.4^ , 


on  reconnaîtra  facilement  qne  cette  expression  n’est  antre  chose  qne 
le  produit  de  mp  par  l’arcroissemcnt  de  la  vitesse  p lorsque  et  z 
deviennent  x + J^,  En  eSet,  si  noos  représentons 

la  vitesse  p parla  droite  mo  (Gg.  ata),  et  par  a , 6,  c,  les  coordon-  Fig. ata. 
nces  de  son  extrémité'  o , comme  celles  du  |K>int  m sont , par  hypo- 
thèse X,  y,  t J la  formule  de  la  distance  de  deux  points  dans  l’espace 
(note  de  l’art.  46,  page  an) , nous  donnera  * 

P=  V(x  — a)’  + (y  — b)‘  4-  (z  — e)*. . . (373). 

Pour  tirer  de  cette  équation  la  videur  de  tp,  il  faudra  changer  x en 
x + tx,  y en  y -t- ty  et  Z en  z-4-éi,  et  supposer  que  p devienne 
alors  p -4-  /p;  et,  en  élevant  au  carré,  on  trouvera 

(/»  4-  ép)*  = (x  — a -4-  j^r)s  -t-  (jr  _ i 4.  fy)t  4.  (z  — e -f-  41:)«. 


Un  déduit  de  cette  équation  la  valeur  de  tp , aptès  avou-  effacé  les  in- 
Qnimeut  petits  du  second  ordre;  mais  cette  opération  revient  h celle  de 
la  différentiation  de  l’équaiion  (373),  d’oh  l’on  tire  immédiatement, 
après  avoir  changé  J en  /, 


tp  = /X 4-  A. 

p p . p 


Les  fractions 


^ , qui  entrent  dans  cette  ex- 


picssioD  étant'  les  cosinus  des  angles  qne  la  vitesse  p,  représentée  par 
mo , fait  avec  les  axes  coordonnés,  comme  cette  vitesse  fait  partie  de  La 
droite  mP,  elle  a donc  la  même  inclinaison;  par  conséquent  les  cosinus 
sont  les  mêmes  que  ceux  que  nous  avons  désignés  par  cos  «,  par  eus  C 


*- 


I 


Digitized  by  Google 


344  DYNAMIQUE. 

et  par  cnt  y,  Au  mojcn  de  cette  dernière  obsmracton,  on  pcal  change 
rèqDaiioo  precedente  en 

= eos  cosC.^  + ^ 

Talenr  qui  noost  fait  retomber  sor  Tcquaiion  (37 1). 

fji8.  Malgré  cette  identité  de  1a  valeur  de  , considérée  comme  pro- 
jc^'tlon  do  fa  \iti  fse  TÎrtnvllc,  et  de  celle  de  /p  qui  nous  est  donnée  ini" 
mediatement  par  la  dilTércntiation  , ne  concluons  point  cependant  qu^il 
^ aucune  distinction  ^ faire  entre  les  accroissemens  J'x  , êy  » ip 
<t  les  difÎLrcntielles  rlr,  r/y*,  dz  et  dp, 

IS'ous  allons  voir,  au  contraire,  que  ces  quantités  ne  sont  égales  quVn 
certain  cas.  Pour  cela,  soit  F (•3'»^»  s,  r)  o Tune  des  équations 
du  problème,  si  le  sysienje  recuit  un  dérangement  infmimrnt  petit,  et 
qnc  t ne  varie  pas,  il  suffira  de  modifier  les  variables  qui  se  rapportent 
fl  IVspacc,  c'c8i-i»dire  de  supposer  que  x,  y y z deviennent 
y f s + et  si  Ton  retranche  du  nouvel  état  de  la  fonction  son 
état  primitif,  en  rejetant  les  infiniment  petits  des  ordres  inférieurs,  on 
aura 

F[(x  + /x),  [r  + fy)>  (=+/»)]-F(x,r.=), 

pour  l’accroUicment  de  U fonction,  c'e*t-.’i-diie  une  qiuntité  de  la  forme 
aairante: 

M/x  + Ndy  ŸSz\ 

mai<  si  l'on  diffcreniie  la  m^me  fonction,  et  qae  le  temps  soit  compris 
entre  les  rariablrs , on  parriendra  il  un  re'sohat  de  cette  forme 

IVIrfx  + Nf/^  ~h  PJt  -h  Q(Jt, 

rl  l'on  Toit  qu'il  ne  peut  j avoir  identité  entre  les  denx  expressions,  <pie 
d’autant  que  t est  constant;  car  alors  le  terme  Qdl  disp^irali. 

• 

5t9.  Le  cas  où  le  temps  entre  connue  variable  dans  les  équations  d’un 
système,  SC  rencontre,  par  exemple,  lorsqu'un  des  corps  est  ussa> 
jctii  à SC  mouvoir  sur  une  courbe  ou  sur  une  surface  courbe , ou  lors- 
qu'il  c&t  placé  sur  une  courbe  ou  sur  une  surface  en  mouvement,  on 
lorsque  la  vitesse  est  introduite  dans  Tune  des  équations  par  la  con' 
sidération  du  frottement  on  d'un  milieu  résistant  j car  cette  vitesse,  en 
vertu  de  réquaiion  (>4^),  introduit  l'clémeat  de  temps  dt 

dans  le  calcul. 

5io.  Il  suit  de  ce  qui  précède,  lorsque  ( entre  comme  vaiiaLlc  dan» 
une  équation,  on  ne  peut  admettre  qu'on  ait 

/x=:f/x,  =r  r/>',  /z^dz. 


Digitized  by  Google 


PBD<CirE  OBnÉBAL  de  I.A  rONSEBV.  DES  FOBCES  VIVES.  34^ 
Dans  ce  cas,  le  dcnin;;ement  inirodnic  dans  le  système  nVst  point  celui 
qui  lui  succède  ininicdiatement , et  qui  est  clans  le  chemin  que  lui  fait 
prendre  son  mouvement;  car  ce  nouvel  ctat  aurait  lieu  lorsque  les  co- 
ordonnées  deviendraient  x-f'dxi  ^ + Kn  un  mot,  les  coor- 

données X tix  f y dff  s 4*  dx , se  rapportent  k TeUl  effectif  du  sys- 
tème au  bout  du  temps  dt;  tandis  que  les  coordonnc'es 

SC  rapportent  è un  des  états  très  rapproches  de  la  position  prU 
niitive  que  le  système  est  susceptible  de  prendre  nu  bout  du  teuip»  dt , 
mais  pourvu  que  la  disposition  mutuelle  des  corps  ne  s'y  oppose  pas. 

Lorsque  le  temps  est  constant  et  qnc  , par  conscfquent,  le  terme  Qdt 
n'existe  pas  dans  la  différentielle,  on  a donc  le  droit  de  soppostr 

, tx=dx,  iY=zdy,  tz=.dz-, 

«talon  c'eat  admettre  qne  l'etat  réel  du  tyilème,  au  boni  de  l'inilaiK 
dl , «*l  celui  qu’on  lui  donne  en  vérin  du  petit  chau^cBieni  qu’il  eubit. 

5ai.  Ainei,  loriqiic  Ice  équaliuna  du  problème  ne  icnrermrnt  pan  le 
temps,  on  peut  supposer  qnc  1rs  projections  fi,  tt  de  la  vitesse 
virtuelle  sont  les  difTercnliclIes  dz , djr,  dz.  Celte  liyp<itbèse  convertit 
l’éqaation  (Sya)  en 


2 (nip  cos  et.dx-h  mp  cos  C.dy  + mp  cos  y dz)  = o j 

remplaçant  mp  cos  a , mp  cos  C,  mp  ens  y , par  leurs  valeurs  que  don- 
nent les  équations  {354}^  (355)  et  (356),  et  divisant  par  dl , l'équation 
précétlenle  deviendra 


(dxd'z +drd'r-\-dzd'z)  . v i j >7  r \ 

2<n  ^ — ■ — (Xr/j-(- Yi^y-t-Zr/r), 


ou  plnldt 


d (dx*  dyz  — I—  r/x*) 

S ; m = 2m  (X*  + ydy  + Zdz)  ; 


et,  en  observant  que  la  somme  dx'  + dy*  -f-  dz^ , divisée  par  le  carré 
du  temps,  donne  le  carré  de  la  vitesse,  nuus  aurons,  parce  que  j est  fac- 
teur commun  de  tous  les  termes  du  premier  membre. 


2mr/.s'*  = aSm  (Xrfx  Ydy  -f-  Xdz)  j 
et  comme  1,mdv^  revient  è 


md.w'  -h  m'd.i/’  -+•  m"  d , -f-  etc. , 

rjuantité  qui,  & cause  que  les  masses  m,  m',  m“,  etc.,  sont  des  constantes , 
peut  s’éctirc  ainsi, 

d (mv‘  -f-  ni'i/'*  -f-  m'V*'  + etc.)  = dXmi’‘, 
on  a donc  enlin 
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tiïinw  = a2iM(X<ix  + ïdr  + Zii»)...  (374); 
iategmm  . od  a ' 

2/w»^»  = C a/rm  (Kdx  + Ydy  + Zdz). . . {3^5). 

C c*l  dans  cette  ^t^aation  que  consiste  le  principe  general  de  la  conserva- 
tion des  forces  TÎves  : clic  .nous  apprend  que  ia  somme  de  ces  sortes 
de^  forces  ne  de'pcnd  pas  des  courbes  décrites  par  les  mnbilc  m , n/, 
m etc. , mais  bien  des  coordonnées  x , r»  = i x',  s'j  x",  7 *,  z",  etc., 
et  des  forces  accélératrices  X , Y,  X',  Y',  Z'j  X",  Y'',  Z%  etc*,  ap- 
pliquées au  divers  points  du  système;  et  que  la  somme  des  forces  vives 
redeviendra  fa  meme  pour  toutes  les  positions  du  système  qui  seront  <lè- 
terminces  par  les  memes  coordonnées. 

5aa.  Ce  principe | comme  nous  Pavons  fait  observer,  n*a  lieu  que 
lorsque  le  temps  ai 'entre  point  en  considération  ilaos  la  liaison  mutuelle 
des  corps.  Hcureufcincni  que  ce  cas  est  celui  de  la  nature , qui  ne  noua 
présenté  que  des  forces  qui  tendent  vers  des  poiuts  üzes,  et  dont  les  iu- 
icnsi'cs,  pour  pouvoir  dépendre  de  l'attraction  de  ces  poinu,  doivent 
être,  comme  on’l’a  vu  an.  des  fonctions  de  leurs  distances  res» 
jwciivcs.  Nous  avons  dèji  démontre,  art.  336,  que,  dans  ccUc  cir- 
constance , le  second  membre  de  Péqaation  (37^)  était  intégrable;  ce  qui 
précède  va  nous  foomir^CQCorc  les  moyens  de  prouver  que  celle  équatiou 
(^7-*)  également  intégrable  lorsque  différens  corps  soumis  à une  at- 
traction matnelle  sont  sidlicitcs  par  des  forces  accélératrices  propor* 
tionnclJcs  à leurs  masses  cl  fonctions  de  leurs  distances  respectives. 

5a3.  Pour  le  démontrer,  soient  Pet  P'  les  forces  attractives  qui  solli- 
citent les  masses  nt  et  m'  concentrées  h leurs  centres  de  gravite  m et  m' 
î-  O'S*  ^*4)»  qui  agissent  dans  la  direction  de  la  droite  mm',  représentée 
par  p.  Les  coordonnées  des  points  m cl  m'étant  x,  y,  z;  x',  7^,  2', 
la  droite  mm'  = p fera  avec  les  axes  coordonnés  des  angles  dont  les  co- 
sinus seront  respectiveuiem 


(Mir  conséquent  la  force  P,  qui  est  située  dans  la  direction  de  p,  aura 
pour  composantes  suivant  les  axes  coordonnés 


P *■ 


Y = P 

P 


— ^ Z=P 


(z-z') 


Or,  la  force  P' agiss.int  en  seus  contraire  de  P,  fera  avec  les  axes  coor- 
<lonnés  des  angles  qui  seront  supplémens  de  ceux  que  P formait  avec  les 
iJK'Nies  axes,  et  qui  auront  pat  cnnscqncnt  des  cosinus  de  signes  cou- 
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traires.  11  auil  de  1&  que  le*  composante*  de  P'  parallèle*  aux  axe*  coor- 
donn<.‘s,  «cronl 

p<(^  ^ Y'  = p>  ( 7> p>  ~ *0 

P ’ P ’ P ' 

Cela  pose,  l'expreiaion  Xm(XJx  + Ydjr  + XJt)  étant  •ortie  da  *a 
forme  d'abrceiation,  reTÎcot  it 


mXdx  4-  mYtfy  4-  mZdx  4-  m'X'dx'  4*  m' Y'V4-  mfZ'dt'  4-  etc.  ; 

si  non*  y *utwtituon*  le*  Talenrt  de*  force*  que  non*  Tenon*  de  détermi- 
ner, noos  aurons,  en  rassemblant  le*  quantité*  qui  se  rapportent  aux 
memes  coordonnées,  , 

(mVdx  - m'P'dx')  + (mPrfr  — m'P'dr') 

4-  (mPds  — m'P'dz^ 


Mais  la  force  accélératrice  P,  qni  agit  sur  m,  et  qui  prorlent  de  l'attrac- 
tion qui  réside  dans  la  masse  m',  est  proportioniiclle  h cette  masse,  d'après 
notre  bypotbèset  et  comme  il  en  est  de  mime  de  P”  b l'égard  de  m,  on 
doit  avoir 


d'où  l’on  tire 


P : P'  : : m'  ; m ; 
P'm'  = Pm  ; 


substituant  cette  valeur  dans  l’expression  précédente,  et  réduisant,  on 
obtiendra 


p„.  (dx  — dx^ -h  {dy  — dy)  4- {dt  — JîqJ...  (î-fi). 

Mais  la  quantité  renfermée  entre  le*  crocliets  est  une  dilTérentii'IIe  exacte. 

En  e0ct , si  l'on  differentie  par  rapport  b toutes  les  lettres,  la  formule 

(x  — x'j*  4-  ( r —y)‘  4-  f* — tO’  = P’  . 

on  trouvera 

(x  — x'Ydr  -dx')-h(r-~y)  (dr  — dy)  4-  (*  — »')  (</*  — c/*'; = pdp 
d'où  l’on  tirera 

{dx  — dx)  4-  ^ ^ P ■ (djr  — dy') 4-  (»  — a'J  = dp. 

Celte  valeur  réduit  la  formule  (376)  b mPdp,  et  nous  donne  une  diffé- 
rentielle complète,  puisque,  par  hypothèse,  P est  fonction  de  p. 

Celte  ilémonstration  pourrait  s’applii|ucr  b un  plus  grand  nombre  de 
forces  accélératrice*. 
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terminerons  pa»  ccue  matière  sans  faire  remarquer  qae^ 
parmi  les  forces  dont  les  intensités  sont  des  fonctions  de  leurs  distance» 
aux  points  sur  lesquels  elles  agissent,  on  doit  comprendre  le»  ressorts 
et  particulièrement  les  htHico'ides.  On  appelle  ainsi  ceux  que  forme  un 
, fil  de  métal  disposé  en  spirale,  et  composant  une  espèce  de  cylindre 
creux CCS  ressorts  étant  interposés  entre  li*s  corps,  se  contractent  ou. 
s'allongent  d'une  quantité  qui  est  une  fonction  de  leurs  longncurs,  ce  qui 
les  fait  rentrer  daus  la  classe  des  forces  qui  rendent  les  trustions  (3S8) 
intégrables.  C'est  ]>ar  cette  cause  qne  le  principe  de  la  cnnscrraiion  des 
forces  vives  s'observe  dans  le  choc  des  corps  élastiques. 

Du  maximum  et  minimum  de  la  somme  des  forces  vwesj 
et  de  la  stabilité  des  corps» 

5a5.  ^ons  avons  vu  , art.  5ao,  que  l'équation  générale  des  forces  vives 
ne  |>ouvail  s'intégrer  que  lorsque  le  second  membre  ne  comprenait  pas 
le  temps  pnrmi  les  vaiiablcsÿ  supposons  donc  qu'en  pareil  cas  ou  pût 
déterminer  l'intcgiale  de  l'cquntion 

dXmv*  = iXm  (\dx  -f-  YJy  + Tuh). . . (377)  ; 

comme  le  second  membre  ne  renferme  de  différentielle  que  dx,  djr,  dz\ 
dx\  dy\  d%\  etc  , sou  intégrale  sera  une  fonction  des  coordonnées  Xy 
y y Z j x',  fy  etc.  Soit  P celte  fonction,  nous  aurons 

2mi'«  = C + a.  (x,  IJ  x', i',  etc.)...  (3^8). 

La  valeur  de  Zmr*  est  susceptible  de  devenir  nn  maximum  ou  un  mini- 
mum lorsque  la  dinVrcntiellc  de  3^(x,  y»  z ; V,  y y z\  etc.)  est  égale  4 
zéro;  or,  cette  différentielle  n'étaot  autre  chose  que  le  second  membre 
de  l'équation  (377),  dont  rintégraiion  donne  l'cquation  (378),  on  voit 
que,  «lans  le  cas  «lu  maximum  ou  du  minimum  , on  a 

a2m  (Xdx  -f-  \dy  + Z//s)  = o. 

5qG.  CbcrchoDs  maintenant  dans  quelle  circonstance  régalitc  à zéro, 
prescrite  par  cette  équation,  peut  avoir  lieu.  Pour  cct  effet , il  fautsc 
rappeler  que  lorsque  le  système,  «lans  son  iiiouvcmriit , arrive  à lune 
de  scs  positions  d'équilibre,  et  qu’on  le  dérange  inünimcnt  peu,  sans 
lui  communiquer  de  nouvelles  vitesses,  féquation  des  vitesses  vimirllcs 
doit  sc  rcaliser.  Or,  X,  Y,  Z leprcscntani  les  composantes  de»  forces 
acccicratriccs  parallèles  aux  axes  coordonnés  , les  forces  motrices  de- 
viennent dans  ce  cas  w\,  mY  , mZ  ; et  puisfjue  «fr , y ér , art.  5i;», 
Fig.3l5.  sont  les  projections  di-s  vitesses  virtuelles  des  points  d’application  de 
CCS  forces  sur  leurs  dinTlions , on  a par  le  principe  des  vitesses  virlnclles 
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c(  comme  noos  aronf  to  qu’oa  arait  le  droit  de  supposer  ici 
tx  = dx,  ty  = dy,  tz—dz, 
notre  équation  dceiendra 

2nj  (X<Lc  -t-  Ydy  + 7jdz)  = o , 

et  sera  satisfaite  lorsque  le  système  passera  par  une  position  qui  soit 
telle,  qu’elle  resterait  en  équilibré  s’il  n’aeait  d’autre  vitesse  que  celle 
qui  provient  des  forces  acccirratrices  X,  Y,  Z. 

.'>07.  Pour  appliquer  l’équation  (377) , au  cas  oit  l’on  n’aurait  d’antres 
forces  accéleTatrices  que  celle  de  la  pes.mteur,  plaçons  l’axe  des  s dans 
un  sens  vertical , nous  aurons 

X = o,  Y = o et  Z = -^...  (379); 

et  , en  norarntint  M la  masse  du  corps  et  l’ordonnee  du  centre  de 
gravite',  lequation  (377)  étant  inte’grcc,  nous  donnera 

1 

2ms>'  = if  1m  pCdx  •+•  Ydy  + Txlz). 

Mais  on  a vu , art.  Sut , que  cette  intégrale  ^tait  aussi  exprimée  par 
1nw‘  = c + Hmf(\dx  + Yr^  -h  Zdz).. . (38o); 

remplaçant  X,  Y,  Z,  par  les  valeurs  que  les  e'quMions  (879)  donnent  ' 
pour  riijpotliése  actuelle,  l’éqnation  prcccdenle  se  réduira  A 

— C — •iimfgdt, 

et  mettant  dans  le  second  membre,  M A la  place  de  1m,  on  aura 
2/nv>  = C — aMÿx,. 

Le  premier  membre  de  celte  équation  représentant  une  quantité  essen- 
tiellement positive,  il  faut  qu’il  en  soit  de  même  du  second,  et  que  par 
conséquent  C soit  ^voshlf.  Cela  posé,  ce  second  membre  étant  d’autant 
pins  grand  que  la  partie  négative  uMg’s,  est  moindre  , on  volt  que  la 
plus  grande  et  que  la  plus  petite  valeur  de  x,  correspondent  an  minimum 
et  an  maximum  de  Imv*  ^ d’oii  il  faut  conclure  que  la  somme  des  forces 
vives  parvient  A son  maximum  lorsque  le  centre  de  gravité  est  le  plus 
bas,  et  A ton  minimum  lorsqu’il  est  le  plus  haut. 

5's8.  Le  systirae  est  dans  une  position  d’équilibre  stable,  lortqu’cn 
l'écaitant  fort  peu  de  celle  position^  il  tend  A y revenir  en  faisant  de 
petites  oscillations;  il  est  dans  on  état  d’équilibre  instantané,  lorsqu’à- 
près  l’avoir  écarté  de  ta  position  d’équilibre,  il  tend  A s’en  éloigner  do 
pins  en  plus. 
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5ag.  Un  cylindre  clllpûqne  A'B  (fig.  ai5  et  ai6)  qui , n'clant  anime 
d'ancune  viieiue,  teraii  placé  lur  nn  plan  faorianntal  MN,  peut  nous 
en  fournir  un  exemple.  On  voit  d'abord  que  ses  positions  d’équilibre 
doivent  se  rencontrer  sur  les  droites  AA',  BB',  CG',  DD'  qui  renfer» 
ment  les  sommets  des  axes  de  toutes  les  ellipses  formées  par  les  sections 
Fig.  ai5.  parallèles  an  plan  ACBD  j car  en  menant  un  plan  vertical  p.ir  1a  ligne  de 
Fig.aiG.  contact  Diy  (flg.  ai5),  ou  AA' (Rg.  ai6),  la  somme  des  momens  par 
rapport  11  ce  plan  doit,  à cause  de  la  symétrie  de  la  Ggurc,  être  égale 
Fig  al5  ^ conime  le  centre  de  gravité  occupe  le  milieu,  on  voit  qu’il 

Fig  ai6  place  I*  pl“*  l’a*  (l’f?-  I*  pl“*  1’““^  (l*g-  ai6).  Donc,  art.  $37, 

la  somme  des  forces  vives  est  dans  le  premier  cas  II  sou  maximum,  et 
dans  le  second  h son  minimum.  Il  resterait  b prouver  que  le  maximum 
ré])ODd  II  l’équilibre  stable  , et  le  minimum  h l’équilibre  instantané j mais 
cela  nous  mènerait  trop  loin,  et  nous  renvoyons  cette  démonstration  & 
la  Mécanique  de  Lagrange.  Nous  nous  bornerons  b Taire  remarquer  que 
lorsque  le  corps  tend  b se  maintenir  dans  sa  position  comme  dans  la 
• fjgure  qi5^  on  b se  renverser  sur  le  plan  MN  comme  dans  la  üg.  ai6, 
lig.aiC.  indique,  dans  le  premier  cas,  que  l’équilibre  est  stable,  et 

dans  Ic'second,  que  l’équilibre  est  instantané. 

Fi  ai5  pl“Ç“"^  le  cylindre  de  manière  que  les  droites  DD',  AA', 

” ’ CC',  BB'  (fig.  ai5 ) reposent  snccessivcmeni  sur  le  plan  horizontal , ce 

cylindre  passera  donc  par  quatre  positions  qni  seront  alternativement 
dans  un  état  d'équilibre  stable , et  dans  un  état  d’équilibre  instantané. 

On  ne  doit  pas  être  surpris  de  voir  un  corps  alterner  ainsi  scs  po> 
sitions  d’équilibre  stable  et  d’équilibie  instantané  p car  DD'  étant  par 
hypothèse  b nne  de  tes  positions  d’équilibre  stable , si  l’on  donne  une 
légère  impulsion  au  corps,  il  tendra  b revenir  b la  même  place;  mais 
si  l’on  écarte  de  plus  en  plus  DD'  de  sa  position  primitive,  sa  ten- 
dance b y retonrner  s’affaiblira,  et  le  mouvement  des  corps  finira  par 
tendre  veis  CC',  qui  est  ta  seconde  position  d’équilibre  stable.  Il  y 
aura  tlonc  entre  DIF  et  CC'  une  droite  AA',  suivant  laqnclle  le  mo- 
bile n’aura  ni  tendance  vers  DD',  ni  tendance  vers  CC';  cette  droite  dé- 
terminera nne  position  d’équilibre  instantané.  En  effet,  de  AA' en  DD' 
le  mobile  tend  b revenir  vers  DIF,  et  h s’écarter  de  AA';  il  tend  éga- 
lement b s’en  écarter  dqmis  AA'  jusqu’en  CC',  puisque  alors  la  dispo- 
sition nouvelle  du  corps  est  de  le  ramener  vers  CC";  donc  le  mobile 
tend  de  chaque  côté  de  AA'  b s’écarter  de  cette  droite,  et  par  cousé- 
ipient  se  tronve  en  AA'  dans  nne  position  ^équilibre  instantané. 

% 
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TROISIÈME  PARTIE. 


HYDROSTATIQUE. 


De  la  pression  qu’exercent  les  Jluides. 

I 

531.  On  appelle  fluide  un  assemblage  de  particules 
matérielles  qui  cèdent  à la  moindre  pression , et  qui  sont 
mobiles  en  tous  sens. 

Lorsque  ces  molécules  matérielles  ont  de  l’adhérence 
entre  elles , les  Iluides  ne  sont  pas  dans  un  état  de  fluidité 
parfaite',  c’est  pourquoi  nous  ferons  abstraction  de  cette 
adhérence. 

532.  On  divise  les  fluides  en  fluides  incompressibles  et 
en  Quides  élastiques.  Les  Quides  incompressibles  sont  ceux 
qui  occupent  toujours  le  même  volume , lorsque  la  tem- 
pérature est  constante  ; parmi  ces  Quides  , on  range  le  mer- 
cure , l’eau , le  vin , l’buile , etc. 

Les  fluides  élastiques  sont  ceux  qui  peuvent  changer  de 
figure  et  de  volume;  on  met  au  nombre  de  ces  Quides  l’eau 
réduite  en  vapeurs,  l’air  et  les  diOérens  gax. 

533.  Soit  un  vase  ABCD  (fig.  217)  entièrement  fermé  et  Fîg.ai? 
rempli  d’un  Quide  que  nous  supposerons  être  sans  pesan- 
teur : si  l’on  fait  deux  ouvertures  EF  et  HI  d’égales  su- 
perficies, et  qu’on  y applique  les  pistons  K et  L pressés 

par  des  puisssances  égales  RK,  SL  dirigées  perpendiculai- 
remout  aux  superficies  HI , EF,  ces  puissances  resteront  en 
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équilibre.  II  faut  donc  que  la  pression  exercée  sur  la  sur- 
, face  EF  se  communique  à la  surface  HI  par  l’intermédiaire 
, du  iluidc;  ce  qui  ne  peut  être,  à moins  que  les  particules 
des  fluides  n’éprouvent  partout  la  meme  pression.  On  peut 
donc,  d’après  cette  expérience,  établir  la  proposition  sui- 
vante : La  propriété  qui  caractérise  les  fluides  est  que, 
lorsqu’une  puissance  est  appliquée  à un  fluide,  elle  y exerce 
une  pression  qui  se  transmet  dans  tous  les  sens. 

53.'{.  Examinons  maintenant  comment  cette  propriété  , 
qui  est  connue  sous  le  nom  de  principe  d‘égalité  de  près— 
sionj  peut  être  exprimée  par  une  équation.  Pour  cela,  con- 
Fig.ai?.  sidérous  un  fluide  qui  reposerait  dans  un  vase  AL  (dg.  218) 
construit  en  formé  de  parallélépipède,  et  dont  la  base  ABCD 
serait  horizontale.  Supposons  qu’à  la  partie  supérieure  EIH 
du  fluide , on  ait  appliqué  un  piston  qui  presse  cette  basa 
sur  tous  ses  points;  nommons  P un  poids  qui  agirait  sur 
ce  piston  perpendiculairement  à la  surface  de  sa  base  ; 
cette  base  sera  pressée  comme  si  le  poids  P lui  était  im- 
médiatement appliqué,  et  chacun  de  scs  points  supportera 
une  pression  proportionnelle  à son  étendue;  de  sorte  que 
si  nous  appelons  A la  surface  ABCD,  et  a une  partie  Kbcd 
de  cette  surface,  et  que  p soit  la  pression  que  supporte  a, 
on  déterminera  p par  la  proportion  suivante  : 


A ; a P : />. 

Prenant  a pour  unité  de  surface,  nous  aurons 

P 

P=  V 


par  conséquent,  si  m représente  le  rapport  de  la  surface 
Kb'c  et  à la  surface  Kbcd  prise  pour  unité,  la  pression  P' 
que  supporte  la  surface  Kb'ccT  sera  donnée  par  l’équation 

V=p»...  (38i); 
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et  coranic  toutes  les  parties  de  la  masse  üuidc  doivent  être 
egalement  pressées , il  en  résulte  que  si  la  surface  i , au 
lieu  lie  se  trouver  sur  la  base  du  vase,  était  située  sur  scs 
parois  latérales,  on  aurait  encore  pi  pour  la  pression  qui 
agirait  contre  cette  surface  latérale. 

535.  Dans  le  cas  ou  la  surface  i est  infiniment  petite  , 
elle  jieut  être  représentée  par  le  rectangle  élémentaire 
dxdy  ; d’où  il  suit  que  pdxdy  est  la  pression  encrcée  par 
le  pistou  contre  un  élément  du  vase,  en  quelque  part  que 
cet  élément  soit  situé,  et  lors  même  que  la  surface  de  cc 
vase  serait  composée  de  surfaces  courbes. 

536.  Dans  ce  qui  précède,  nous  n’avons  eu  égard  qu’à 
une  pression  P appliquée  à la  surface  du  fluide;  mais  si 
lu  fluide  était  sollicité  par  diBërentes  forces  accélératrices, 
le  fluide  cesserait  d’être  également  pressé  dans  tous  les  sens. 

Dans  ce  cas,  il  éprouverait  deus  sortes  de  pressions;  i“.  celle 
qui  dérive  de  la  pression  P ; a®,  celle  qui  est  produite  par 
les  forces  .iccélératriccs.  Cette  seconde  pression  est  en  gé- 
néral variable  d’une  molécule  à l’autre;  ce  qui  revient  à 
dire  que  chaque  molécule  peut  être  soumise  à uue  force 
accélératrice  quelconque. 

537.  Pour  donner  un  exemple  de  cette  seconde  espèce 
de  pression , supposons  que  le  fluide  contenu  dans  le  vase 
ABCD  (fig.  217)  devienne  pesant;  alors  on  devra  considé-  Fig.ai^. 
rer  chaque  molécule  comme  animée  par  une  force  accélé- 
ratrice due  à l’action  de  la  pesanteur. 

Mous  verrons  par  la  suite,  lorsque  nous  parlerons  des 
fluides  pesans,  que  le  principe  d’égalité  de  pression  est  bien 
modifié  par  cette  circonstance.  Il  suit  de  ce  qui  précède, 
que,  dans  le  cas  où  l’on  considère  des  forces  accélératrices, 

P doit  doit  être,  en  général,  regardé  comme  variable;  ce 
qui  n’empêche  pas  que/;  ne  représente  toujours  la  pression 

ÉUm.  de  Mècanif^ue.  23 
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sur  runilé  de  surface  de  la  molécule  dm  qui  se  rapporte 
auE  coordonuées  JT,  V,  z , correspondantes  à p. 

Des  équations  générales  de  F équilibre  des  fluides.- 

538.  Considérons  maintenant  une  molécule  fluide  qui , 
étant  sollicitée  par  plusieurs  forces  accélératrices , serait 
mise  en  équilibre  dans  une  masse  fluide,  et  cherchons 
les  équations  de  condition  qui,  dans  ce  cas,  doirent  avoir 
lieu. 

Pour  cet  effet,  supposons  que  le  plan  des  x,  y soit 
horizontal  et  situé  au-dessus  du  fluide  que  nous  concevrons 
comme  partagé  en  petits  parallélépipèdes  élémentaires,  par 
des  plans  parallèles  aux  trois  plans  coordonnés.  Soient  dm 
la  masse  de  l’un  de  ces  élémens,  c\.  x , y,  z ses  coordon- 
nées; le  volume  de  cct  élément  sera  exprimé  par  Jxdyds-, 
en  le  multipliant  par  la  densité  ç , supposée  constante 
dans  cet  élément , nous  aurons , art.  162 , gdxdydz  pour 
l’expression  de  la  masse  élémentaire  du  fluide;  ce  qui  nous 
donnera  cette  équation 

dm  = (dxdydz . . . (38i). 

Cela  posé,  soient  X,  Y,  Z les  forces  accélératrices  qui 
agissent  sur  l’élément  dm  et  qui  sont  supposées  constantes 
dans  toute  l’étendue  de  cet  élément  En  multipliant  ces 
forces  par  la  masse  dm,  nous  aurons,  art.  44^.  '^jdm , 
Ydm  et  Zdm  pour  les  forces  motrices  qui  doivent  contre- 
balancer les  pressions  que  le  fluide  exerce  sur  les  six  faces 
Fig.aig.  je  l’élément.  La  surface  supérieure  dxdy  ( fig.  219  ) étant 
prolongée  jusqu’à  ce  qu’elle  devienne  égale  à l’unité  de 
surface  représentée  par  BC,  imaginons  que  la  pression  que 
supporte  dxdy  soit  la  même  dans  toute  l’étendue  de  BC, 
et  nommons  p cette  pression  que  supporte  BC.  Lorsque 
l’ordonnée  BD  = * sc  changera  en  DE  = * -+-  cfa , la  pres- 
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sion  P qui  varie  avec  s deviendra 


P 


355 


et  exprimera  la  pression  de  l’unité  de  surface  sur  la  hase 
EF  du  parallélépipède. 

Par  conséquent , pour  avoir  les  pressions  sur  la  surface 
supérieure  BG  et  sur  la  surface  inférieure  EF  de  l’élément, 
il  faudra  multiplier  ces  surfaces  BG  et  EF,  égales  chacune 

à dxdy,  par  les  pressions  />  et  p dz  qui  agissent 

l’une  sur  le  plan  de  BG  et  l’autre  sur  le  plan  de  EF , et 
l’on  aura  pour  ces  pressions  que  supportent  BG  et  EF, 


pdxdy  et 


la  différence  de  ces  pressions  verticales  sera  donc 
%dzdxdy, 

et  comme  elle  doit  faire  équilibre  à la  foroe  motrice  ver-; 
ticale , on  aura 

’ * ~ dzdxdy  = Zdm  ; 

. ‘ f'  J. 

et  en  mettant  pour  dm  sa  valeur  donnée  par  l’équat  (38a), 
et  en  réduisant,  on  trouvera 


Pareillement,  en  nommant  ^ et  r les  pressions  latérales  \ 
exercées  sur  l’unité  de  surface,  et  qui  agissent  contre  les 
faces  dxdz  et  cfydz,  on  obtiendra 
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Nous  aTons  vu , art.  53^ , que  la  pression  sur  Tune  des 
faces  se  composait , non-seulement  de  la  pression  qui  se 
distribue  également  sur  tout  le  fluide,  mais  encore  de  la 
pression  csercée  par  l’action  des  forces  accélératrices.  Ainsi 
pour  évaluer  la  pression  qdxdz  qui  agit  sur  la  face  dxdx, 
on  voit  que  cette  pression  se  compose,  i®.  d’une  pression 
égale  à la  pression  pdxdy  qui  se  distribue  également  sur 
tout  le  fluide;  2°.  de  la  pression  sur  la  face  dxdz,  due  aux 
forces  accélératrices.  Or,  les  forces  accélératrices  étant  res- 
pectivement Hdm,  Ydm,  Tjdm,  l’expression  due  à l’action 
de  ces  forces  accélératrices  sera  une  fonction  de  leurs  in- 
tensités que  nous  représenterons  par 

F (Xrfm,  Ydm,  Zdm), 

et  nous  aurons 

qdxdz  = pdxdy  F (Xdm,  Ydm  , Zdm).  . . (383). 

La  propriété  de  la  fonction  désignée  par 
F (Xûl/n,  Ydm,  Zdm) 

étant  que  cette  quantité  s’évanouisse  lorsque  les  forces 
accélératrices  sont  nulles,  il  faut  que  cette  fonction  puisse 
se  ramener  à ne  contenir  que  des  termes  qui  aient  pour 
facteurs  Ydm,  Ydm,  Zdm.  En  ordonnant  ces  termes,  à 
partir  de  ceux'qui  renferment  les  moindres  puissances  de 
dm,  nous  pourrons  supposer  , 

F (Xdm,  Ydm,  Zdm)  ~ MX<//ra  -f-  l^\dm  VZdm  -f-  etc. 

Substituant  cette  valeur  dans  l’équation  ( 383  ) , nous 
aurons 

qdxdz  = pdxdy  -f-  }AXdm  YYdm  VZdm  etc., 

et  eu  mettant  (dxdydz  à la  place  de  dm,  celte  ûjuation 
deviendra 
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qdxJz  — pdxdy  -+-  i^Wdxdydz  + (SYdxdydz 
^VLdxdydx  + etc. 

DÎTisant  par  dxdy , on  a 


*1  —p  {.HXt/*  {NY</ï  + (?7jdx  +.  etc  . . (384). 

Les  ternies  jMXif*,  {NY(/«,  (PZ</z  étant  inGniinent  petits 
à l’égard  de  p,  il  en  résulte  que  l’équation  (384)  ré- 
duit à 

q=p. 

On  démontrerait  de  même  que  r~p-,  par  conséquent  les  • 
équations  d'équilibre  deviennent 


en  multipliant  ces  équations,  la  première  par  dx,  la  se— 
<x)nde  par  dy,  et  la  troisième  par  dx,  et  les  ajoutant,  on 
trouvera 


dp  = iZdx  + ^dy  + \dx)f...  (386); 

telle  est  l’é<|uation  qui,  par  son  intégration , doit  donner  la 
valeur  de  la  pression  sur  l’unité  de  surface  dans  un  fluide 
quelconque. 


Application  des  équations  générales  de  iéqnilibre 
des  Jl aides  au  cas  des  Jluides  incompressibles. 

53g  Considérons  un  fluide  incompressible  bomogèiic 
qui  repose  dans  un  vase  capable  d’oppo.ser  à la  pression  une 
résistance  iiuléiinie:  la  pression  p exercée  sur  l’unité  de  sur-  • 
face,  en  un  point  qui  a jiour  coordonnées  x =za,  y=zh  ^ 
i—c,  sera  donnée  par  l’intégrale  de  l’cxiuation  (386)  , 
dans  laquelle  on  substituera  ces  valeurs.  Or  , la  densité  ç 
étant  constante,  la  valeur  de  p dépendra  de  la  (lossibilité 
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de  pouvoir  intégrer  la  formule- 

7d*-{-Ydy-{-Xdx...  (387); 

c’est  à quoi  l’on  parviendra  toujours  lorsque  cette  formule 
sera  une  différentielle  exacte  des  variables  x,  y,  x. 

Supposons  donc  que  cette  condition  soit  remplie , et 
qu’on  ait  déterminé  la  pression  p\  cette  pression  sera  dé- 
truite par  la  résistance  du  vase;  mais  si  la  pression  devait 
être  appliquée  sur  une  partie  de  la  surface  supérieure  du 
fluide,  dans  ce  cas  le  fluide  ne  pouvant  opposer  de  la  résis- 
tance à la  force  qui  le  presse , il  faudrait  que  p fût  nui 
par  lui*mcnie;  alors  l’équation  (386)  se  réduirait  à 

Xdx  + Ydy  + Zdz^o...  (388). 

Enfin,  il  pourrait  arriver  que  la  pression  p fût  constante; 
et  comme  la  dificrentielle  d’une  constante  est  égale  à zéro, 
l’équation  (388)  aurait  encore  lieu  dans  ce  cas. 

540.  Lorsque  l’expression  ( 387  ) est  une  diflérentielle 
exacte,  et  que  l’équation  (388)  a lieu , il  en  résulte  dp  = o-, 
donc  la  pression,  si  elle  existe,  ne  peut  être  que  constante. 
Or  dans  ce  cas,  pour  que  le  fluide  puisse  garder  l’équilibre, 
il  faut  que  la  résultante  des  forces  accélératrices  qui  agit 
de  dehors  en  dedans,  soit  en  même  temps  normale  à la  sur- 
face du  fluide;  car  si  cela  n’était  pas,  on  pourrait  la  dé- 
composer en  deux  forces,  l’une  normale  et  l’autre  tangente 
à la  surface  du  fluide;  il  est  évident  que  cette  dernière  fe- 
rait glisser  la  molécule  dm. 

541.  G:tte  circonstance  est  aussi  indiquée  par  l’équation 
• ( 388  ) ; car  soient  x',  y,  z les  coordonnées  d’un  point 

commun  à la  surface  et  à la  résultante  des  forces  X , 
Y,  Z;  les  équations  de  la  normale  au  point  x',  y,  i', 
d’une  surface  courbe  étant  de  Calcul  différen- 

tiel, page  54) 
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X — J — 


a 

dx' 

dy' 


■ (389). 


On  Toit  qu’il  ne  s’agit  que  de  substituer  l6s  valeurs  des 
ooeiEciens  difiérentiels  ^ et  , déterminées  par  l’équa- 
tion (388),  pour  que  les  équations  (38g)  deviennent  celles 
de  la  normale  i la  surface,  qui  se  rapporte  à l’équation 
(388).  Or,  en  ayant  égard  à la  notation  de  Fontaine, 
et  en  regardant  X , Y , Z comme  des  fonctions  des  coor- 
données x\  y',  a',  l’équation  (388)  nous  donne 


_çfc'_Z  _ Z 
dx’~\’  dy'~Y' 

Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  précédente,  011  ob- 
tient pour  les  équations  de  la  normale  au  point  x',  y',  a', 

» Z , , Z . , i 

* =^(2— a),  y — y =Ÿ(a  — a). 

Ces  équations  sont  précisément  les  mêmes  que  celles  que 
nous  avons  trouvées , art.  87 , pour  la  résultante  des  forces 
X,Y,  Z. 

542.  L’équation  (388)  étant  toujours  supposée  intégrable, 
nous  fournit  encore  des  conséquences  remarquables;  car  si 
l’on  représente  par  F (a,  jk.  *)  -f-C  l'intégrale  de  cette 
équation  ; en  faisant  C = -7-  A , on  en  déduit 


F(*.  *)==A. 

Si  l’on  donne  successivement  h A différentes  valeurs  crois- 
santes o,  a,  a,  a",  a",  a”,  etc.,  on  aura  les  équations 


\ 
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F (•»)  J',  s)  = O, 

F (*.  J',  a)  = «» 

F (x,  s)  = a, 

F (a,  J',  *)  = aC."), 
etc. 

Toutes  CCS  équations  auront  pour  diScrcntielIe  l’équation 
(388) , et  dans  leur  nombre  se  trouTCra  celle  de  la  surface 
du  fluide,  c’est-à-dire  celle  <|ui  est  censée,  par  la  différen- 
tiation,  avoir  donné  l’Cquation  (388). 

Supposons  donc  que  F (x,  z)  = a^-"^  soit  celte  équa- 
tion; alors  les  autres  seront  celles  d’autant  de  surfaces  qui 
jouiront  toutes  de  cette  propriété  commune,  que  la  résul- 
tante R des  forces  X,  Y,  Z devra  être  non  - seulement 
normale  à la  surface  F (x,  y,  z)  — flt")  qui  est  celle  du 
fluide,  niais  encore  l’étre  à toutes  les  autres  surfaces. 

En  effet,  si  nous  nommons  x',  j',  z'  les  coordonnées  du 
point  où  la  résultante  R rencontre  l’une  des  surfaces,  par 
exemple , celle  dont  l’équation  est 

F (*,  J,  z)  = a, 

l’équation  de  la  normale  au  point  x',  y , z , se  déduira  de 
l’équation  (388),  par  le  procédé  que  nous  avons  suivi  ar- 
ticle 541  ; d’où  nous  conclurons,  comme  dans  cet  article, 
que  la  normale  au  point  »*,  y , z de  la  surface  courbe 
coïncide  avec  la  direction  de  R qu’on  suppose  p.asser  par 
ce  point.  On  a donné  aux  surfaces  dont  nous  venons  de 
]>arlcr,  le  nom  surfaces  de  niceau.  Si  l’on  suppose  que  les 
constantes  o,  a,  a’,  a",  a”,  etc.,  aillent  en  s’augmen- 
tant par  degrés  insensibles,  la  masse  fluide  sera  partagée 
par  les  surfaces  de  niveau  en  une  suite  de  tranches  infi- 
niment minces  que  l’on  est  convenu  de  nommer  conckes- 
de  niveau. 
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543.  Il  suit  de  ce  qui  précède,  que  lorsque  le  iluide 
n’est  animé  que  par  des  forces  accélératrices  dirigées  vers 
un  centre  Cie,  sa  surface  extérieure  doit  être  spliérique. 
On  peut  parvenir  au  même  résultat  par  l’analyse.  Pour  cet 
cOet,  prenons  le  centre  d’attraction  pour  origine , et  soient 
X,  y,  Z \es  coordonrfées  de  l’élément  dm-,  la  distance  du 
point  X,  y',  * à l’origine  aura  pour  expression  \/ 

Nommons  r cette  distance,  et  A la  force  d’attraction  qui 
agit  sur  dm-,  cette  force  A fera  avec  les  axes  coordonnés 

des  angles  qui  auront  pour  coiinus  - , ~ » P**"  consé- 

quent, si  l’on  nomme  X,  T,  Z les  composantes  de  A pa- 
rallèlement aux  axes,  nous  aurons 


mettant  ces  valeurs  dans  l’équation  (388),  il  viendra  pour 
l’équation  de  la  surface  du  fluide, 

- (^xdx  ydy  -f-  tdz)  = 0. . . (3go). 
Supprimant  le  facteur  commun  - et  intégrant,  on  trous’era 
*’  + y'*  + x’  = C, 

équation  d’une  sphère;  donc  la  surface  du  fluide  devra  être 
sphérique. 

544.  Si  le  centre  de  cette  sphère  est  très  éloigné  de 
sa  surface , comme  cela  a lieu  lorsque  l’on  considère  le 
centre  de  la  terre  relativement  à la  surface  d'une  eau 
stagnante;  dans  ce  cas,  la  courbure  de  la  surface  étant 
insensible,  on  peut  la  considérer  comme  plane  dans  une 
petite  étendue. 

545.  L’équation  (3()o)  s’esi  trouvée  immédiatement  inté- 
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grahie,  parce  que  l’équation  (388)  devient,  dans  ce  problème, 
un  cas  particulier  du  théorème  que  nous  avons  démontré, 
art.  336 , sur  les  forces  dirigées  vers  des  centres  fixes  ; 
c’est  en  vertu  de  ce  théorème  que  l’équation  (388)  sera 
toujours  intégrable  dans  toutes  les  questions  que  l’on  peut 
résoudre  sur  des  iluides  qui  reposeront  sur  des  surfaces 
fixes. 

546.  Si  dans  l’équation  ( 386)  on  remplace  la  quantité 
qui  est  entre  les  parenthèses,  par  d.F  (x,  y,  z),  on 
aura 

dp  = (X  d.F  (*,  y,  z); 
cette  équation  nous  donne 

<f.F  (x,  y,  z)  = ^...  (3gi). 

Or,  d.F  (x,  y,  s)  étant,  par  hypothèse,  une  différentielle 

exacte , il  faut  qu’il  en  soit  de  même  de  sa  valeur  —, 

et  que  par  conséquent  ç ne  contienne  d’autre  variable  que 
P , condition  exprimée  par  l’équation 

i=fP  --  (392). 

Si  la  pression  />‘est  constante,  il  en  est  donc  de  même 
de  f.  Dans  ce  cas,  l’équation  (3g i)  sc  réduit  i 

d-P(r,  y,  z)  = o, 

parce  qu’une  constante  n’a  point  de  différentielle.  ‘L’in- 
tégration de  cette  équation  nous  conduit  à celle  que  nous 
avons  trouvée,  art.  54a,  et  dont  nous  avons  exprimé  les 
propriétés. 

547.  Mais  si  P est  variable,  alors  en  faisant  varier p par 
degrés  insensibles,  nous  pourrons,  durant  un  instant  très 
œurl , regarder  p comme  constant.  Dans  cette  hypothèse , 
l’i'qiiation  ( 3gi  ) nous  donnera  pour  intégrales  une  suite 
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d’équations,  représentées  par 

F (*»  J'i  ®)  — O. 

F (x,  jf,  i)  = a, 

, F (*,  y,  *)  e=  a, 

F (x,  y,  a)  = a, 

etc-  ... 

Ces  équations  seront  œlles  des  surfaces  de  nivean  qui  cor  - 
respondent aux  valeurs  successives  de  p dans  les  instans 
égaux  à dt.  Pour  chacune  de  ces  surfaces,  la  densité  ( sera 
constante;  par  conséquent,  en  considérant  la  masse  fluide 
comprise  entre  les  deux  surfaces  extrêmes  AA’  et  BB’ 

(fig.  220),  cette  masse  de  fluide  devra  être  homogène.  La  fig.aao. 
pression  p prenant  ensuite  un  accroissement  et  devenant 
constante,  lorsque  l’on  passera  de  la  surface  BB'  à la  surface 
CC',  le  fluide  compris  entre  ces  deux  surfaces  devra  être 
homogène  dans  toute  cette  étendue.  Il  en  sera  de  même  pour 
une  troisième  couche  de  fluide, comprise  entre  les  deux  sur- 
faces CC'  et  DD'  qui  correspondent  à une  même  valeur  de 
p,  et  ainsi  de  suite.  De  sorte  que  dans  les  fluides  hétéro- 
gènes, il  ne  peut  j avoir  équilibre,  à moins  que  ces  fluides 
ne  soient  composés  de  couches  dont  chacune  ait  la  même 
densité  dans  toutes  ses  parties. 

■Irt. 

^Application  des  équations  générales  des  fluides 
au  cas  des  fluides  élastiques. 

548.  Ce  qui  caractérise  un  fluide  élastique,  est  de  pou- 
voir se  comprimer  pour  reprendre  ensuite  la  même  densité 
et  le  même  ressort,  lorsijuc  la  force  qui  occasione  la  com- 
pression cesse  d’agir. 

Ainsi,  lorsqu’un  fluide  est  élastique,  outre  la  pn-ss-oii 
qu’il  exerce  en  vertu  des  forces  auxquelles  il  est  soumis , d 
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en  produit  une  autre  qui  dérive  de  son  élasticité.  On  » 
reconnu  que,  pour  la  même  température , cette  pression, 
qu’on  appelle  la  force  ilaatique  du  fluide j était  propor- 
tionnelle à sa  densité.  En  supposant  donc  la  température 
constante , si  l’on  nomme  n la  pression  exercée  sur  l’unité 
de  densité  ; lorsque  la  pression  est  an , la  densité  devient 
double;  lorsque  la  pression  est  3n,  la  densité  devient  triple , 
et  ainsi  de  suite.  De  sorte  que  si  la  densité  est  exprimée 
par  {,  la  pression  doit  l’ctre  par  Hç;  en  appelant  p cette 
pression  , nous  aurons  , 

/»=  n«. ..  (,3g3). 

La  densité  étant  mesurée  par  la  matière  renfermée  dans 
un  cube  dont  l’une  des  facej  serait  égale  à l’unité  de  sur- 
face, P représentera,  comme  précédemment,  la  pression 
exercée  sur  l’unité  de  surface. 

549.  Eu  combinant  l’équation  (3g3)  avec  l’équation 

dp  — ^ (Xdx  Ydj  -}-  Zdz)  , 

on  obtiendra 

dp Xdx  Ydy  -f-  Zdz 

J—  n 

intégrant,  il  viendra 

Xdx  + Ydy  + Zdz 
n 

550.  L’équation  ( 386  ) subsistant  comme  dans  le  cas  des 
fluides  incompressibles,  nous  en  conclurons  , de  même  que 
dans  l’art.  546,  que  lorsque  p est  constant,  ç doit  l’étre 
aussi  ; par  conséquent  l’équation  (3g3)  nous  donnera,  dans 
cette  bypolbèse, 

n ■=;  constante. 

Ainsi,  en  considérant  p et  la  densité  comme  conslans  pour 
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une  partie  (léterininée  du  fluide , nous  pourrons  mettre 
Il  en  dehors  du  signe  d’intégration,  et  en  représentant  par 
log  G'  la  constante,  nous  aurons 


fÇi-dx  -f-  Ydy  + Zdz)  , , 

= i 


multipliant  la  fraction  qui  entre  dans  cette  équation  par 
log  e qui  équivaut  à l’unité,  et  changeant  le  coefficient  eu 
exposant,  on  aura 

fÇUx-j.'i.ly+Zdt) 

log/J  = Iog«  " +!ogC'; 

observant  que  la  somme  des  logarithm'es  est  ^ale  au  lo- 
garithme de  leur  produit,  nous  trouverons,  en  simplifiant 
la  formule  d’après  cetle  considération,  et  en  passaut  aux 
nombres , 

fjXdx  4-  'idy  -HZW») 

I 

Si  l’on  sul)stituc  cette  valeur  dans  l’équation  (SgS),  on  ob- 
tiendra 


/Ç\dx-hYdy  + Zd») 
Ce  " 


La  température  du  fluide  étant  supposée  constante,  art.  548, 
celte  équation  donnera  la  valeur  de  la  densité  d’une  couche 
de  niveau  du  fluidè;  car  il  faut  observer  que  ce  que  nous 
avons  dit,  art.  546  et  547  > couches  de  niveau  des  fluides 
incompressibles  hétérogènes , peut  se  rapporter  aussi  bien 
aux  fluides  élastiques,  puisque  celte  théorie  dès  couches  de 
niveau  est  déduite  de  l’équation  générale  des  fluides,  mo- 
difiée d’après  riiypothcse  de  p constant,  dans  une  certaine 
étendue  de  la  masse  fluide. 

55t.  Observons  qu’on  ne  pourrait  déduire  également 
l’équnlion 


\ 

V 
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(Xrfjf  + Yt/y  + Z(fz)  = Ô 

de  l’Iiypolhèse  de  p uul  ; car  lorsqu’on  a />  = o , l’équa- 
tion (3g3)  nous  montre  que,  dans  ce  cas,  la  densité  du 
fluide  élastique  doit  être  aussi  nulle,  hypothèse  qui  détrui  - 
rait  l’existence  du  fluide. 

Ainsi,  dans  un  fluide  élastique,  la  pression  ne  peut  être 
nulle  à la  surface,  comme  dans  les  fluides  incompressibles. 

De  la  pression  des  Jluides  pesans. 

55a.  Proposons-nous  d’examiner  maintenant  le  cas  où 
la  force  accélératrice  qui  agit  sur  un  fluide,  est  la  pesan- 
teur. Pour  cet  effet,  considérons  un  vase  ouvert  à sa  partie 
supérieure,  et  qui  repose  sur  un  plan  horizontal  : ce  vase 
étant  rempli  d’eau  jusqu’à  une  certaine  hauteur,  la  surface 
du  fluide  sera  horizontale,  ainsi  que  nous  l’avons  démon- 
tré. Prenons-la  pour  plan  des  x , y \ et  comme  la  pesanteur 
est  ici  la  seule  force  accélératrice,  nous  aurons 

X = o,  Y = o,  Z = g, 
et  l’équation  (386)  deviendra  ' 

dp  ~ (gdz. 

Regardant  la  densité  comme  constante,  ainsi  que  la  gravité, 
on  tirera  de  cette  équation  , en  l’intégrant , 

p = (gx-hC..  . (3g5> 

Lorsque  a — o,  la  pression  devant  être  nulle  à la  surface 
du  fluide  incompressible  , on  aura  G =:  o ; ce  qui  réduira 
l’équation  (3g5)  à 

= .^(3g6). 

553.  Si  l’on  mène  dans  l’intérieur  du  fluide  un  plan 
horizontal , tous  les  points  situés  sur  ce  plan  auront  leurs 


Digitized  by  Google 


PBESSION  DES  FL.U1UES  l’ESANS. 


367 

ordonnées  dans  le  sens  des  z,  égales  entre  elles;  d’où  il 
suit  que,  pour  tous  ces  points,  la  pression  pszi^gz  sera 
la  même. 

554.  Soit  h la  distance  comprise  entre  le  niveau  de 
l’eau  et  le  plan  horizontal  sur  lequel  repose  le  Üuide , la 
pression  que  supportera  l’unité  de  surface  de  la  base,  .sera 
déterminée  par  l’équation  (396),  dans  laquelle  on  chan- 
gera Z en  A;  ce  qui  donnera 

p = fgh...  (397). 

Nommons  P la  pression  que  supporte  la  base  totale  com- 
])oséc  d’un  nombre  b d’unités  de  surface;  il  faudra  que 
P contienne  b de  fois  70;  on  aura  donc 

P = bp...  (398); 

et  en  mettant  pour  pa&  valeur,  équat.  397,  il  viendra 
P = (ghb...  (399;. 

Or,  b/i  représente  le  volume  d’un  prisme  qui  a b pour 
base  et  A pour  hauteur  ; en  multipliant  ce  volume  par  la 
densité  ç,  on  a la  masse  de  ce  prisme,  art  162;  par  con- 
séquent, art.  i63  , fghb  en  est  le  poids;  d’où  il  suit  que 
la  base  b supporte  une  pression  égale  au  poids  du  volume 
du  prisme  du  fluide  qui  repose  sur  cette  base. 

555.  Lu  pression  P ne  dépendant,  pour  le  même  fluide, 
que  de  la  Ijase  b et  de  la  hauteur  A du  fluide,  il  en  résulte 

que  des  vases  (ilg.  221)  remplis  du  même  fluide,  mais  de  Fi;;. zzi. 
bases  et  de  hauteurs  égales,  supportent  la  même  pression 
sur  leurs  bases , quoique  les  aires  latérales  de  ces  vases 
soient  de  formes  différentes. 

556.  A l’égard  de  la  pression  que  le  vase  éprouve  sur  ses 
faces  latérales , nommons  l’élément  abfe  de  cette  sur- 
face ( flg.  122),  et  Z la  distance  au  niveau  de  l’eau,  la  Fig.  laaj 
pression  p que  supporte  l’unité  de  surface  de  l’élément  d». 
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sera  donnée  par  l’équation  ( 3ç)6  ) ■,  mettant  cette  valeur 
dans  la  formule  (SgS),  et  observant  que  b doit  être  rem- 
placé par  la  surface  élémentaire  abfe  , nous  aurons  ^gzdm 
pour  une  des  forces  élémentaires  parallèles  qui  composent 
P,  donc 

P = J^zdtÊ. 

Celte  expression  contenant  deux  variables  s et  m,  Il  ne  s’a- 
gira plus  que  de  les  réduire  à une  seule,  pour  que  l’inté- 
gration puisse  s’effectuer.  C’est  à quoi  l’on  parviendra  lors- 
que la  surface  *>  sera  donnée.  Cliercbons,  par  exemple  , la 
Fig  «aa-  pression  exercée  sur  le  rectangle  ABDC  (lig.  102)  incliné 
à l’horizon.  Il  est  certain  que  si  le  vase  était  plein,  la  droite 
horizontale  CD  serait  au  niveau  de  l’eau',  mais,  pour  plus 
de  généralité,  nous  supposerons  que  CD  soit  au-dessous  du 
niveau  de  l’eau.  Nommons  b la  base  AB  du  rectangle  ABDC, 
et  l sa  longueur  BD  ; si  l’on  partage  le  rectangle  en  une 
infinité  de  tranches  horizontales,  la  pression  sera  la  même 
sur  tous  les  points  de  l’une  de  ces  tranches,  équat.  (396). 
Représentons  par  v la  distance  Dy  d’une  tranche  quel- 
conque af  à la  base  supérieure  CD , dv  sera  la  hauteur  ae 
de  cette  tranche;  par  conséquent  l’élément  de  la  surface 
ABDC  sera  1 

ah  X = bdu  ; 

substituant  cette  valeur  à la  place  de  d»  dans  l’expres- 
sion f (gzdn , on  aura 

/(gsdti  = ffgxbdiJ  ; 

ce  sera  la  pression  exercée  sur  l’aire  ABCD.  On  prendra 
l’intégrale  depuis  = o jusqu’à  ♦»  = /,  lorsqu’on  l’aura 
réduite  à ne  contenir  qu’une  seule  variable.  Pour  y par- 
venir, soient  ç l’angle  que  fait  le  plan  ABDC  avec  la  ver- 
ticale NL,  et  a la  distance  DN  de  la  base  supérieure  CD 
au  niveau  de  l’eau , nous  aurons 


Digilized  by  Google 


riU»SION  DJU  rLDIDES  PrJAHS. 


36g 


K/,  ou  LN  = DL  + DN, 
ou 

s — tf  cos  ç -f- a ; 

par  conséquent  la  formule  à intégrer  sera 

P = /(ff  (p  cos  9 + a)  • 

efliectuant  l’intégration  indiquée,  on  trouyera 
P = (ffb  (5  cos  9 + 4-  C ; 

prenant  l’intégrale  entre  les  limites  »>  = o et  v = /,  on 
aura 

P = (î  /*  cos  9 4-  al). 

558.  Cherchons  maintenant  le  point  ou  cette  pression 
doit  être  appliquée  : on  voit  d’abord  que  ce  point  d'appli- 
cation doit  être  situé  sur  la  droite  EH  qui  partage  les 
côtés  AB  et  CD  en  deux  parties  égales.  Il  nous  reste  donc 
à déterminer  sur  la  droite  EH,  le  point  G oü  cette  pres- 
sion doit  être  appliquée. 

Pour  cet  clTct , nous  regarderons  le»  pressions  exercées 
sur  tous  les  points  de  la  surface  ÂBDC  comme  des  forces 
parallèles.  En  prenant  les  momens  des  élémens  de  celte 
surface,  par  rapport  à la  droite  horizontale  CD,  la  pres- 
sion que  supporte  l’élément  a!)Jè  étant  ^zbdv,  son  mo- 
ment sera  ^zbdv  X sin  9 ; et  en  nommant  la  distance 
EG  de  CD  au  centre  de  pression , nous  aurons  par  la  théorie 
des  momens. 


sin  ^ — sin  ^f^gsbdi> , ou  =z  ; 

mettant  dans  cette  intégrale  la  valeur  de  s,  on  trouvera 
~ {gbficos  ^ v'dv  -f-  avdv)  ; 

donc 

**♦'/ = (cos  f . J -f  4- C , 

ÉUm.  dë  Micaniqu*.  a4 
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»*t  en  intégrant  entre  les  limites  v = o et  v = /,  on  aura 

Mettant  pour  P sa  valeur  et  divisant  par  l facteur  com* 
nuin,  on  trouvera 

/*  , al 

cosp.54-- 

cosf . — (-a 
2 

Ayant  trouvé,  par  un  procédé  analogue,  les  pressions 
exercées  sur  les  antres  faces  latérales,  et  sur  celle  de  la 
base,  et  leurs  centres  d'application,  on  prendra  la  résul- 
tante de  toutes  ces  forces  pour  avoir  la  pression  totale. 

55g.  Ck>nsidérons  maintenant  un  corps  plongé  dans  un 
fluide  pesant  homogène  : la  pression  que  ce  fluide  exerce 
contre  une  portion  quelconque  de  la  surface  de  ce  corps, 
se  déterminera  de  la  même  manière  que  celle  qui  agit  contre 
les  parois  du  vase;  mais  lorsqu’on  voudra  trouver  la  pres- 
sion totale,  on  fera  usage  des  propositions  suivantes  que 
nous  allons  démontrer  : 

I*.  Leê  divtnea  pressions  qui  agissent  sur  le  corps 
ont  une  résultante  unique  qui  agit  verticalement,  et  tend 
d U presser  dans  un  sens  opposé  à celui  de  la  pesanteur; 

2®.  Les  pressions  horizontales  se  détruisent  ; 

3®.  L’intensité  de  la  résultante  de  toutes  les  pressions  est 
égale  au  poids  du  volume  du  fluide  déplacé  ; < 

4°.  Cette  résultante  de  toutes  les  pressions  passe  par  le 
centre  de  gravité  du  volume  du  fluide  déplacé  ; et  comme 
elle  agit  verticalement,  sa  direction  est  déterminée. 

Pig.  »3.  Pour  démontrer  ces  propositions , considérons  (fig.  2x3) 
un  fluide  pesant  renfermé  dans  le  vase  ADE , dans  lequel 
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il  est  en  équilibre;  et  imaginons  que  tout  b coup  une  par- 
tie RL  de  ce  fluide  passe  de  l’ctat  fluide  i fétat  solide , 
l’équilibre  ne  sera  pas  troublé.  Or  ce  solide  est  entraîné  de 
haut  en  bas  par  une  force  verticale  égale  à son  |H>ids , et 
appliquée  à son  centre  de  gravité;  cette  force  ne  peut 
être  détruite  que  par  la  résultante  de  tontes  les  pressions 
nurinalcs  que  le  fluide  exerce  contre  le  solide;  d’où  il  suit 
que  la  résultante  de  toutes  Icsprcssions  normales  est  verti- 
cale et  doit  être  une  force  unique,  puisqu’elle  fait  ('quilibre 
à une  force  unique;  et  comme  la  résultante  de  toutes  les 
pressions  est  verticale,  il  faut  que  les  forces  horizontale, 
(note  treizième)  sc  détruisent  mutuellement. 

II  ne  peut  donc  y avoir  équilibre  entre  un  corps  et  le 
fluide  dans  lequel  il  est  plongé,  que  lorsque  les  centn.s 
de  gravité  d^  corps  et  du  fluide  déplocé  sont  sur  la  ménie 
verticale,  condition  remplie  lorsque  le  corps  est  entière- 
ment plongé  dans  le  fluide,  parce  que  les  volumes  du  corps 
et  du  fluide  déplacé  sont  les  mêmes  : mais  si  le  corps 
n’est  plongé  qu’en  partie,  son  centre  de  gravité  n’est  plus 
le  même  que  celui  du  fluide  déplacé;  alors  il  faut  que  ces 
centres  de  gravité  soient  sur  la  même  verticale. 

56o.  Nommons  v le  volume  du  fluide  déplacé,  et  v' celui 
du  corps  qui  y est  plongé;  j la  densité  du  fluide,  et  {'  celle 
du  corps:  les  expressions  fgç/  et  ç'^i'exprimcront  les  [xiids 
du  volume  du  fluide  déplacé  et  du  corps;  par  conséquent, 
dans  notre  hypothèse  où  le  corps  est  entièrement  plongé 
dans  le  fluide,  nous  aurons 

«V'î 

et  comme  = u,  il  faudra  que  les  densités  ( cl  j'  soient 
égales;  mais  si  le  volume  du  corps  est  plus  léger  que  celui 
du  fluide  déplacé , nous  aurons 

(gv  < tÿv  : 

34.. 
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le  corps  remontera,  et  la  force  qui  le  fera  mouToir  sera 
égale  à jgv  — fV*' • 

Si  au  contraire  on  a 

le  corpa  descendra,  et  la  force  qui  le  pi'essera  équivaudra 

• <s^'~  a*'- 

Par  conséquent  le  corps  descendra  comme  s’il  était  animé 
d’un  poids  (gv  — fgv  égal  à la  différence  du  poids  du  corps 
sur  celui  du  fluide. 

Des  corps  Jloltans;  théorie  du  métacentre;  des  oscillations 
des  corps  flottons  i et  de  leur  stabilité. 

5Gi.  Lci  propositioiM  que  noiu  avons  de'momrc'cs  art.  55g  et  56o  éta- 
blissent CCS  (leux  principes,  qui  terrent  de  fondement  k toute  la  llicorie 
des  corps  flollans  : 

I*.  Lorsqu'un  corps  est  plongé  dans  l’eau,  il  ne  peut  rester  en 
équilibre  à moins  que  son  centre  de  gravité  et  celui  du Jluide  dé- 
placé ne  soient  sur  une  meme  verticale;  ' 

a”.  La  masse  d'eau  qui  remplit  la  partie  submergée  est  de  même 
poids  que  celui  du  corps  entier. 

C’est  par  ce  second  principe  qu’on  évalué  le  poids  d’un  navire.  Ponr 
cela , on  mesure  la  capacité  de  la  partie  submergée , et  l’on  compte  autant 
de  kilogrammes  qu'elle  contient  de  décinièiies  cubes,  ou  autant  de  fois 
^olivrrs  d’eau  qu’elle  contient  de  pieds  cubes. 

5Gl.  Quoique  le  mot  carène  ne  s'ap|ilique  guère  qu'il  un  vaisscan, 
nous  lui  donnerons  un  sens  beaucoup  plus  général  en  désignant  ainsi  la 
partie  du  corps  flottant  qui  est  plongée  dans  un  (lui  Je,  et  qu'un  nomme 
quelquefois  le  creux.  La  carène  est  lei  minée  par  le  plan  du  flottaison, 
qui  la  sépare  du  reste  du  corps:  le  pl:in  de  flottaison  n’est  donc  autre 
chose  que  la  section  du  corps  flottant  par  le  plan  du  niveau  de  l’ean. 

563.  Nous  avons  vu,  art.  56o,  qu’en  nommant  v le  volume  du  fluide 
déplacé,  f sa  densité,  et  g la  pesautenr,  le  poids  P d'un  corps  ACBD 
Fig.aaj.  (fig.  334)  q*)'  surnage  sur  un  fluide,  était  contiebalaucé  jrar  une  force 
verticale  égale  à fgv,  et  que , pour  que  ces  deux  forces  se  missent  en  équi* 
libie,  il  fallait  qu'une  partie  ABD  de  ce  corps  restât  dans  l’eau  j c’est 
donc  cette  partie  ABD  qui  est  la  carène. 
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564*  Si  U corps  üolum  est  faomogtoa,  et  qo’il  en  soit  de  mjme  dn 
iliiide,  le  centre  de  gravité  de  la  carine  coïncidera  avec  celui  de  la  partie 
déplacée  du  iloide  ; car  en  supposant  que  la  densité  du  fluide  toit  la 
«'««•  partie  do  celle  du  corps,  chaque  molécule  déplacée  vaudra  la  n'*“* 
partie  de  celle  qui  la  remplacera,  et  la  résultante  des  deux  molécides 
égales  m et  m'  do  fluide  n'en  passera  pas  moins  par  le  milieu  de  la  ligne 
qui  les  sépare,  loisqu’au  lieu  d'élrc  m et  m',  elles  deviendront  m xn  et 
m'xn;  et  comme  en  général  tontes  les  distances  respectives  des  points 
m,  m',  m",  etc.  , seront  les  mêmes  dans  les  deux  hypothèses,  il  s’en- 
suit que  le  point  d'application  de  la  résultante  de  toutes  ces  molécules, 
c’est-h-dire  que  les  centres  de  gravité  coïncideront. 

565.  A l'égard  du  corps  entier,  s'il  est  homogène,  ton  centre  de  gra- 
vité G (tig.  aal)  sera  situé  au-dessus  du  centre  de  gravité  O de  la  ca- 
rène. En  effet,  soit  le  centre  de  gravité  de  la  partie  qui  tort  de  l’eau  , 
le  centre  de  gravite  G du  corps  entier  te  trouvera  sur  la  ligne  gO  qui  unit 
les  centres  de  gravité  ^ et  O;  donc  il  sera  situé  dans  l’intervalle  de  g 
h O,  et  par  conséquent  se  trouvera  au-dessus  de  O. 

566.  Mais  ai  le  corps  flottant  est  hétérogène,  il  peut  bien  arriver  que 
le  centre  de  gravité  G du  corps  flottant  toit  an-destnus  de  celui  de  la 
carène.  Pour  le  concevoir,'  il  Tant  remarquer  que  si  l'équilibre  te  main- 
tient, on  a , art.  56i , 


Poids  d'une  masse  d'eau  de 
mime  vol.  tjue  la  carène 


« Poids  du  corps flottant. 


Or,  celte  érpiaiinn  ne  nécessite  pas  que  le  poids  du  corps  toit  uniformé- 
ment distribué  dans  toute  l’étendue  du  volume;  donc,  en  supposant  le 
corps  hétérogène,  il  est  possible  que  la  majeure  p-irlie  du  poids  soit  con- 
centrée flans  une  partie  très  peu  étendue , et  qui  fasse  que  le  centre  de  gra- 
vité G de  tout  le  corps  flottant  se  trouve  auilessous  du  centre  de  gravité 
O de  la  carène. 

567.  Il  résulte  de  ce  qui  précède,  que  le  centre  de  gravité  dn  corps 
peut  se  trouver  tanlàt  au-dessus,  tantdl  au-dessous  de  celui  de  la  carène. 

568.  Lorsque  la  carène  est  plus  légère  que  le  volume  d'eau  qu’elle  dé- 
place, elle  ne  se  maintient  donc  en  équilibre  que  parce  que  le  poids 
du  reste  du  cor[>s  fait  compensation  h la  différence  du  poids  du  volume  de 
l’eau  déplacée,  et  de  celui  de  la  carène.  Si  l’on  augmente  ensuite  la  charge 
que  supporte  le  corps  flottant,  il  s'enfoncera  encore  plus,  art.  56o,  jus- 
qn’ii  ce  que  l'eau  déplacée  ait  rétabli  l’équilibre,  et  que  la  tuasse  d’eau 
que  remplace  la  carène  soit  égale  au  poids  du  corps  llotUnU 

Nommons  M ce  poids;  nons  le  considérerons  comme  une  force  ap- 
pliquée au  centre  de  gravité  O de  la  carène,  et  agissant  dans  nne  diree 


Kig.sa^. 
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ùon  Tcrticalc.  Suppoioni  mainleoaat  qne  ie  corps  flollani  plonge  en 
partie  ii:ins  un  fluide  soit  un  peu  incline,  et  qne  la  ligne  de  nirean 
irig  aaS.  AB  (flg.  aaS),  qui  indique  le  profil  de  la  coupe  k fleur  d'eau  du  corps 
flottant,  se  tiouve  remplacc'e  par  ab  ; la  force  M appliquée  en  O,  perpen- 
dicoljireinent  k ab,  représentera  la  ponssce  du  fluide,  et  agira  de  bas 
en  hant,  comme  nous  l’avons  ru  art.  SSq.  Par  conséquent,  cette  force 
étant  multipliée  par  la  perpendiculaire  GL  menée  du  centre  de  gravité 
sur  sa  direction,  donnera  MxGL  pour  son  moment,  par  rapport  au 
point  G;  remplaçant  GL  par  GOsin  LOG,  ce  moment  deviendra 

M.GOsinLOG. 

Or,  l'angle  LOG  formé  par  dcox  perpendiculaires  aux  droites  AB  et  ab, 
étant  le  même  que  l'angle  BC6  formé  par  ces  droites,  si  nous  désignons 
CCI  angle  par  6 , et  si  nous  appelons  A la  distance  OG  du  centre  de 
gravité  de  la  carène  k celui  du  corps  flottant,  notre  moment  deviendra 

* M.AsinS. 

Ce  moment  calculé  en  regardant  la  poussée  de  l’eau  comme  une  force 
positive,  agirait  en  sens  contraire  si  le  point  G tombait  au-dessous 
de  O. 

Si  Ton  augmente  le  facteur  tin  S,  il  est  évident  qne  le  moment  aug- 
mentera aussi,  et  qu’il  eu  sera  de  même  de  l'angle  9 d’inclinaison;  ra.ais 
pins  cet  angle  d’inclinaison  est  grand,  plus  le  corps  flottant  tendra  à être 
submergé.  Si,  au  contraire,  l’angle  9 reste  le  ntême,  c’est  do  facteur 
M.  A que  dépend  rinicnsilé  du  moment  M.  A sin  9.  Euler  donne  le  nom 
de  stabilité  k ce  facteur,  parce  qu'il  peut  servir  k évaluer  le  degré  de  sta- 
bilité d’nn  corps  flottant,  comme  nous  allons  le  voir. 

56g.  En  cflèt,  soit  F une  force  dont  le  moment  pris  pat  rapport  au 
point  G serait  capable  de  détruire  l'effet  de  M.  A sin  9,  le  moment  de 
retic  force  sc  tronreia  en  atkiissant  la  ]ierpcndiculaire  GR  sur  sa  direc- 
tion KR  ; et  en  nommant  A cette  perpendiculaire,  le  produit  AF  sera 
donc  le  moment  ebrrehé.  Or,  ce  moment  étant  égal  k celui  que  nous 
avons  précédemment  déterminé,  puisque  par  hypothèse  toutes  les  forces 
sont  réduites  k M cl  k F,uons  aurons 

AF  = M.Asin9; 

d'où  l'on  tirera 

a 

•'“®  = 5f.X 

5'0.  Pour  appliquer  cette  formule  k un  navire,  soppotoas  que  l’on 
veuille  que  l’angle  d’inclinaison  ne  surpasse  pas  lo*  (divis.  sexag.),  ou 
preniita  AF  pour  unité,  et  remplacent  sin  t par  le  sinns  de  in»  qui  est 
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<i'«n*iron  ftaetion  k laquelle  nooi  tobililaeroM  { , qui  en  diflïre 

fort  peu,  et  nom  anroni 

. _ ' 

•-STÂ- 

Si  l’on  prend  an  nombre  de  degrëi  moindre  que  10,  le  ûnui  diminuant , 
il  en  aéra  de  mdme  de  la  fraction  qui  en  eat  la  valent  : par  eiemple,  »i 
l'angle  ett  de  9*,  la  fraction  lera 

i564  t 

10000  b -4-  une  fraction 

Il  auit  de  Ui  que,  pour  nn  angle  d’inclinaison  au>deuoas  de  to»  (on  ne 
compte  pas  les  minutes),  la  siabililc  M.A  doit  surpasser  six  fois  le  plus 
grand  eflbrt  qne  supporte  le  navire. 

Examinons  maintenant  de  quelle  manière  le  poids  de  l’eau  se  met  en 
équilibre  avec  la  poussée  du  fluide. 

571.  Pour  cela,  supposons  qu’un  corps  dont  une  partie  surnage  soc 
nn  fluide  sorte  de  sou  état  d’équilibre  par  une  légère  impulsion  ; la  ca- 
rène (Og.  aî6),  qui  était  ADB,  deviendra  uDi,  et  le  centre  de  gravité  G pjg 
n’aura  pat  changé,  car  c'est  en  ce  point  que  te  réunissent  l’action  de  la 
poussée  de  l’eau  et  du  poids  du  corps  : cct  forces , si  elles  ne  te  détniismt 
pat,  ne  pourront  qu’établir  nn  mouvement  circulaire  autour  du  point 
G.  A l’égard  du  centre  de  gravité  O , on  voit  qu’il  se  rapprochera  de  la 
partie  du  corps  j car,  puisqu’il  était  en  O lorsque  la  carène  était 
ADB,  il  faudra,  lorsque  cette  caièiie  sera  diminuée  de  uCA  et  au- 
gmentée de  &CB , que  ton  centre  de  gravité  o te  trouve  plus  près  de  la 
partie  qui  a été  ajoutée  h la  carène.  Menons  par  le  point  o et  le  point 
G les  perpendiculaires  ai  et  GA  sur  le  nouveau  plan  de  niveau  ab. 
Comme  cca  deux  forces  appartiennent  li  nn  même  système,  elles  doivent , 
dans  le  cas  de  l’équilibre , être  égales  et  directement  opposées.  Cette 
dernière  condition  est  remplie  lorsque  les  points  k et  i coïncident  ; 
mais,  lorsque  ces  points  ne  te  confondent  pas,  il  pourra  arriver  deux 
cas,  selon  que  le  point  k tombera  entre  C et  i,  ou  que  i tombera  entre 
C et  k.  Dans  le  premier  cas , le  poids  du  corps  qui  agit  de  G vers  A , 
et  la  poussée  de  re.in  qui  agit  de  o en  ï,  étant  considérés  comme  deux 
forces  égales  appliquées  aux  points  A et  i de  la  droite  CA  ; on  voit  que  la 
première  tendra  è rapprocher  CA  de  CB,  et  la  seconde  h écarter  cet  lignes 
l’nne  de  l’autre,  mais  que  cette  dernière  force  l’emportera , parce  qu’elle 
agit  sur  nn  plus  grand  bras  de  levier.  Donc , dans  ce  cas,  le  corps  ten- 
dra A s’élever  du  cAté  de  B,  et  par  conséquent  A reprendre  ta  positiun 
primitive,  et  sera  dans  un  état  d’équilibre  stable. 

Au  contraire,  si  le  point  i tombe  entre  C et  A,  CA  étant  plus  grand 
que  Cl,  le  poids  du  corps  l’emportera  sur  la  poussée  de  l'eau,  et  alors 
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U pnriie  ipii  ii.iii  plonfi.e  dans  Toaii  tendra  i t'y  enfoncer  davantage, 
ce  qui  constituera  un  état  d’eqiiilibrc  instantané.  ’ 

57a.  Si  l’on  compare  maintenant  la  pousH^c  du  Unide  \ ce  qu'elle 
était  dans  sa  position  prioiiiive , on  verra  que  les  lignes  OG  et  oi  sont 
(vrpcndiculairrs  & AB  et  h ab;  elles  forment  donc  entre  elles  un  angle 
CRal  i tCB.  Par  conséquent  ces  lignes  se  rencontrent  ncxrssairement  en 
un  certain  point  m , qn’on  appelle  le  métacentre.  Il  suit  de  l’art.  671 
Fig.aa;.  que,  lorsque  G est  an-dessmis  de  m (fig.  aa:),  l’exirémiié  A de  la  per- 
pendiculaire GA  aliaissée  sur  ab , tombant  entre  C et  1 , l'équilibre  dans 
ce  ras  est  stable;  mais  il  est  instantané  quand  G se  trouve  auilessus  de 
«j;  car  alors  la  distanec  de  C en  A surpasse  celle  de  C en  i. 

573.  Clicrcbons  maintenant  idélermincr  le  métacentre.  Nous  avons  va 
que  ce  point  se  irouvatt  sur  la  verticale  mentv:  par  les  rentres  de  gravité 
du  corps  et  de  la  caréné.  La  question  se  réduit  donc  b trouver  la  distanec 
du  metacentre  h l’un  des  points  G et  O qui  sont  ccnsi^  connus  de  position. 

Pour  cela,  remarquons  d’abord  que . lorsque  le  plan  dont  AB  indique 
ig.attB.  le  profil  (lig.aa.S)prcnd  la  position  ab  tria  peu  inclinée,  la  partie  ACo  delà 
carène  sort  de  l’eau,  tandis  que  la  partie  iCB  se  trouve  submergée.  Les 
carènes  qui  appartiennent  h ces  deux  positions  ont  donc  une  partie  com- 
mune datts  le  corps  intermédiaire  aCBDj  par  conséquent  on  a (•) 

ancienne  carène  = corps  inlermèiliaire  oCBD  -1-  ACa, 
nouatUe  carène  = corps  intermédiaire  oCBD  -f-  iCB. 

Or,  SI  nous  nommons  y,  g et  g'  les  centres  de  gravité  du  corps  intermé- 
diaire, du  corps  enlevé  oCA  et  du  corps  iCB  ajouté  II  la  carène,  et  que 
nous  appliquions  >1  ces  centres  de  gravité  des  forces  pro|iortionnellcs  aux 
poids  de  ces  solides,  le  centre  de  gravité  O de  l’ancienne  carène  divisera 


Fig.  aag.  (*)  Il  est  à observer  que  lorsque  CB  vient  en  CA  (fig.  aag),  la  ligne  BR, 
menée  des  extrémités  B et  R de  l'ancienne  carène,  vient  en  Ar;  il  reste 
donc  dans  le  secteur  BCA,  l’rs|iace  vide  BAq;  mais  nous  n’en  tenons  pas 
compte,  parce  que  cet  espace  est  très  petit.  En  effet,  les  triangles  qBs, 
CAq  étant  semblables  li  cause  des  angles  opposés  au  sommet,  et  des  an- 
t’gonx  CBR  , CAr,  donnent  qsA  = C A ; donc  le  cAté  qA  opposé 
A I angle  qsA  est  très  petit;  cl  comme  AB  l’est  aussi,  il  en  est  de  même 
I dn  3*  cité  Aq  du  triangle  AqB,  et  par  suite  de  sa  liauteur  et  de  son  aire. 
Si  8 est  un  infiniment  petit,  cette  aire  en  devient  donc  un  du  a*  ordre, 
qui , H l’egard  du  Secteur  CBA,est  nul,  et  l’est  également  lorsqu’on  sub- 
stitue h la  corde  Ar  I aie  de  courbe  Ar,  puisque  l'espace  vide  est  encore 
Fig.  aaS  plus  petit.  Une  rem*rqoe  analogue  s’applique  an  sectem-  \Cii  ;lij. 
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la  ligne  gy  en  raison  inverse  des  forces  applique»  li  cct  poinuj  il  en  sera  Fig.aaS. 
de  m^me  de  la  ligne  ffy  & Tcgard  du  point  o j de  sorte  <)ue  noua  anrons 

*vo/e  du  corps  intermédiaire  uCBD  î voL  uCA  II  Og  I . . (4oo), 
vol,  du  corps  intermédiaire  uCBD  * voL  ^CB  II  og'  l oy., . (4oîj  y 

nais  ica  second»  termes  de  ces  proportions  sont  identiques  ; Csir  si  le  ' 
corps  iJoirant  est  en  équilibré  <lans  sa  nouTclle  position,  il  faudra, 
puisqu'il  n'a  pas  change  de  poids,  qu‘il  déplace  la  iii^nie  quantité' 
d'eau  : donc  les  deux  carènes  seront  égales  en  volume , et , li  cause 
de  la  partie  commune  uCBD,  il  en  sera  de  même  des  solides  uCA  et 
bCB,  qui,  eussent' ils  des  formes  düTcrcntes,  seiait-nt  encore  égaux. 

Par  conséquent  on  déduira  des  proportions  et 

Og  : Og'  i:  Oy  : oyi 

ce  qui  nous  montre  qnc  les  dioitci  gy  cl  g'y  sont  conpées  proportion- 
nellement par  la  droite  Oo,  qui,  par  rouséquenc,  est  parallèle  & gg\ 

Or,  le  nouveau  plan  de  flottaison  ayant  une  inclinaison  très  p;tiic, 
on  peut  regarder  l'épaisseur  des  volumes  ACB,  AC^  comixie  nulle,  et  par 
coiisi’qiicnl  admettre  que  la  droite  gg’  se  trouve  dans  le  premier  plan  de 
flottaison;  cl  puisque  Oo  est  parallèle  h gg^j  il  s'ensuit  que  cette  droite 
sera  aussi  parallèle  au  plan  de  flottaison. 

574*  Pour  déterminer  Oo , on  tirera  de  la  propordon  (4<)o) 
vol.  intermédiaire  nCBD  -h  vol  nCA  ; vol.  nCA  ; ; O^  -f»  Oy  I Oy, 


vol.  de  Pancienne  carène  l vol.  nCA  t î ^ î O^; 
mais  Ica  triangles  semblables  gg*y  et  Oo^,  nous  donnent 
gy  : Oy  gg'  : Oo, 

Eo  comparant  cette  proportion  ï la  préccilenle , on  en  de'iluit 
la  carène  I vnl.  aCA  ;;  gg'  ; Oo...  (4o3)î 


donc 


rfoi.  carèite 


5'5.  Connaissant  Oo,  il  est  facile  d'obtenir  Ont  (fig.  a3o);  car  Icafig.aSo. 
droites  Om  et  ont  étant  pci pendiciil  liie»  ii  CA  et  & Cn , si,  parce  que  Ict 
angles  C et  m sont  tr6s  petits,  nous  regardons  les  triangles  AnC  et  Uotts 
comme  isoscilea,  ces  irianglua  seront  semblables,  cl  donneront 


d'on  l'on  tirera 


are  Aa  1 Oo  ::  Ca  : »tO  ; 


mO  = 


fin  X Cn 
arc  Aa 


Digitized  by  Google 


3^8  UYDROSTàTIQDK. 

576.  Délerminoiu  maintenant  lea  tralean  analyttqnea  da  Oo  et  de  mO. 
Fig.  33i>  Pour  cet  effet , remoiqnons  que  la  «utfeca  inpc'rienie  AB  (Cg.  a3i)  de  la 
carène  primitive  qui  était  au  niveau  de  l’eaii , a etc  remplacée  par  la  aar- 
face  superienrede  la  nouvelle  carène,  de  telle  manière,  que  l'extrèmite'  A 
s'élève  hors  de  Tenu,  tandis  que  l’autre  calrèmilé  B y est  plongée  : ces  deux 
plans  de  niveau , coupés  par  nn  plan  vertical , donnent  la  section  ACa  de  U 
Fig.  ai8.  figure  aiS  ; et  si  nous  continuons  k mener  des  plans  parallèles  verticaux , 
Fig.a3i.  nons  partagerons  le  solide  compris  entre  les  plaiu  KAL  et  KnL  (fig.  a3l} 
en  une  infioitc  de  tranches  parallèles  au  plan  ACn. 

Or,  il  est  évident  que  lorsque  le  plan  KAL,  qui  était  k la  surface  de 
l'eau , s'est  élevé  hors  de  cette  surface , et  a tourné  autour  de  K.L  comme 
autour  d'une  charnière,  chaque  droite,  telle  que  CA,  a décrit  un  petit 
Fig.a3i.  arc  de  cercle;  de  sorte  que  les  sections  des  plans  ALR,  <tL&  (Gg.  a3i), 
par  nos  plans  parallèles,  seront  les  secteurs  ACa , A'C'a',  A"C”a",  etc. 
Fig.a3a.  (Cg.  a3à).  Or,  si  nous  prenons  la  comniiinc  section  KL  pour  axe  des  x , 
et  que  noos  pl, scions  l'axe  des  j-  perpendiculairement  .k  celui  des  x dans 
le  plan  RAL,  les  onlonnées  y seront  les  perpendiculaires  AC , AC', 
AC",  etc.  Cela  posé,  l'angle  infiniment  petit  formé  par  les  plans  RAL, 
KaL  étant  partout  le  même,  nommons  m l’arc  qni  le  mesure  ct|qni  est 
décrit  avec  le  rayon  t,  nous  trouverons  Tare  de  secteur  pat  la  pro- 
portion 

I ; a*  ; ; AC , ou  ; arc  Aa  ; 

d’où  l'on  tirera 

arc  Aa  = ay...  (4oS). 

En  multipliant  cet  arc  par  la  moitié  dn  rayon ye,  nous  aaronsva^*  pour 
l’aire  de  ce  secteur.  Ce  secteur  .k  sou  tour  étant  multiplié  par  la  petite 
épaisseur  CC'  = rij:,  comprise  entre  deux  secteurs  consécutifs,  nous  au- 
rons le  petit  solide 

Aaa'  A!  = J.  tty'Jx 

pour  l’élément  du  solide  que  nous  cherchons , et  noua  trouverons 
Fig.  axG.  (Gg.  aaG) 

vol.  ACa  = ^ a/ydx. . . (4o6). 

Tel  sera  le  second  terme  de  la  proportion  (4oa)  : à l’é-gard  du  troisième. 
Fi'  aaS  ï nous  le  faire  trouver.  En  effet,  la  droite  Cg 

J..''  ^ ’ (Gg.  aaS  ) étant  la  distance  de  l’axe  KL  ( fig.  a3t),  au  centre  de  gravité 
“ ■ de  l’onglet  KaLA , nous  déterminerons  cette  distance  en  prenant  la 

somme  des  momens  des  secteurs  élémentaires  par  rapport  k cet  axe. 

Fig.  a3j.  Or,  en  considérant  le  secteur  ACa  (Gg.  x3a) , le  centre  de  gravité  g 
Fig.  X JJ.  de  ce  K-cteur  sc  trouve  sur  le  rayon  CR  = C.\  (fig-  x33) , k une  distance 
lie  C t|ui,  art.  1S4  , page  loo  , a pour  expression 
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|CRX 


corde  Aa  _ 
arc  Aa  ’ 


maif  l’angle  C étant  trèa  petit , l’arc  est  égal  li  la  corda  ; et  coiddm 
CR  eat  égal  It  CA,  c’cit-  &-dire  & jr  (fig.  a3i),  l’cxprcMion  précédente  Fig.a3r. 
nom  donne  ponr  la  distance  dn  centre  de  graTité  it  l'axe  K.L,  Multi- 
pliant le  solide  élémentaire  y my'dx  par  celte  distance , le  moment  de  ce 
solide,  par  rapport  & l’axe  KL,  sera  donc  j s>/'<fx;  il  soit  de  ce  qni 
précédé  qne  l’on  aura 


f\mf'di  ~ somme  des  solides  élémentaires, 

y*j  aytdx  = somme  des  momens  des  solides  élémentaires i 

donc,  par  la  propriété  des  raomem,  la  distance  Cÿ  dn  centre  de  grarité  Fig.aaS. 
dn  petit  corps  GAa  (fig.  aaS),  on  RALa  (fig.  aSi),  aura  pour  expression  Fig.a3i. 


fimy^dx 

n-r'àx’ 


et  comme  » est  nne  constante,  on  pent  la  Caire  passer  en  dehors  dn  signe 
d’intégration,  ainsi  que  les  fractions  numériques  j et  alois  l’équation  pré- 
cédente se  réduit  k 


Cg  = 


a fy*dx 


577.  Quand  , par  le  moyen  de  l’intégration,  on  aura  déterminé  Cg, 
la  même  formule  fera  connaître  la  râleur  de  Cg^  (fig.  xx8)j  mais,  si  la  Fig.  aiS. 
corps  flottant  a une  figure  symétrique,  comme  cela  a lieu  dans  les  na- 
rires,  on  prendra 

Cg  = Cf^. 

Aimi,  en  donblant  la  ralenr  de  C^,  noos  aurons 


A l’égard  dn  rolome  de  la  caréné,  dont  l’expression  entre  anssi  dans  l’é- 
quation (4o3),  on  le  déterminera  par  les  formules  connues  du  Calcul  Fig.aaS- 
différentiel  lorsque  le  corps  sera  régulier.  Nommant  V ce  rolume,  nous 
en  snhsiituerom  la  râleur  dans  l’équation  (4o3| , ainsi  que  celles  du  ro- 
Inme  ACa  (fig.  xa8)  et  de  gg^,  données  par  les  équations  (4o6l  et  (407),  et 
nous  trouverons 

On  — 

Oo-—^—. 

Enfin,  en  substituant  dans  l’équation  (4»4)  râleur  ainsi  que  celle 
de  l’arc  Aa,  exprimée  par  l'rqoation  (4*5),  et  mettant  jr  i la  place  de 
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mO  = 

Tdle  est  la  formnlc  qui  donuc  la  distance  du  mctacentre  an  centre  de 
gravite  O de  la  cutine. 

578.  Lorsque  le  corps  flottant  est  homogène , et  que  les  sections  faites 
par  (les  plans  parallèles  verticaux  sont  des  fit^iires  semblables,  nn  peut 
déterminer  le  me'tacentre  par  une  formule  très  simple,  et  qui  dispense 
même  de  recourir  h l'intégration.  Pour  la  démontrer,  soit  la  super- 

Fig.n34. 

licie  de  la  section  AEB  (fig.  u34)  qu’on  est  censé  avoir  mesurée  par  des 
moyens  géométriques , et  ft  la  demi-largeur  ÇA  de  Cette  section  ; les 
autres  sections  A'E'B',  A"E”B”,  etc. , auront  pour  demi-largeuis  C'A', 
C"A",  etc. , qui  sont  les  ordonnées  y de  la  courlre  KAL.  Ces  seciions 
étant  par  liypotliesc  des  ligures  semblables,  seront  proportionnelles  aux 
carrés  des  lignes  homologues,  et  par  conséquent  au  carte  des  ordonnées; 
on  aura  donc 

f tection  AEB  : teclion  A'E'B'  ” AC*  ; A'C'*, 

ou 

a»  : section  A'E'B'  ::  6*  : jr*  ; 
on  tire  de  cette  proportion  / 

section  A'E'B' = 

L’épaisseur  CC' on  la  distance  d'une  section  b la  section  consecutive, 
étant  infiniment  mince,  si  nous  la  représentons  par  dx,  nous  aurons 


•nfr'^dx 

3V~' 


— dx 

b' 

pour  l’élément  de  notre  tranche. 

579.  Soit  g le  centre  rie  gravité  de  la  coupe  AEB  qui , parce  qu'elle 
est  symétrique,  se  trouve  sur  la  verticale  CE.  Ce  centre  de  gravité  étant 
déterminé,  nous  sommes  censés  en  connaître  la  distance  au  niveau  du 
fluiilc.  Bioramons  n celte  distance,  noua  aurons  encore,  en  vertu  de 
la  similitude  des  ligures, 


donc 


hly.-.n-.  I 


la  distance  n'du  centre  de  gravité  de 
la  coupe  A'E'B'  au  niveau  de  l'eau; 


h 


iMnltipliant  cette  distance  par  la  coupc  élémcnmirc , on  aura  pour  le 
moment  de  cette  coupe,  par  rapport  nu  niveau  de  l'eau , 
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nr  a'Y  'j 
X dx  : 
b 4»  I 


d'où  il  sait  que  /jr^dx  sera  la  somme  de  tous  les  moroeas  prise  par 
rapport  au  niveau.  Cette  somme  devant  ^tre  égale,  au  moment  <lu  centra 
de  gravite  de  tout  le  corps  par  rapport  au  même  plan  du  niveau  de  l’eau, 
si  nous  nommons  G cette  distance  HG,  c(V  Icvolume  du  corps,  nous 
aurons 


d’où  nons  tirerons 


V.G  = ~/r*r/x; 


Mais  nous  avous  vu,  art.  $77,  que  la  distance  mO  du  m^tacentre  an 
centre  de  gravite  O de  la  carène  était  donnée  par  la  formule 

ai  l'on  compare  entre  elles  ces  eiprcssions , on  aura 


on 

d’où  l’on  tirera 


G : mO  — /x^dx  : - fx^dt, 
G : mO  ::  3/m*  : a4>; 

«O  = £?•••  (4o8)’ 


S80.  Pour  donner  une  application  de  cette  formule , proposons-nous 
de  trouver  le  metaerntre  d’un  paialléicpipcde  rectangle  MI..  Soit  donc 
Af  (Cg.  a35)  la  rcction  de  ce  corps  par  le  niveau  de  l’eau,  qui  sera  pa-  p. 
rallcle  au  plan  KL,  le  corfis  s’enfunceia  ilans  l'can  d’une  certaine  quaii- 
tité  AN  de[iendante  de  lu  cliurgc  qu’d  supporte , de  sorte  que  ce  ne  sera 
que  rcxpétiencc , art.  56i , qui  pnuira  détçrniincr  la  liauteur  AN  de  la 
carène  ; mais  dès  que  l'un  connaîtra  cette  Iiaiileur,  on  trouvera  faci- 
lemcnt  la  coupe  que  nous  avons  repiescntce  pat  n';  car  tontes  Ica  coupes 
parallèles  ù BK  étant  égales  à cc  parallélogramme,  nous  aurous 

<i«  = AB  X CE. 

D’nn  autre  c6té,  la  demi -largeur  de  la  coupe  étant  égale  à 7 AB, 
on  a 

4 = J AB  = AC  ; 

et  comme  tous  les  centres  de  gravité  des  coupes  de  la  carène  sont  distans 
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du  nlrcau  AF  de  l’eau  d’une  quantité  égale  i ^ CE,  il  en  lera  de  même 
du  centre  de  gravité  G de  la  carène  j de  sorte  que  nous  aurons 


n = ü 


CE. 


SubslPtunnt  ces  valeurs  dans  la  formule  (4o3) , nuns  obtiendrons  pour  la 
distance  du  métacentre  m au  centre  de  gravité  O de  la  carène , 


«O  =: 


aAC> 

3AB  X CE  ’ 


ou,  en  remplaçant  AB  jur  oAC  et  en  réduisant, 

AC* 


mO  = 


3CE' 


Par  exemple,  si  la  demi-largeur  do  parallélépipède  est  de  g mètres  et  la 
bautenr  de  la  carène  de  4 mètres,  on  trouvera  que  la  hauteur  du  raéia- 
centre  an-dessus  du  centre  de  gravité  de  la  carène  est  de  6*  J , et  si  l’on 
en  retranche  la  hauteur  de  la  carène,  il  restera  s”*  J ponr  la  distance  du 
métacentre  au  niveau  de  l’eau;  ce  qui  montre  qu’il  ne  faudrait  que  le 
centre  de  gravité  do  parallélépipède  s’clevit  au-dessus  de  J. 

53t.  Ponr  seconde  application  de  la  formule  (4o8) , considérons  une  ca- 
Fig.a3C.  rêne  dont  la  coupe  verticale  ABE  (Gg.  a3G)  est  un  triangle  AEB,  rec- 
tangle en  C ; ce  triongle  étant,  par  hypothèse,  une  figure  symétrique, 
doit  être  isoscèle.  Donc , si  l’on  abaisse  la  perpendiculaire  CE  sur  le 
cèté  AB,  la  similitude  des  triangles  AEB,  AEC  prouve  que  AEC  est 
aussi  isoKèle,  et  que  la  hauteur  EC  est  égale  à la  moitié  de  la  base  AB; 
donc  les  quantités  qui  entrent  dans  les  furmnlcs  (4o8j  sont  dans  ce  cas , 


n*  = aire  triangle  = AC*, 
n=:G=îCE, 

5 = AC  =CE; 


par  cotuéquent,  en  mettant  ces  valeurs  dans  cette  formule,  elle  se  ré- 
dnit  b 


mO  =a 


aCE 
3 ’ 


' at  si  l’on  retraiKhe  de  cette  valeur  la  disunce  de  O au  niveau  AB  de 
l’eau , comme  O est  au  tiers  de  CE , b partir  de  la  base  dn  triangle , il 
restera  î CE,  pour  la  distance  mC  du  métacentre  au  niveau  de  l’eau. 
Donc , dans  une  carène  symétrique  dont  la  base  est  un  triangle  rec- 
tangle, le  tnètaeentre  de  chaque  coupe  verticale  est  autant  au-des- 
sus du  niveau  de  l'eau  que  le  centre  de  gravité  de  ta  coupe  est  au- 
dessous. 

S8'i.  Si  nous  appliquons  la  formule  ( 4<>8  ) an  corps  régulier  dont  lo 
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coopc  «il  ABE,  noas  verront  qoe  la  quaulitc  b cttici  égale  h AC,  et  que 
a’,  qai  exprime  la  surface  de  la  coupe,  équivaut  h AC  X CE  = CE‘, 
et  qu'cnlin  le  centre  du  gravité  de  la  coopc  étant  distant  du  niveau  de  l’eau 
d’une  quantité  égale  II  j CE , comme  tous  les  centres  de  gravité  des  autres 
coupes  en  sont  tout  distant  de  ta  même  quantité,  il  doit  en  être  de  même 
du  centre  de  gravité  Gde  tout  le  corps;  d’où  il  suit  que  G — j CE.  Subs- 
tituant ces  valeurs  dans  l’équation  (4o8),'on  aura  encore 

mO = { CE; 


d’où  l’on  conclura  que  la  même  propriété , qui  est  énoncée  art.  58i,  a 
également  lieu  pour  le  métacentre  de  toute  la  carène. 

583.  Si  l’on  imagine  maintenant  que  le  poids  du  corps  soit  cnneentre 
ù son  centre  de  gravité,  on  peut  déterminer,  par  la  théorie  du  pendule 
eoapooé,  les  oseiUationt  dt  co  corps  amour  du  métacentre.  Pour  cela , 
changeons  la  position  des  axe  (des  coordonnées , en  plaçant  l’origine  an 
ceMre  de  gravité;  il  suflira  ensuite  de  mettre  la  valeur  convenable  de^^ 
dans  la  formule  (337),  l**')  comme  on  l’a  vu  page  3ai,  revient  ù celle-ci  : 


_ xr, 

dl 


(4°9)  i ' 


car,  ù l’aide  de  celte  équation,  on  pourra  parvenir  ù connaître  la  vitesse 
angulaire  a,  et  ensuite  trouver  le  temps  t de  roseillation.  Mais  il  est 
i remarquer  qne  l’axe  des  y,  employé  dans  celte  formule,  ayant  été 
place  perpendiculairement  ù la  direction  de  la  pesanteur,  notre  axe  des 
X devient  l’axe  des^de  la  formule  (4oq);  par  conséquent,  l’otdonnéejc^, 
qui  détermine  le  moment  du  centre  de  gravité  par  rgppprt  an  plan  des 
X,  s,  devra  être  remplacée  par  l’abscisse  x^  qui  détermine  le  moment 
du  centre  de  gravité  p.ir  rapport  an  plan  des  jc,  r. 

584.  Pour  obtenir  la  valeur  de  celte  abscisse,  nous  avons  vu , art  877, 
que  la  distance  du  roétaccutre  m,  au  centre  de  gravité  O de  la  carène, 
avait  ponr  expression 

a / y*Jx 


appelons  A cet  te  quan  titc , et  nommons  B la  distance  de  O en  G ifig.  xSç),  pjg  ,3- 
nous  aurons  donc 

Gat  = A B. 


Mais  il  faut  rematrqoeé  qne  lé  point  G pouvant  tomber  an*Hle«sns  de  O, 
art.  567,  on  peut  avoir  aussi 

Gus  sa:  A — B ; 

par  conséquent  nous  comproidrtms  les  déni  cas  en  éerivsnt  ' ' 
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Gm  = A±  B. 


Fig. 337.  Cela  pose,  l’angle  LmG  (lîg.  a37',  forme'  par  la  verticale  niL  avec  la 
nouvelle  direction  de  cet  axe,  e'tant  reprt'sentc'  par  6,  nous  aurons 

GL  B Gm  sin  6 ; 

remplaçant  le  sinus  par  l'arc,  parce  ejue  cet  arc  est  très  petit , et  snbsti- 
tuaut  la  valeur  de  Gm,  cette  équation  deviendra 

GL  ^ (A  ± b;  e ; 

mettant  cette  valeur  de  dans  la  formule  (^og) , nous  obtiendrons 

da fA  de  Bj  9 

. dt  A’d-fl’ 

t 

585.  D’un  autre  edte^  la  vitesse  angulaire  si  e'iant  celle  qui  correspond 
è l’espace  circulaire  6 dùirit  avec  runilc  pour  rayon;  cette  vitesse  sera 


égale  à la  diHeientiellc  de  cet  espace,  divisée  par  dt,  c’cst-.’l-tlirc  5,--» 

. . ' 
et  comme,  lorsque  le  temps  s accroît,  l’arc  In  (Gg.  aSç)  diminue,  on  doit 

supposer  d9  négatif,  ayez  la  note  de  l'att.  365).  On  aura  donc 


■ “ = -*•••  • 
en  multipliant  ces  deux  équations  par  ordre,  cela  suffira  pour  t^iiuiuer 
Jl , et  l’on  obtiendra 

<r(Ad:B), 

faisant,  pour  nbft^eh,  . . . ...... 

.a;.'.  ijSfAdrB)  ^ -■  ^ 

et  multipliant  par  3,  pour  qn'on  puisse  inimcdiàtemcnt  integret,  oa 
aura  ■ , 

3E  9rl9  = 3s)t/s>  ; ’ ' 

effectuant  l’intégration,  il  viendia 

I -.S  E9’d-»*  = C;  .11. 

d'où  l’on  tirera 

a±z  V/C  — B9^. 

Substituant  cette  valeur  dans  l’equation  {4io},  on  uouTcra 


, di 

dt  = ==  ; 

yc  — E9» 

divisant  par  £,  sous  le  radical,  et  multipliant  en  dehors  par  \/ï^,  cftte 
rqnatton  donnera 
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<U  = 


et  donnera  en  rinle'grani 


c/S 


v'Ëv'i- 


6* 


d’ob  l'on  tirera 


( = — — arc 


6 j/Ê 
V'C 


= coa  [(t-C')V/Ë]. 


Il  sera  facile  de  déduire  de  U 


V/g[coaft-C>)V'gl 

V/E 


5W.  Lorsque  E sera  ni^gatif,  le  radical  qni  aOccie  le  second  membre 
de  cette  e'qnation  derenant  nne  qnanlitd  imaginaire , la  râleur  de  l’arc  6 
décrit  par  ni  (Kg.  aS;)  cewera  d’être  réelle,  et  l’oscillation  ne  pourra  pjg.,3^ 
plus  avoir  lien;  mais,  pour  que  E soit  négatif,  il  faut  que  le  premier 
terme  de  l’équation  (4n)  •<  détermine  negatirement,  et  que  par  eon- 
séqueiit  l'on  ait 

A d:  B = nombre  négatif; 


c’est  ce  qui  arrive  lorsque  B surpasse  A , et  comporte  le  signe  inférienr. 
Mais  nous  avons  vn,  art.  584 • ^ étant  la  valeur  de  la  droite  Cm, 

cette  valent , art.  583 , n'était  négative  qne  quand  le  centre  de  gravité  O 
de  la  carine  était  an^dessous  dn  centre  de  gravité  G.  11  mit  de  U qne  le 
corps  ne  peut  être  dans  nne  position  d'équilibre  instantané  que  dans  ce 
cas;  car  c'est  le  seul  où  les  oscillations  penvent  devenir  impossibles. 

Au  contraire,  lorsque  le  centre  de  gravité  O de  la  caréné  sera  auslrssus 
du  centre  de  gravité  G du  corps,  la  valeur  de  B se  déterminera  positive- 
ment, et  celles  de  fi  et  de  a seront  réelles;  d'où  il  soit  que  les  oscillations 
pourront  avoir  lien:  et  comme  la  détermination  de  leur  dorée  te  déter- 
mine  absolument  par  le  même  moyen  que  nous  avons  employé  lorsque 
nous  avons  traité  du  ]>endule  composé  , nous  pourrons  en  conclure 
qu’elles  sont  d'égale  durée.  Cela  tuIGt  pour  nous  faire  reconnaître  que 
lorsque  le  centre  de  gravité  de  la  carène  est  au-dessus  du  centre  de 
gravité  dn  eorps  plongé  dans  on  fluide,  ce  corps  est  dans  une  position 
d’équilibre  stable. 


ÈUm.  de  Mécanique. 


a5 
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HYDBOBTATIQUE. 


De  la  Balance  hydrostatique,  de  V Aréomètre, 
de  la  Pesanteur  de  tair,  du  Siphon,  et  de 

l’Élasticité  de  l’air. 

58^.  Soit  M un  corps  dont  le  poids  est  P;  si  ce  corps 
est  plongé  dans  un  fluide,  il  perdra  de  son  poids  une 
quantité  égale  au  voliune  du  fluide  qu’il  déplace;  par  con- 
séquent, il  faudra  ôter  une  partie  P'  du  poids  P pour  ré- 
tablir l’équilibre  : ce  poids  enleré  P'  sera  donc  égal  à celui 
du  volume  du  fluide  déplacé. 

Par  exemple,  si  M est  une  splicre  de  plomb  du  poids  de 
Il  hectogrammes,  et  qu’on  trouve,  lorsqu’elle  est  plongée 
dans  un  fluide , qu’elle  ne  pèse  plus  que  lo  hectogrammes, 
on  en  conclura  que  la  gravité  du  plomb  est  à celle  de  ce 
fluide,  comme  1 1 est  à i. 

Si  l’on  voulait  déterminer  la  pesanteur  spécifique  ou 
densité  d’un  fluide,  celle  de  l’huile  d’olive,  par  exemple , 
on  plongerait  la  même  sphère  dans  ce  fluide,  et  ayant 
trouvé  que  son  poids  est  réduit  à io'‘,o85,  on  conclurait 
que  le  volume  du  fluide  déplacé  est  égal  à 0^,916  ; et 
comme  en  plongeant  cette  sphère  de  plomb  dans  l’eau, 
on  a déjà  trouvé  que  le  volume  d’eau  déplacée  était  de  t*, 
en  comparant  les  volumes  déplacés  des  deux  fluides,  on 
trouverait  que  leurs  densités  sont  entre  elles  comme  1 est 
à 0,915. 

11  suit  de  ce  qui  précède  que  deux  corps  de  volumes  iné- 
gaux étant  mis  en  équilibre  dans  le  vide , cesseront  de  l’étre 
lorsqu'ils  seront  plongés  dans  l’air;  car  le  plus  volumineux 
de  ces  corps  perdra  une  plus  forte  partie  de  son  poids  que 
l’autre. 

588.  L’aréomètre,  ou  pèse-liqueur,  est  un  instrument  qui 
fait  connaître  les  pesanteurs  spécifiques  des  fluides;  il  est 
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composé  (l’un  cylindre  de  verre  qui , dans  sa  partie  inté- 
rieure. est  soudé  à ùn  petit  globe  de  verre  rempli  de  mer- 
cure; l’antre  es.trémité  de  ce  cylindre  (»t  terminée  par  un 
tube  gradué.  Lorsqu’on  plonge  l’aréomètre  dans  un  fluide , 
le  mercure  qui  sert  à le  lester  lui  fait  prendre  une  position 
verticale,  et  il  s’enfonce  d’autant  plus  dans  le  fluide,  que 
ce  fluide  a moins  de  densité.  Alors  la  division  du  tube 
gradué  fait  c<ninaitre  la  pesanteur  spéciCqne  du  fluide.  Par 
exemple,  la  température  étant  à lo  degrés  du  thermo- 
mètre de  Réaumur,  si  l’on  plonge  l’aréomètre  dans  de 
l’eau  distillée,  le  niveau  du  fluide  eflleurera  le  lo*  degré 
de  l’aréomètre;  plongé  ensuite  dans  le  vin,  il  indiquera  le 
II*,  le  12*  ou  le  i3*  degré;  dans  l’eau-de-vie,  il  descendra 
encore  et  s’arrêtera  entre  1 5 et  au,  ou  entre  ai  et  35,  selon 
que  cette  eau-de-vie  sera  simple  ou  rectifiée. 

D’après  ce  c(ui  précède,  on  voit  que  la  construction  de 
l’aréomètre  est  fondée  sur  ce  principe,  qu’un  corps  plongé 
dans  un  fluide , perd  une  partie  de  son  poids  égale  à celui 
du  fluide  déplacé;  donc,  plus  le  fluide  aura  de  densité,  plus 
l’aréomètre  diminuant  de  poids  surnagera. 

58g.  Galilée , le  premier,  reconnut  la  pesanteur  de  l’air; 
Toricelli,  son  disciple,  la  démontra  par  l’expérience  sui- 
vante. Soit  AB  (Cg.  238)  un  tube  de  verre  situé  vertica- pjg  .,38. 
leraent  et  rempli  de  mercure;  si  l’on  renverse  ce  tube  de 
manière  qu’en  gardant  toujours  une  position  verticale , la 
partie  inférieure  A prenne  la  place  de  la  partie  supérieure, 
et  que  l’on  plonge  ce  tube  ( lig.  289  ) dans  un  vase  plein  Fig-  a3g- 
de  mercure,  il  se  fera,  à la  partie  BE  du  tube,  un  vide 
<pil  sera  occasloné  par  la  descente  du  mercure  qui  s’arrê- 
tera en  E lorsque  la  colonne  de  mercure  comprise  depuis  E 
jusqu’à  la  base  horizontale  CD  du  mercure  sera  d’environ 
28  pouces , ou  de  o*" , ^6. 

Cette  colonne  de  mercure  ne  se  soutient  que  par  la  pres- 

25.  . 
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sion  de  l'air  extérieur  qui,  pressant  la  surface  CD,  fait 

équilibre  au  mercure  renfermé  dans  le  tube. 

Les  fluides  qui  ont  des  densités  différentes  doirent  donc 
s’élever  à des  hauteurs  différentes;  c’est  ce  qu’on  a véri£é 
sur  l’eau.  En  effet , l’eau  étant  d’une  densité  qui  est  à 
peu  près  i3  ^ fois  moindre  que  celle  du  mercure,  devra 
s’élever  à une  hauteur  qui  sera  en  raison  inverse  des  den- 
sités de  ces  fluides.  Ainsi  l’eau  s’élèvera  à une  hauteur  ex- 
primée par  28^“'  X >3  ï»  nombre  ^ui  diffère  peu  de 
ou  io,*'4)  hauteur  k laquelle  on  a reconnu  qu’une  pompe 
aspirante  pouvait  élever  l’eau. 

Dans  cette  pompe,  le  piston  qui  était  à la  surface  de 
l’eau  s’étant  élevé  jusqu’à  une  certaine  hauteur,  il  sc  fait 
un  vide  dans  le  corps  de  pompe;  alors  l’eau  pressée  par  l’air 
environnant,  monte  dans  ce  vide  de  la  même  manière  que 
s’élève  le  mercure  dans  le  tube  de  Toricelli.' 

590.  Le  mécanisme  du  siphon  s’explique  aussi  par  la 
pression  de  l’air.  On  appelle  siphon  un  tube  recourbé, 

' dans  lequel  l’une  des  branches  est  plus  longue  que  l'autre. 
Fig. a4n.  La  branche  EF  ( üg.  240)  qui  est  la  plus  courte,  est 
plongée  dans  un  vase  A6CD  plein  de  liqueur;  alors  si  en 
aspirant  l’air  par  l’ouverture  G,  on  fait  le  vide,  la  pres- 
sion de  l’air  agissant  sur  la  surface  BC  du  fluide , fera 
monter  l’eau  dans  le  siphon , et  le  fluide  se  videra  par  la 
branche  FG. 

5gi.  L’air  est  un  fluide  élastique  qui  se  comprime  sen- 
siblement en  raison  directe  du  poids  qui  le  presse. 

Voici  une  expérience  qui  va  le  prouver.  Soit  ABCE 
Fig.  a4i.  (fig.  a4<)  un  tube  recourbé  et  fermé  hermétiquement  au 
point  E : si  par  l’ouverture  A',  on  fait  entrer  du  mercure 
qui  remplisse  la  partie  du  tube  comprise  depuis  A jusqu’en 
D,  lorsque  AB  sera  de  (*),  le  mercure  DC  occu- 

(*}  On  (uppote  que  l’expérience  toit  faite  à Paria,  o!i  la  hautenr 
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périt  la  moitié  de  la  branche  CE}  et  si  l’on  rerse  encore  du 
mercure  dans  le  tube  jusqu’à  ce  que  h!b  soit  de  deux  fois 
l’espace  £<f  rempli  par  l’air  sera  réduit  au  tiers 
de  CE  ; et  ainsi  de  suite. 

Cette  expérience  prouve  la  compression  de  l’air  *,  car 
lorsqu’il  n’y  avait  point  de  mercure  dans  le  tube,  l’air  CE 
faisait  équilibre  à une  colonne  d’air  de  même  poids  que 
celui  d’une  colonne  de  mercure  de  de  haut;  lors- 
qu’on verso  ensuite  du  mercure,  et  que  AB  est  de  , 

l’air  renfermé  dans  ED  fait  donc  équilibre  à un  poids  de 
deux  fois  ^G'""'*^,  et  cet  air  n’occupe  plus  que  la  moitié  de 
CE.  On  voit  de  même  que  l’espace  £d,  occupé  par  l’air, 
sera  réduit  au  tiers  de  EC  lorsque  BA'  sera  de  deux  fois 
aJuji  Je  suite. 

Si  l’on  ôte  successivement  le  mercure  du  tube,  l’air  se 
rétablit  dans  son  état  primitif  ; ce  qui  prouve  cette  nou- 
velle propriété  de  l’air,  qu’il  est  un  fluide  parfaitement 
élastique. 

Des  Pompes. 

5q2.  Une  pompe  est  une  machine  composée  d’un  tuyau 
qui,  à Faide  du  ressort  de  l’air,  fait  monter  l’eau. 

Il  y a trois  sortes  principales  de  pompes:  i°.  la  pompe 
aspirante,  a”,  la  pompe  foulante,  3°.  la  pompe  aspirante 
et  foulante.  . 


moyenne  <1u  mrrenre,  dani  le  baromètre,  eit  <te  0^,76;  et  l’on  uni 
que,  dan*  an  antre  lieu,  le  mercure  pourrait  n’ètre  pai  è la  même 
banteur. 

Sona  le  Pont- Royal , et  an  nirean  des  aaoyeonea  eanx  de  la  Seine , 
lorsque  le  thermomètre  indique  ta",  la  hauteur  moyenne  du  baromètre 
est,  d’après  M.  Biot , de  o”,76.  IM,  Sbnckburf;,  qui  a mesure  arco. 
beaucoup  de  pre'cision  la  hauteur  moyenne  du  baromètre  h la  latitude 
de  45®  {division  nonag.) , l’a  irouTce  de  o”,76ag.  Le  iliermomèire  étais 
è ta®, 8. 
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La  pompe  asprrante  ( fig-  a4z)  cit  formée  de  l’assem-  '' 
blagc  de  deux  tuyaux  ABCD,  CDHL  unis  ensemble,  et 
dont  le  premier  est  le  tuyau  d’aspiration,  et  le  second  le 
corps  de  pompe.  Le  jeu  du  piston  est  l’espace  MKHL, 
dans  lequel  >1  peut  se  mouvoir.  Voici  l’efiet  de  la  pompe 
aspirante. 

Cette  pompe  étant  placée  de  manière  que  sa  partie  in- 
férieure AB  soit  au  niveau  de  l’eau , si  l’on  élève  le  piston 
de  MN  en  HL,  il  se  fait  un  vide  dans  l’espace  ML*,  l’air 
que  renferme  CN  s’y  précipite,  et^  devenu  moins  dense 
que  l’air  atmosphérique  renfermé  dans  le  tuyau  d’aspira- 
tion AD,  cet  air  atmosphérique  soulève  la  soupape  et 
diminue  aussi  de  densité;  alors,  ne  pouvant  péus  feire  équiH 
libre  à l’air  atmosphérique  qui  repose  sur  la  surface  ex- 
térieure du  fluide,  celui-ci  presse  cette  surface,  et  fait 
monter  l’eau  jusqu’en  A'B’;  et  l’équilibre  se  rétablira , parce 
que  l’air  extérieur  sera  contrebalancé  par  la  colonne  d'eau 
AB',  jointe  à l’air  renfermé  dans  A'L.  En  ce  moment,  la 
soupape  k ne  se  trouvant  plus  entre  deux  airs  de  den- 
sités diiférentes,  retombera  par  son  propre  poids,  et  se 
fermera.  Abaissant  de  nouveau  le  piston  de  HL  en  MN  , 
l’air  renfermé  dans  MD  se  condensera  de  plus  en  plus, 
et  ne  tendra  qu’à  presser  encore  davantage  la  soupape  k. 
Ainsi  l’air  renfermé  dans  A'D  ne  pouvant  communiquer 
avec  celui  qui  est  au-dessus  de  la  soupape  k,  conservera 
le  ressort  qu’il  avait  lorsque  le  piston  était  en  HL  ; par 
conséquent  la  colonne  d’eau  AB'  se  maintiendra  toujours 
à la  même  hauteur.  Nous  venons  de  voir  qu’à  mesure 
qu’on  faisait  descendre  le  piston,  l’air  qu’il  presse  contre 
CD  se  condensait.  Lorsque  ce  piston  sera  ramené  en  MN, 
il  aura  repoussé  dans  MD , non-seulement  l’air  atmospbé- 
irique  qui  y était  primitivement  contenu,  mais  encore  il  y 
aura  fait  entrer  une  partie  de  l’air  dont  la  colonne  d’eau 
AB'  tient  la  place.  Ainsi  l’air  contenu  dans  MD  devrait  être 
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' plui  dense  qne  l’air  atmosphérique  : U ne  l'est  pat  cepen  - 
dant,  parce  qu’on  a pratiqué  dans  le  piston  une  soupape  1 
qni  s’ouvre  dès  que  l’air  contenu  dans  MD  a plus  de  res-' 
sort  que  l’air  atmosphéricpie  situé  au-nlestus  du  piston. 

Élerant  pour  la  seconde  ibis  le  piston , une  partie  de  l’air 
contenu  dans  A’D  montera  dans  le  corps  de  pompe,  comme 
nous  l’avons  expliqué,  et  l’équilibre  sera  rompu  de  nou- 
veau. Poor  le  rétablir,  il  faudra  que  l’eau  monte  de  A'B 
en  de  sorte  qu’après  un  certain  nombre  de  coups  de 
piston l’eau  parviendra  jmqu’à  la  soupape  k,  ta  soulèvera, 
et  entrera  dans  le  corps  de  pompe , s’^  élèvera  successive' 
ment , et  sortira  par  l’ouvm^ure  QR. 

5()3.  Examinons  maintenant  le  mécanisme  de  la  pompe 
foulante.  Dans  cette  pompe , le  piston  MMP  ( fig.  a4^  ) Eis-  *4^- 
descendant  de  MM  en  HL,  s’enfonce  dans  le  fluide,  et  il 
se  fait  un  vide  dans  l’espace  ML  ; alors  l’eau  qui  est  au* 
dessous  du  piston,  chargée  d’ailleurs  de  la  colonne  d’eau 
qui  presse  la  surface  du  fluide,  se  précipite  dans  ce  vide 
au  moyen  d’une  ouverture  faite  au  piston , et  recouverte 
d’une  soupape  qui  se  ferme. 

Si  l’on  fait  ensuite  remonter  le  piston , lorsqu’il  sera 
revenu  en  MM,  l’eau  qui  repose  sur  la  base  de  ce  piston 
tiendra  la  place  d’une  partie  de  l’air  qne  renfermait  l’espace 
MNCD;  par  conséquent , cet  au-  se  comprimera,  et  devenant 
plus  dense  que  l’air  atmosphérique , il  soulèvera  la  soupape 
t,  et  sortira  par  cette  ouverture  jusqu’à  ce  qu’il  ait  repris 
la  densité  de  l’air  atmosphérique.  Ainsi , à part  l’eau  qui 
repose  sur  le  piston , tout  redeviendra  dans  le  même  état 
qu’avant  le  premier  coup  de  piston  ; par  conséquent , si 
l’on  fait  descendre  de  nouveau  le  piston , l’eau  du  vase 
montera  encore  dans  la  pompe;  et  ainsi  de  suite,  jusqu’à 
ce  que  l’eau  s’introduise  dans  le  corps  de  pompe  en  soule- 
vant la  soupape  i. 


Digilized  by  Google 


Sqü  aTDROSTATIqVE. 

594.  En  combinant  les  effets  de  ces  deux  pompes,  on  a 
imaginé  la  pompe  aspirante  et  foulante.  Dans  cette  pompe, 

F'g-  >44’  s»  PoD  élève  le  piston  MNP  (fig.  244)  > Pean,  en  pressant  la 
soupape  L,  montera  par  le  tujau  A6CD,  et  pénétrera  dans 
la  partie  MCDEF.  Ainsi , au  bout  de  plusieurs  coups  de 
piston , l’eau  s'accumulera  dans  l’espace  MCDËF  ; le 
piston , en  descendant  ensuite , comprimera  Peau , et  la 
faisant  sortir  par  la  soupape  1 , l’introduira  dans  le  tuyau 
FGHK. 

595.  Il  est  possible  que  la  pompe  aspirante  ait  des  di- 
mensions telles,  que  l’eau  ne  puisse  s’élever  au>delà  d’une 
certaine  hauteur.  Pour  connaître  dans  quel  cas  Cela  peut 
arriver,  simplifions  le  problème,  et  considérons  une  pompe 
dans  laquelle  le  tuyau  aurait  partout  le  même  diamètre,  et 
supposons  que  l’eau  se  soit  élevée  jusqu’au  plan  horizontal 

Fig-  a{5.  dont  ZX  ( iig.  u45  ) est  le  profil , et  que  le  piston  ne  se 
meuve  que  dans  l’espace  compris  entre  HL  et  MH  ; nom- 
mons 

a le  jeu  LN  du  piston, 
b la  longueur  LB, 

X la  distance  de  L en  X. 

Lorsque  le  piston  s’est  élevé  de  MN  en  HL,  il  a parcouru 
toute  sa  course  ; alors  Pair  qui  était  d’abord  contenu  dans 
ZN , occupe  l’espace  ZL,  et  par  conséquent  diminue  de 
ressort  dans  le  rapport  de  NX  à LX;  de  sorte  que  si  R 
était  le  ressort  de  Pair  atmosphérique  contenu  dans  HZ , 
le  ressort  R'  de  Pair  raréfié  contenu  dans  ZL,  sera  donné 
par  la  proportion 

ijc  : NX  R : R', 
ou 

X X — o:cRt  R^» 

donc 


X 
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Cela  posé.  Pair  contenu  dans  NZ  étant  de  même  densité 
que  ceini  de  Pair  extérieur,  son  ressort  R doit  être  me- 
suré par  une  colonne  d’air  dont  la  base  c équivaudrait  au 
cercle  qui  aurait  MN  pour  diamètre,  et  dont  la  hauteur  se- 
rait de  3a  pieds , c’est-è-dire  de  i o",  4-  Soit  h cette  hau- 
teur, donc 

R = cA. 

Si  l’on  met  cette  valeur  dans  l’équation  précédente,  on 
trouvera 

R'=^^^Xc/;. 

X 

Or , il  est  évident  que  le  ressort  R'  de  Pair  renfermé  dans 
ZL,  joint  à l’eau  qui  occupe  le  c}'lindre  A6ZX  , doit 
contrebalancer  la  pression  de  Pair  atmosphérique.  La  co- 
lonne d’eau  renfermée  dans  le  cylindre  ABZX  a pour 
volume  le  produit  de  la  base  c par  la  hauteur  RX  ou 
cX  {b  — x).  A l’égard  de  la  pression  de  Pair  atmosphé- 
rique, elle  sera  représentée  par  ch\  par  conséquent,  nous 
aurons 

X ch  + {b  — x)c  = ch’, 
supprimant  le  facteur  commun  c,  il  restera 

Dans  ce  cas,  il  y aura  équilibre  entre  Pair  extérieur  et  la 
colonne  d’eau  ; mais  si  l’eau  doit  monter , il  faudra  que 
la  pression  de  Pair  extérieur  l’emporte  sur  celle  de  l’eau 
renfermée  dans  le  cylindre  ABZX  et  de  Pair  compris  dans 
ZL,  et  que  Pon  ait,  par  conséquent. 
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en  représenUnt  par  % l’excès  do  second  membre  de  cette 

inégalité  sor  le  premier,  on  aura 

A + « + *=  A. 

Chassant  le  dénominateur  x et  réduisant,  on  obtiendra 

— aA  -j-  Ax  — arî  4*  = O , 

d’où  l’on  tirera 

Si  l’on  fait  z — o,  l’eau  s’arrêtera  en  ZX,  et  l’on  aura 


Ces  deux  valeurs  de  x seront  toujours  réelles,  si 

surpasse  ah  : lorsque  cette  condition  sera  remplie , l’eau 
pourra  s’arrêter  en  deux  points;  mais  il  n’eu  sera  pas  de 

A* 

même  si  ah  surpasse  ; car  alors  les  deux  racines  de  x 

étant  imaginaires,  l’eau  ne  pourra  s’arrêter,  et  la  pompe 
aura  tout  son  effet. 

5g6.  Â l’égard  de  la  pompe  foulante,  on  élèvera'  totijours 
l’eau,  avec  cette  pompe,  à la  hauteur  que  l’on  voudra, 
pourvu  que  la  force  motrice  soit  proportionnelle  à l’effort 
que  supporte  le  piston.  Supposons  que  l’eau  soit  montée 
Fig.  143.  dans  la  pompe  jusqu’en  EF  (Cg.  a43),  le  niveau  du  fluide 
environnant  se  trouvera  au-dessous.  Or,  il  peut  arriver 
deux  cas  : ou  le  piston  est  au-dessous  du  niveau  de  l’eau  en- 
vironnante, ou  il  est  au-dessus.  Dans  le  premier,  soit  <iA 
le  niveau  de  l’eau  environnante;  le  piston  MNP  n’est  point 
•-  chargé  de  l’eau  comprise  entre  MN  et  «A,  parce  que  celte 
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eau  eit  contrebalancée  par  le  fluide  extérieur  v' donc  le 
piston  ne  soutient  que  l’eau  renfermée  entre  ab  et  £F,,Qr, 
le  poids  de  cette  colonne  d’eau  s’évalue  par  celui  d’un  cy- 
lindre d’eau  dont  la  base  serait  la  surface  MN  du  piston, 
et  dont  la  hauteur  serait  ^ale  à la  distance  des  deux  plans 
EF  et  ab. 

597.  Mais  si  le  niveau  est  en  a'b' tt  le  piston  au-dessus  • 
(fig.  243),  soit  P le  poids  de  la  colonne  d’eau  comprise  Fig- >43* 
entre  MN  et  a'b'-,  cette  colonne  d’eau  n’étant  soutenue  que 
par  l’air  extérieur  qui  presse  l’eau  environnante,  dimi- 
nuera de  sou  poids  P le  ressort  de  l'air  extérieur.  Ainsi 
le  ressort  de  l’air  atmosphérique  qui  est  au  - dessus  du 
piston  surpassera  de  P le  ressort  de  l’air  extérieur.  Cet 
excès  de  pression  agira  sur  la  hase  MN  du  piston.  L’eGTet 
sera  donc  le  même  que  si  le  piston  supportait  le  poids  P 
de  la  colonne  d’eau  compr'ise  entre  et  MN  ; et  comme 
d’une  autre  part  le  piston  est  surchargé  d’uue  colonne  d’eau 
qui  s’étend  depuis  MN  jusqu’en  EF,  il  en  résulte  que  la  hase 
MN  supportera  une  pression  mesurée  par  le  cylindre  dont 
MN  serait  la  base , et  qui  aurait  pour  hauteur  la  distance 
comprise  entre  les  plans  db'  et  EF. 

Ainsi,  pourvu  qu’on  emploie  un  effort  sufEsant,  on  élè- 
vera toujours  l’eau  à la  hauteur  que  l’on  voudra,  au  moyen 
de  la  pompe  foulante. 

Du  Baromètre. 

5g8.  Le  baromètre  est  un  tube  recourbé  ABC  (fig.  246) , Tig.a4fi. 
rempli  de  mercure  dans  la  partie  NMBEF  de  sa  capacité; 
l’extrémité  supérieure  AMN  de  ce  tube  est  vide  d’air  et  en- 
tièrement close  en  A , tandis  que  l’autre  extrémité  C est  ou- 
verte. Si  par  la  surface  F£  on  mène  un  plan  qui  coupe  le 
tube  en  un  point  D , la  colonne  de  mercure  comprise  depuis 
D jusqu’en  M sera, comme  on  l’a  vu,  d’environ  38'"’“'"  ou 
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10*, 4 de  hauteur,  et  mesurera  le  poids  d’une  colonne  at- 
mosphérique de  même  base^  ~ ^ 

599.  Le  baromètre  fait  connaître  la  plus  ou  moins  grande 
densité  de  l’atmosphère  ; car  lorsque  l’air  augmente  de  den- 
Fig.a46.  sité,  la  surface  FE  (fig.  246)  du  mercure  éprourant  une  plus 
grande  pression , il  faut  une  plus  grande  colonne  de  mer- 
cure pour  faire  équilibre  à cette  pression  : ainsi  le  mercure 
s’élève  davantage  dans  le  tube.  Par  la  même  raison , la  co- 
lonne de  mercure  doit  s’abaisser  lorsque  l’air  atmosphé- 
rique devient  plus  léger. 

600.  D’après  ces  observations,  le  baromètre  peut  être 
employé  à mesurer  la  hauteur  d’une  montagne , ou  en 
' général  la  hauteur  verticale  d’un  pays  au-dessus  de  la  sur- 
face de  la  terre.  Pour  cet  effet ,' soient 

h la  hauteur  du  mercure  è la  surface  de  la  terre, 
h!  la  hauteur  du  mercure  au  haut  de  la  montagne, 

g et  les  densités  de  l’atmosphère  correspondantes  à A et 
à h'.  Nous  avons  vu , art.  55a , que  l’équation  générale  des 
fluides  pesans  était 

dp  = (*)  ; 

supposons  que  le  plan  des  x , y soit  horizontal , et  pla- 

(*)  Four  parTcuir  directement  b ce  rcsoltat,  conaiderone  une  colonne 
Fig.s47‘  Btmoapherique  ( flg.  347  1 dont  la  base  AB  eit  l’unité  de  surface:  la 
-pression  que  ccuc  base  supportera  sera  mesurée  par  le  poids  do  la 
colonne  atmosphérique  CABD^  par  conséquent,  la  pression  élémen- 
taire dp  peut  être  représentée  par  le  poids  d'une  tranche  dont  dt  serait 
la  hauteur  infiniment  petite.  Or,  la  base  de  cette  tranche  étant  égale 
b l’unité  de  surface,  son  volume  sera  exprimé  par  dz,  et  sa  masse  par 
fdz'f  donc  en  multipliant  cette  expression  par  g,  on  aura  gfdz  pour 
le  poids  qui  roesurer.-t  la  pression  dp.  Observons  que  cette  démonstra- 
tion a lieu,  quelle  que  soit  la  foi  me  de  la  base  plane  AB,  que  nous  avons, 
prise  pour  unité  de  surface. 
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çons-Ie  & la  surface  <le  la  terre.  Lorsqu’on  s’élërera  dans 
l’atmosphère , la  densité  deriendra  et  s eroitra , tandis 
que  P diminuera  : il  faut  donc,  d’après  la  note  de  l’ar- 
ticle 4^9 > prendre  (/p  et  ds  de  signes  contraires;  ce  qui 
nous  donnera 

dp~  — i'gdz...  (4i2). 


Si  les  lieux  des  observations  sont  peu  distans,  on  pourra 
regarder  la  pesanteur  g comme  constante , et  en  int^rant 
dans  cette  hypothèse,  on  aura 


Z 


1 

gj 


(4i3). 


Or,  la  température  étant  supposée  constante,  nous  avons 
vu,  art.  548,  que  la  pression  p était  proportionnelle  à sa 
densité,  condition  exprimée  par  l’équation 

P = nç';  . 


en  faisant  donc  varier  p et  dans  cette  équation , nous  en 
tirerons 

dp  = ndf  : 


substituant  cette  valeur  de  dp  dans  l’équation  (4  >3),  nous 
trouverons 


s 


g J c'  ’ 


effectuant  l’intégration  indiquée,  il  viendra 

, = -^ioge'  + c. 

S 

Pour  déterminer  la  constante,  observons  que  lorsque 
Z = O , la  densité  est  celle  qui  a lieu  à la  surface  de  la 
terre,  où  nous  avons  placé  le  plan  des  x , y.  Cette  densité 
sera  donc  celle  que  nous  avons  désignée  par  Ainsi  l’é- 
quation précédente  nous  donnera 
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o = -niogç  + C; 


élimioant  C entre  celte  équation  et  la  précédente,  noue 
aurons 

*a=£(logç  — logç'). 

O 

ou 


Or,  les  densités  étant  proportionnelles  aux  pressions,  elles 
le  sont  aussi  aux  hauteurs  observées  h et  donc 


h : A'  ::  j 

tirant  de  cette  proportion  la  valeur  de  ;,  et  la  substituant 
dans  celle  de  z,  on  obtient 

n , h 


*Le  logarithme  indiqué  appartenant  au  système  népérien , 
si  nons  représentons  par  Log  ^ le  logarithme  tabulaire  de 

et  par  M le  module  2,3oa585o9,  savons  que 
l’on  a 

M.Log^,  = %^,; 
substituant  il  viendra 


*=  — Log^...  (4i4). 

601.  Pour  déterminer  la  constante  n qui  est  la  pression 
sur  l’unité  de  densité  du  fluide,  nous  remarquerons  qu’à 
Porigine  la  densité  étant  ç,  cette  densité  n’est  autre  chose 
qu’un  cube  d’air  dont  l’une  des  faces  serait  égale  à Pnnité 
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(le  surfaœ;  la  pression  qui  agit  sur  ce  cube  doit  être  me- 
surée par  la  <x>loane  d’air  qui,  & la  surface  de  la  terre  « 
reposerait  sur  l’unité  de  surface  : or,  cette  colonne  d’air 
est  égale  à une  colonne  de  mercure  qui  s’élèverait  è une 
hauteur  h.  Si  nous  appelons  la  densité  du  mercure  , 
la  masse  de  cette  colonne  sera  représentée  par  . Mul- 
tipliant ce  produit  par  la  pesanteur  g,  le  poids  de  la  co- 
lonne de  mercure,  au  bas  de  la  montagne,  sera  donc  re- 
présenté par  gh^  : telle  sera  la  pr»sion  sur  la  densité  (• 
Pour  en  déduire  la  pressi<m  n sur  Tunité  de  densité,  il 
suffira  d’établir  la  proportion 

d’où  l’on  tirera 

n=^'-  ; 

substituant  cette  valeur  dans  la  formule  (4i4)>  viendra 


prenant  pour  unité  la  densité  du  mercure,  cette  formule 
se  réduira  à 


7, 


(4<5). 


602.  Si,  dans  deux  pays,  la  hauteur  h du  mercure  est  la 
même,  et  que  la  pesanteur  dans  l’un  étant  prise  pour 
unité,  devienne  dans  l’autre  i — i',  le  mercure  que  ren- 
ferme le  baromètre  dans  le  se(x>nd  pays  deviendra  pins 
léger  on  plus  lourd , selon  que  i'  sera  positif  ou  négatif. 
Pour  fixer  les  idées , supposons  positif  ; alors  \ —i' 
sera  une  quantité  plus  petite  que  l’unité , parce  que  la 
variation  de  la  pesanteur  étant  peu  sensible , on  est  en 
droit  de  supposer  que  la  variation  de  pesanteur  l est  au- 
dessous  de  l’intensité  de  la  pesanteur  qui  a lieu  à la  la- 
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titude  de  So”.  Cela  posé,  la  colonne  de  mercure,  dans 
je  pajs  où  la  pesanteur  est  i — derenant  plus  légère , 
fera  supporter  une  moindre  pression  à la  colonne  d’air 
qu’elle  contrebalancera  et  qui  diminuera  aussi  de  densité. 
Or,  en  supposant  que  l’élasticité  de  l’air  soit  proportion- 
nelle à la  pression  qu’il  supporte , cette  pression  sera  me- 
surée par  le  poids  de  la  colonne  h de  mercure-,  et  comme  / 
le  rapport  des  gravités  des  deux  pays  est  exprimé  par .... 

I : I — /,  ce  rapport  sera  aussi  celui  des  poids  des  co- 
lonnes de  mercure  dont  la  hauteur  commune  est  h.  Ainsi , 
en  appelant  d la  densité  de  l’air  dans  le  pays  où  la  pesan- 
teur est  I — /,  nous  aurons 


d’où  nous  tirerons 


I : i—fllfld-, 


Cette  valeui*  devra  remplacer  la  densité  de  l’air  dans  la 
formule  (4i^)i  po»<^  qu’elle  se  rapporte  au  pays  où  la  pe- 
santeur est  I — et  cette  formule  deviendra 


En  comparant  les  résultats  des  observations  faites  en  dif- 
fcrens  lieux  à l’aide  du  pendule , on  a trouvé  que  si  l’on 
supposait  la  pesanteur  égale  à l’unité,  à la  latitude  de  So” 
(div.  décim.),  la  différence  ^deviendrait  0,0028371  cos  nij', 
lorsqu’on  passerait  dans  un  pays  dont  la  latitude  serait 
Mettant  cette  valeur  de  ^dans  la  formule  (4i6),  on  obtient 

MA  Log  ^ 

2 I ■■  M I ■ ■■! 

{(l  0,002837100524.) 

D’après  cette  valeur,  on  voit  que  ^est  une  très  petite  frac- 
tion; par  conséquent,  si  dans  l’équation  (4>6)  on  remplace 
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^ par  son  développement  ^ -f-  /*  -f*  ^ + etc.,  donné  > 

par  la  division , et  qu’on  néglige  les  termes  etc. , 

comme  très  petits  devant  i',  on  pourra  mettre  i + au 

lieu  de  — - — il  alors  la  valeur  de  z deviendra 

I — r 

s = — (i  4- o»oo2837i  cosa4) • • (4*7)- 


6o3.  Pour  modifier  cette  formule  convenablement  au  cas 
où  l’on  a égard  à la  variation  de  la  température,  nous  re- 
anarquerons  que,  d’après  diverses  expériences,  M . Gaj-Lussac 
a trouvé  que  dans  l’intervalle  de  o à ioo“  du  thermomètre 
centigrade,  un  air  parfaitement  sec  se  dilatait  de  0,003^5 
par  degré  du  thermomètre;  mais  en  ayant  égard  à l’humi- 
dité qu’il  peut  contenir , on  a fixé  la  dilatation  de  ce  Oiiide 

à environ  par  degré.  Il  a été  aussi  reconnu  que,  dans  les 
mêmes  circonstances,  le  mercure  se  condensait  de 

541a 

par  degré.  Ainsi  un  volume  d’air  représenté  par  1 à la  tem- 
pérature o,  deviendra  i -{-  lorsque  le  thermomètre  mon- 
tera au  degré  »;  et  comme  la  densité  d’un  fluide  est  en  rai- 
son inverse  du  volume  qu’il  occupe,  il  suit  de  là  que  la  den- 
sité de  l’air  à la  température  n , sera  exprimée  par 


» + 


aSo 


par  conséquent , si  nous  prenons  pour  n nn  terme  moyen 
entre  les  températures  f et  à la  surface  de  la  terre  et  au 

sommet  de  la  montagne,  nous  remplacerons  n par  - , et 

la  densité  de  l’air  deviendra 

ÉUm,  de  Mécanique.  a6 
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Le  merx:ure  se  condensant  h mesure  qu'on  s’élère  sur  la 
montagne,  et  que  le  thermomètre  s’abaisse  par  le  refroidis- 
sement de  l’air,  la  colonne  de  mercure  observée  au  sommet 
de  la  montagne  est  moins  haute  que  celle  qui  aurait  eu 
Heu  si  la  température  fût  demeurée  constante  r ainsi,  d’a- 
près l’observation  précédente , il  faudra , pour  avoir  la 
hauteur  du  baromètre  dans  l’hypothèse  de  la  température 

constante,  augmenter  A'  de  répété  autant  de  fois 

qu’il  y a d’unités  dans  la  difiérence  des  températures  du 
mercure  à la  surface  de  la  terre  et  au  sommet  de  la  mon- 
tagne. Or,  si  nous  appelons  T et  T'  ces  températures,  elles 
seront  indiquées  par  un  thermomètre  en  contact  avec  un 
baromètre  (*),  et  nous  devrons,  au  lieu  de  h',  mettre  dans 
la  formule  (4.7),  la  quantité 


A' 4 


h'  (T  — r) 

54.2  ’ 


substituant  donc  dans  l’équation  (4*7)  cette  valeur,  et  rem- 


plaçant f par  ' 


« + 


i + 


.p,  nous  obtiendrons 


54.2 


' + 0,002837  > cos  24)  Log  — — 

\ 54.2  / 


604.  Supposons  que  l’observation  qui  détermine  la  hau- 
teur h du  mercure , soit  faite  à la  latitude  de  5o”  au  bord 


Il  eit  ^ obêcrvcr  qo’en  M iraniportant  dans  un  lien,  le  mercure  du  ba- 
romètre ne  $y  met  pa*  de  suite  h h tcmpc'ralurc  de  l'air  eoTironnant^ 
c'est  pourquoi  nous  Taisons  une  diScrenre  entre  l'  et  T',  et  entre  t et  T> 
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de  la  mer,  c’est-à-dire  à la  surface  de  la  terre,  on  aura 
cos  24  = O > 


et  la  formule  précédente  nous  donnera 


Si  l’on  mesure  trigonométriquement  a , et  que , par  un 
résultat  moyen  entre  plusieurs  observations,  on  détermine 
h,  h',  t,  T,  TT,  le  second  terme  de  l’équation  (4*9)  sera 
entièrement  déterminé,  et  fera  connaître  la  valeur  delà 


"M.h 

constante  — . On  a trouvé  que  cette  constante  est  ^ale 

au  nombre  iSSgS  mètres.  Mettant  cette  valeur  à la  place  de 

dans  la  valeur  de  s,  on  aura  la  formule  suivante, 

Ç 

* = 18393*  ■+■0,002837  icos  24)  Log— P — 't— TV 

'^'(‘+547^) 


Ceux  qui  s’occupent  d’observations  météorologiques,  l’em- 
ploient ordinairement  pour  mesurer  les  bautenrs  verticales, 
à Taide  du  baromètre. 
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HYDRODYNAMIQUE.  . 

De  l’écoulement  d’un  fluide  par  un  orifice  ho- 
rizontal, dans  Vhjpothèse  du  parallélisme  des 
tranches. 

^6o5.  Lorsqu’on  fluide  contenu  dans  un  vase  sort  par  une 
suverture  pratiquée  au  fond  de  ce  vase,  il  a été  constaté  par 
fpxpérience  que  la  surface  extérieure  du  fluide  se  main- 
tenait sensiblement  dans  une  situation  horizontale , tout 
comme  si  le  vase  ii’était  pas  percé.  Par  conséquent , si  l’on 
imagine  que  la  masse  du  fluide  soit  divisée  en  tranches 
horizontales , ces  tranches  conserveront  sensiblement  leur 
parallélisme  à mesure  qu'elles  s’abaisseront  et  que  le  vase  se 
videra;  et  les  molécules  qui  les  comptosent  seront  censées 
descendre  verticalement.  Ce  n’est  pas  qu’en  examinant  la 
chose  à la  rigueur,  ces  molécules  ne  soient  soumises  à 
des  mouvemens  horizontaux  qui  s’opposent  à cette  di- 
rection verticale.  En  effet,  si  le  vase  n’a  pas  la  forme  d’un 
cylindre , une  tranche  ne  peut  prendre  la  place  de  celle 
sur  laquelle  elle  repose , sans  augmenter  on  diminuer  sa 
largeur  aux  dépens  de  son  épaisseur,  et,  par  conséquent, 
sans  que  les  molécules  qui  la  composent  n’éprouvent  des 
mouvemens  dans  le  sens  horizontal.  D’ailleurs,  outre  ces 
mouvemens  dus  à la  forme  du  vase,  les  molécules  qui  sont 
situées  proche  de  l’ouverture  manquant  d’appui , y forment 
une  espèce  d’enlonnoir  qui  tend  à écarter  de  la  direction 
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verticale  les  molécules  environuantes;  mais  nous  ferons  al>* 
straction  de  toutes  ces  circonstances  qui  compliqueraient 
trop  le  problème,  et  qui  d’ailleurs  ne  sont  que  d’une  faible 
influence  lorsque  le  vase,  comme  cela  se  rencontre  sou- 
vent , est  d’une  forme  qui  difière  peu  de  celle  d’un  cy- 
lindre. 

606.  Supposons  donc  que  l’ordonnée  s (flg.  a4^)  niesure  Fig.  a4& 
la  distance  mO  de  l’une  des  tranches  du  fluide  à un  plan 
horizontal  AB,  suivant  lequel  nous  placerons  celui  du  ni- 
veau-, la  surface  interne  du  vase  étant  donnée  par  l’équation 
f{x,  y,  *)  = o,  nous  en  déduirons  l’aire  s de  la  tranche 
qui  répond  à l’ordonnée  z.  Par  conséquent,  en  multipliant 
cette  aire  par  l’épaisseur  dz , nous  aurons  tdz  pour  le  vo- 
lume de  cette  tranche.  Cela  posé , il  est  facile  de  voir  que 
toutes  les  molécules  qui  la  composent  ont  la  même  vitesse  ; 
car , dans  notre  hypothèse , elles  arrivent  en  même  temps , 
par  un  chemin  vertical , au  plan  horizontal  qui  sert  de 
base  à cette  tranche.  Au  contraire , la  vitesse  cessera  d’étre 
constante  lorsque  nous  la  considérerons  dans  deux  tranches 
differentes;  en  effet,  le  fluide  étant  incompressible,  une 
tranche  quelconque  ne  peut  descendre  de  la  hauteur  dz 
dans  l’instant  dt,  sans  qu’il  ne  sorte  par  l’orifice  une  quan- 
tité de  fluide  égale  au  volume  de  la  tranche  qui  est  dispa- 
rue. Or,  si  nous  appelons  u la  vitesse  qui  a lieu  à l’orifice 
EF  (fig.  248)  et  k l’aire  de  cet  orifice  : comme  la  vitesse  est  Fig  a^. 
en  général  exprimée  par  l’espace  divisé  par  le  temps,  l’es- 
pace vertical  parcouru  dans  l’instant  dt  sera  égal  à iidt  ; 
donc,  en  multipliant  l’aire  h par  la  hauteur  verticale  udt, 
nous  aurons  kudt  pour  le  fluide  écoulé  par  l’orifice  dans 
l’instant  dt.  Égalant  à cette  quantité  la  valeur  de  la  tranche 
disparue , il  viendra 

■ sdz  — kudt. . . > 

cette  équation  nous  donne 
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607.  Au  bout  du  temps  t,  la  vitesse  de  la  trancbe  dont 
s est  la  superficie , étant  v , a pour  expression  la  différen- 
tielle de  l’espace  vertical  divisée  ]iar  celle  du  temps,  c’est- 

à-dire  Remplaçant  donc  cette  fraction  par  v,  dans  l’é- 
quation (421),  on  aura 

ku  (422). 

Cette  équation  noos  dit  que  les  vitesses  n et  «>  doivent  être 
en  raison  inverse  des  aires  é et  s ; ce  qui  est  d’ailleurs  ma- 
nifeste, car  plus  l’aire  est  étendue,  moins  la  vitesse  né- 
cessaire pour  que  la  trancbe  s’écoule  doit  être  grande 

608.  Au  bout  du  temps  dt  la  vitesse  v deviendra  ^ df, 

mais  si  les  molécules  n’agissaient  pas  les  unes  sur  les  au- 
tres, la  force  accélératrice  qui  les  sollicite  étant  g,  on  aurait 

=g)  ce  qui  donnerait  gdt  pour  la  vitesse  dv,  et,  comme 

chaque  trancbe  perd  toute  la  vitesse  qu’elle  aurait  si  les  par- 
ticules du  Ouide  étaient  libres,  moins  celle  qui  lui  reste,  In 
vitesse  perdue  par  une  molécule  de  la  tranche  dont  s est  la 

dp 

superficie , sera  donc  gdt  — ^dtjet  par  conséquent  la  force 
accélératrice  duc  à cette  vitesse  aura  pouf  expression 

dv 

^~dl- 

Or  > par  le  principe  de  d’Alembert , le  système  æ mettrait 
en  équilibre  si  chaque  tranche  du  fluide  était  sollicitée, 
non  par  la  vitesse  gdt  due  à la  pesanteur,  mais  par  la 

vitesse  perdue  Çg  — dt  qui  lui  coiTCspond  ; cette  lij- 

pothèse  convertit  l’équation  dp  = (gdx , art.  55a  , en 
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= — (433). 

La  différentielle  dv,  qui  entre  dans  cette  équation  , 
n’étant  qu’un  signe  d’opération  , il  faut  la  remplacer  par  sa 
Taleur  donnée  par  l’équation  (412),  de  laquelle  on  tire 

= (4a4). 

609.  Le  second  membre  de  cette  équation  contient  deux 
variables  de  nature  différente,  savoir:  la  vitesse  u qui  a 
lien  à l’orifice,  et  qui  est  une  fonction  du  temps;  et  la  su- 
perficie s qui  dépend  non-seulement  de  l’ordonnée  2,  mais 
encore  du  temps,  puisque  l’ordonnée  2 déeroit  elle  - même 
avee  le  temps. 

Nous  différentierons  donc  le  second  membre  de  l’équa- 
tion ( 4^4  ) en  traitant  u comme  une  fonction  de  i , et  s 
comme  une  fonction  de  la  fonction  2 de  t.  Modifiant  con- 
venablement à cette  hypothèse  la  différentielle  de  l’équa- 
tion (434)1  différentielle  qui  en  général  est 


ou  plutôt 


dv  =z  — du  ku  d.-. 
s s 


du  = ^-^-ku 


dê 


nous  l’écrirons  ainsi 
dv  = 


k du  , ku  da  ds  , 

- -T-rft r J-  T dt. 

a dt  a*  dz  dt 

di> 


Tirant  de  oette  équation  la  valeur  de  9^,  et  la  substituant 

dt 

dans  l’équatiou  (433) , nous  obtiendrons 

, / . k.du,  , ku  da  dz  , \ 

. d% 

élimiuant  ^ au  moyen  de  l’équation  (43o),  il  restera 
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6io.  Nous  intégrerons  cette  équation  par  rapport  à s , 
et  nous  remarquerons  préliminairement  que  s n’a  pu  va-’ 
rier  sans  que  s ne  variât  aussi , mais  qu’il  n’en  est  pas  de 

même  de  u et  de  ^ qui  sont  les  valeurs  particulières  que 


dt> 


prennent  les  quantités  ♦'  ^ *1®*  correspondent  à 1V>- 

du 

riCce.  Ces  quantités  inconnues  u et  ^ peuvent  donc  être 

regardées  comme  constantes,  tout  aussi  bien  que  les  va- 
leurs a et  & qu’admettent  dans  une  courbe  les  variables  s 
et  y en  un  lieu  déterminé. 

611.  En  regardant  ainsi,  dans  cette  intégration,  u et 
— comme  des  constantes,  on  voit  que  toutes  les  intégrales 

qu’on  doit  prendre  se  réduisent  à des  fondions  de  s,  et 
par  conséquent  se  rapportent  aux  dimensions  du  vase. 
Mais  quand  nous  aurons  trouvé  toutes  ces  intégrales,  nous 

pourrons  ensuite  traiter  u et  comme  des  variables;  ce 

sera  comme  si  les  fonctions  de  z,  déterminées  par  l’inté- 
gration , nous  eussent  été  données  immédiatement , et  que 
nous  eussions  établi  l’équation  entre  ces  fonctions  et  les 
quantités  inconnues 

du 

u et  -T-. 
dt 

612.  En  effectuant  ces  intégrations,  nous  trouverons 

Comme  la  vitesse  u entre  dans  cette  équation , et  qu’elle 
est  égale  à ce  que  devient  à l’orifice,  on  voit  qu’elle  est 
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en  général  une  fonction  du  temps.  Par  conséquent,  en  re- 
gardant U comme  constant,  c’est  admettre  tacitement  que 
le  temps  est  constant  dans  notre  int^rale;  d’où  il  suit  qu’on 
doit  en  général  supposer  que  C est  une  fonction  du  temps. 

6i3.  Pour  déterminer  cette  constante,  soit  fl  la  pression 
qu’éprouve  la  surface  supérieure  CO  du  fluide  (iig.  249)  , Fig.  34$^ 
surface  que  nous  désignerons  par  s',  et  que,  pour  plus  de 
généralité , nous  ne  supposerons  pas  passer  par  le  plan  AB  ; 

si  nous  prenons  l’intégrale  J'  ~~  manière  qu’elle  s’éva- 

nouis.se  en  s',  cette  surface  s'  correspondra  à une  ordonnée 
z'  représentée  par  OL.  L’équation  (4^5)  donnera , dans  cette 
hypothèse, 

' fl  i*u'\ 


Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (4^5)  , on  obtiendra 


6i4-  Cette  pression  est  exercée  sur  le  point  quelconque 
du  vase  dont  la  distance  au  plan  AB  est  2.  Si  l’on  veut 
avoir  celle  qui  a lieu  à l’ orifice,  désigoons-la  par  CX  ; et 
comme  dans  ce  cas  z reçoit  une  valeur  déterminée  On, 
que  nous  représenterons  par  z"  et  ,pour  laquelle  s devient 
i,  il  faudra  prendre  l’intégrale  entre  les  limites  s = c'  et 
appelant  N cette  intégrale,  et  substituant  ces  va- 
leurs dans  l’équation  (426),  nous  obtiendrons 


n -n  = e (a*-  »')  - éN ^-1-  i U- .)]• 

61 5.  Cette  équation  donnera  la  valeur  de  la  pression  Q 
à l’oriBce;  le  premier  membre  exprime  la  difiTérence  des 
pressions  à l’oriGce  et  au  niveau  de  l’eau.  Supposons  que  ces 
pressions  soient  égales,  comme  cela  a lieu  lorsqu’elles  sont 
exercées  seulement  par  le  poids  de  l’atmosphère,  O — n 
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se  réduil  à zéro,  le  facteur  commun  ( s’évanouit,  et  il  reste 
- AN  ^ + i U*  (^-  - i)  = o; 

et  comme  la  surface  supérieure  s'  est  plus  grande  que  la 

A* 

surface  h de  l’orifice,  la  fraction  ^ sera  moindre  quel’u- 

uité;  par  conséquent , pour  que  la  quantité  qui  est  multi- 
pliée par  î U*  représente  une  quantité  positive , nous  écri- 
rons ainsi  l’équation  précédente, 

g (,•_  - AN  ~ - i U*  (i  - Ç.)  = O . . . (4a7)- 

616.  On  peut  introduire,  dans  celte  équation , la  distance 
verticale  de  l’orifice  au  niveau  MN , en  faisant 

**—«'  = A...  (4a8), 

et  alors  elle  devient 

La  quantité  h , qui  entre  dans  cette  équation , représentant 
Fift-aSo.  la  distance  EP  (fig.  a5o)  de  l’orifice  au  niveau  de  l’eau  MN , 
A est  constant  lorsque  le  fluide,  réparant  ses  pertes,  se  main- 
tient toujours  à la  même  hauteur-,  mais  h est  variable  lorsque 
le  niveau  de  l’eau  s’abaissant  par  degrés , le  vase  se  vide  en- 
tièrement. I 

617.  Dans  ce  dernier  cas,  on  voit  que  le  niveau  MN 
se  rapprochant  de  E , les  abscisses  EP  = A se  comptent 
du  point  E,  tandis  que  le  temps  se  compte  du  point  O. 
Pour  éviter  cet  inconvénient  d’avoir  deua  origines,  et  afin 
que  le  temps  ne  se  détermine  pas  négativement , nous 
prendrons  pour  abscisse , non  EF  = A , mais  OP  = a dans 
ce  cas  , il  suffira  d’employer  l’équaL  (4^7)>  regardant  * 
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comme  variable  et  a'  comme  oonstanl,  car  alors  a',  qui 
exprime  la  distance  du  niveau  primitif  au  point  E , sera 
constante,  tandis  que  la  distance  OP,  représentée  par  a', 
variera  continuellement.  Faisons  £0  = a,  PO  = a,  etFig-aSo. 
EP  = h , nous  aurons  la  relation 

t 

h = a — a...  (43o), 
et  l’équation  (429)  deviendra 

g{a  — — i u*Çi  O-  • • (430- 


6t8.  Lorsque  le' niveau  du  fluide  reste  toujours  à la 
même  hauteur,  h est  constant.  Il  en  est  de  même  de  l’in- 
tégrale N,  qui  devient  alors  une  fonction  de  constantes  , 
puisqu’on  y remplace  les  variables  par  des  valeurs  déter- 
minées-, l’équation  ( 429)  peut  alors  employer  sans  que 
l’on  ait  à craindre  l’inconvénient  dont  on  a parlé  art  617, 
et  comme,  à part  < et  u,  elle  ne  renferme,  dans  notre  hy- 
pothèse , que  des  constantes , on  peut  la  mettre  sous  cette 
forme 


on  en  tire 


Cette  équation  s’int^e  facilement  par  la  méthode  de» 
fractions. rationnelles.  En  effet,  en  supposant  b=zl/c  et 
A = a'V,  c devient  facteur  commun,  et  en  le  supprimant 


il  reste 


iV  ,.«r. 

. .-'oIl- 


dt  = 


b'du 


a 


équation  qui  le  décompose  ainsi  {Éiémens  di  Catcàl  dif- 
firentUlj  page  2o3)  : 
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' / I % * 9 

a ^ U a — U 
et,  qui,  iot^ée  par  logarithmes,  donne 

* ~ + ")  — •°6  («'  — “) . 


2a 


ou 


‘=è'«sfâ+<=- 


La  constante  se  détermine  en  supposant  que  la  vitesse  di». 
fluide  soit  nulle  à l’origine  du  temps,  ou,  ce  qui  revient 
au  même , que  le  fluide  parle  du  repos  ; car  alors  « — a 
et  r = o réduisent  l’équation  précédente  à 

-^log.+C  = o, 

c’est-à-dire  à 

C=o. 

Supprimant  donc  la  constante , il  restera 


, b'  a + u 

^ — «og  — , 

2a  ” a — U 


cette  équation  déterminera  la  vitesse  u lorsque  le  temps 
sera  donné. 

Quand  on  aura  ainsi  trouvé  la  vitesse,  on  en  mettra 
la  valeur  dans  l’équation  ( 4^5  ) , pour  avoir  la  pression 
sur  l’unité  de  surface. 

6ig.  Dans  le  cas  où  le  vase  se  vide  successivement,  le 
niveau  de  l’eau  s’abaisse  à mesure  que  l’eau  s’écoule  , et 
il  faut  regarder  la  quantité  h , qui  entre  dans  l’équa- 
tion (429) , comme  variable  ; mais  nous  avons  vu  que , 
dans  ce  cas,  art.  617,  il  valait  mieux  employer  l’équa- 
tion (43i),  qui,  par  s employé  au  lieu  de  h,  évite  l’in- 
convénient que  l soit  négatif. 


Digitized  by  Google 


DE  L’écoVDBMXïiT  d’uN  rLDlDS. 

Nous  avons  donc  trois  variables,  t,  u et  s;  par  con- 
séquent, cette  équation  ne  suffit  pas  pour  la  solution  du 
problème  : nous  nous  en  procurerons  une  seconde  en  ayant 
recours  à l’équation  (4^0),  dans  laquelle  nous  cbangerons 
s en  s,  puisque  s est  la  surface  du  niveau , et  nous  au- 
rons 

= (43®)- 


620.  Celte  équation  renfermant  encore  trois  variables, 
nous  ne  pourrons  immédiatement  l’intégrer , mais  elle  nous  • 
servira  à éliminer  2.  Pour  cet  effet,  nous  remarquerons  que 

. ...  dz 

puisqu’elle  ne  contient  que  le  coefficient  différentiel  , 

nous  pourrons  obtenir  une  équation  qui  sera  du  même 
ordre  en  2,  si  nous  différentions  l’équation  (43i),  ce  qui 
nous  donnera 


I . . dz 

par  conséquent , en  éliminant  ~r  , nous  aurons 


dt 

ku  d^u  du  ^ 


k'\ 


Cette  équation  du  second  ordre  donne  la  relation  qui  existe 
entre  le  temps  et  la  vitesse,  et  n’est  intégrable  que  par  des 
moyens  approximatifs. 

62 1 . Ixirsque  l’oriOce  est  très  petit , on  peut  regarder 
les  termes  affectés  de  k comme  nuis  ; cette  hypothèse  ré- 
duit l’équation  (426)  à 


p = n + ig{z~-z)i 

et  comme  a — s'  est  représenté  (fig.  249)  par  On  — nh,  Fig.xjg. 
c’est-à-dire  par  nL , on  voit  que  2 — - x'  n’est  autre  chose 
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que  la  dictauce  dont  le  point  n,  qui  a z pour  ordonnée,  ert 
éloigné  du  niveau  de  l’eau.  Donc  la  pression  p , qui  a lieu 
sur  l’unité  de  surface  d’un  point  n,  est  égale  à la  pression 
il  qui  est  exercée  au  niveau  de  l’eau , plus  i la  pression  d’nne 
colonne  d’eau  mesurée  par  la  distance  de  ce  poipt  au  ni- 
veau du  fluide. 

622.  II  est  à remarquer  que  cette  pression  ne  diffère  pas 
de  celle  que  supporterait  le  point  n si  le  fluide  était  en 
repos.  * 

.Si  l’on  supprime  de  même  les  termes  affectés  de  h dans 
l’équation  (4^9)  > on  la  réduira  à 

érA  — ï M*  = O J 

et  l’on  en  déduira 

u=\/2gh...  (433).' 

Ce  qui  nous  apprend  que  lorsque  l’eau  s’échappe  par  un 
petit  orifice,  la  vitesse  qu’elle  acquiert  est  celle  qui  est 
due  au  niveau  de  l’eau;  et  comme  on  a vu,  art.  3i6  , 
qu’un  mobile  qui  est  lancé  de  bas  en  haut  doit  en  tom- 
Itant  ( abstraction  faite  de  la  résistance  des  milieux  ) re- 
monter à la  hauteur  de  laquelle  il  est  parti , il  s’ensuit 
que  si,  à l’aide  d’un  tuyau,  on  change  le  sens  de  la  di- 
rection du  fluide,  II  remontera,  à l’instant  de  sa  chute,  à 
la  hauteur  qu’il  avait  avant  d’avoir  été  mis  en  mouvement. 

6a3.  vitesse,  au  lieu  d’être  verticale,  deviendra  ho- 
rizontale lorsque  l’orifice,  que  nous  supposons  toujours  très 
petit , sera  vertical.  Si  l’on  veut  connaitre  la  courbe  qu’en 
ce  cas  le  fluide  déerit  dans  le  vide , l’angle  qu’on  a dé- 
signé par  m,  art.  4^o,  étant  nul,  on  aura  tang  « = o, 
cos  = I , et  la  formule  289  se  réduira  à 

44y  = **. 

ce  qui  est  l’équation  d’une  parabole  dont  l’axe  se  trouve 
, dans  une  position  verticale. 
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624*  La  Titeste  u peut  servir  & trouver  la  masse  d’eau 
qui  s’est  écoulée  dans  le  temps  t,  et  qu’on  appelle  la  dé- 
pense du  réservoir.  Pour  cela,  il  faut  remarquer  qu’il  n’a 
pu  sortir  de  l’eau  de  ce  réservoir  que  parce  que  la  tranche 
du  fluide  qui  était  en  CD  (fîp;.  aSo)  vient  en  un  lieu  plus  has  Fig.oSo. 
MN.  Or,  pour  que  cela  soit  possible,  il  faut  qu’il  soit  sorti  du 
vase  une  quantité  d’eau  égale  à la  somme  des  tranches  com- 
prises entre  CD  et  M!N.  Cet  espace  formera  un  volume  qu’il 
est  facile  d’évaluer.  £acflet,  eu  représentant  par  s la  tranche 
élémentaire,  et  par  dz  sa  hauteur,  l’intégrale  fsds  prise 
entre  les  limites  CD  et  MN,  sera  donc  égale  à la  somme  de  • 
toutes  ces  tranches,  et  par  conséquent  équivaudra  au  vo- 
lume du  fluide  qui  s’est  écoulé.  Désignons  par  Q la  dé- 
pense d’eau  ; on  aura  donc 

Q—fsdz...  (434); 
mais  l’équation  (4^o)  nous  donne , 
sdi  = kudt. 

Substituant  cette  valeur  dans  celle  de  Q , qous  obtiendrons 
Q = ftudt. 

Cette  valeur  de  la  dépense  d’eau  peut  se  déduire  immé- 
diatement de  celle  de  la  vitesse,  car  cette  vitesse  nous 
fournit  le  moyen  de  trouver  l’espace  parcouru  dans  l’ins- 
tant dt.  En  effet,  en  nommant  d*  cet  espace,  nous  avons 
udt=  de\ 

il  ne  s’agit  donc  plus  que  de  multiplier  udt  par  k pour 
avoir  le  volume  du  petit  blet  qui  s’est  écoulé  dans  l’ius- 
tant  dt,  et  qui  par  conséquent  aura  pour  expression  hudt. 
Prenant  l’intégrale,  nous  aurons  donc  fkudt  pour  Peau  qui 
s’est  écoulée  dans  le  temps  t. 

Nous  effectuerons  l’intégration  après  avoir  remplacé  u 
par  sa  valeur  \/ 2^A  tirée  de  l’équat.  433 , et  nous  trou- 
verons 
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• Q = it  \/2g  f\/h.dt.  . . (435). 

625.  Il  se  présente  ici  deux  cas , savoir  : h constant  et 
h variable;  le  premier  a lieu  lorsque  l’eau  est  constam- 
ment maintenue  à la  même  hauteur.  L’équation  précé- 
dente s’intégre  alors  facilement , car  la  hauteur  h du  ni- 
veau au-dessus  de  l’orifice  étant  remplacée  par  une  cons- 
tante a , noos  aurons  en  intégrant 

r ' 

^ Q = ér  \/  2ga  -I-  c. 

Nous  déterminerons  la  constante  par  l’hypothèse  qu’à  l’o- 
rigine du  temps  la  quantité  Q d’eau  écoulée  soit  nulle  , 
ce  qui  nous  donnera 

C = O ; 

et  l’équation  précédente  se  réduira  à 

i\/zg.i\/a. . . (436). 

626.  Si  le  petit  orifice  t est  un  cercle  dont  le  rayon 
soit  r>  et  qu’oq  désigne  par  i : tt  le  rapport  du  diamètre 
à la  circonférence , on  aura 

Jt  = wr* , 

et  par  conséquent  la  formule  (4^6)  deviendra 

(^  = x\/2g.tr*\/a...  (437). 

Nous  écrivons  en  premier  lieu  la  quantité  0-^/2^,  qui  est  la 
même  pour  tous  les  problèmes , et  que  l’on  déduira  facile- 
ment des  valeurs  suivantes,  art.  384: 

a- = 3, 14159,  ^ = g", 80867,  ou  3o'’'i9546; 

on  mettra  ensuite  dans  la  formule  (4^7)  les  valeurs  de  r, 
de  / et  de  a,  qui  conviennent  au  cas  particulier  que  l’on 
examine.  lie  diamètre  de  l’oriflce  peut  être  exprimé  en 
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«lécimètrcs,  et  la  hauteur  du  fluide  en  mètres;  et  l’on 
sent-qu’il  faut  alors  tout  réduire  en  mètres  ou  en  décimé* 
très,  pour  n’employer  que  la  même  unité  linéaire. 

627.  Nous  ferons  une  observation  analogue  sur  l’unité  de 
Icinps  , qui,  étant  tacitement  adoptée,  exige  que  nous  ré- 
duisions le  temps  en  secondes.  En  cITct,  lorsque  nous  avons 
traité  du  mouvement  varié  , nourf avons  déterminé^  en  pre- 
nant la  seconde  de  temps  pour  unité  ; c’est  un  facteur  qui 
entre  dans  la  valeur  de  et  que  nous  avons  fait  dispa- 
raître, art.  3o4,  lorsque  nous  avons  supposé  /=i  dass  fé- 

quation  (i  53)  ; rétablissant  ce  facteur , nous  aurons  t 

30,19546 

g—  ; 

par  conséquCTit  la  valeur  de  t qui  entre  dans  notre  formule 
revient  à 

t 

une  seconde  de  temps  ’ 

quantité  qui  n’est  qu’un  nombre  .abstrait.  V’oilà  jwurquoi 
h seul  détermine  la  nature  des  unités  de  notre  formule. 

628.  Lorsque  l’on  aura  trous é la  valeur  de  Q en  décimè- 
tres cubes  , comme  le  décimètre  cube  pèse  un  kilogramme, 
on  aura  donc  le  poids  du  volume  d’eau  exprimé  en  kilo- 
grammes ; mais  si  l’on  opérait  à l’aide  des  anciennes  me- 
sures, il  faudrait,  pour  évaluer  le  poids  du  volume  d’eau, 
réduire  en  livres  le  nombre  de  pieds  cubes  qu’il  exprime , et 
pour  cela,  il  sufliraitde  multiplier  le  nombre  de  pieds  cu- 
ises obtenus  par  70 , valeur  de  livres  d’un  pietl  cuise  d’eau. 

629  La  formule  437  nous  fournit  le  moyen  de  résoudre 
le  problème  inverse,  c’est-à-dire  de  trouver  le  temps  de  l’é-  , 
coulement  d’un  fluide  qui  se  maintient  toujours  à la  même 
hauteur;  car  cette  formule  nous  donne 

ÈUm.  de  Mécanique.  27 
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Q : Qf  kÿ'a.t^^gi-k'  \Za\ty^3g-, 

et  en  supprimant  le  facteur  cummun,  cette  proportion  de* 
viendra 

Q : Q'  k{/â:t'  v/17. 

Ce  qui  nous  montre  que  lorsque  les  orifices  h et  k'  ont  la 
même  ouverture,  les  dépenses  d'eau  sont  comme  les  ra- 
cines carrées  des  hauteurs. 

63a.  L’équation  (436)  va  nous  conduire  à un  autre  théo- 
rème. Pour  cela  nommons  h la  hauteur  de  laquelle  lombo 
un  mobile  dans  le  temps  nous  aurons 

d’oè  nous  tirerons 


Mettant  cette  valeur  dans  l’équation  (436) , nous  obtiendrons 
Q = 2/t  ^~âk. 

Or,  V/ oh  étant  une  moyenne  proportionnelle  entre  a et  h , 
cela  nous  apprend  que  la  dépense  d’eau  est  égale  au  double 
du  v(dume  d’un  cylindre  dont  la  hauteur  serait  une  raoyenné 
proportionnelle  entre  la  hauteur  du  niveau  et  la  hauteur  de 
laquelle  un  corps  grave  descend  dans  le  temps  i. 

633.  Considérons  maintenant  A comme  variable.  Dans  ce 
cas,  ayant  égard  à l’observation  de  l’article  617,  on  rem- 
placera A par  a — t dans  l’équation  (433),  ce  qui  donnera 

et  en  substituant  cette  valeur  de  u dans  l'équation  (432),  on 
en  tirera 

27.. 
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ifül» 


di  = 


s'di 


k y/  7ff{a—z) 
ou , cil  ilccompâsanl  le  radical  en  deux  facteurs , 


, tdz, 

dt  = — 7=:=. . • 

ky^T^  y a — Z 

La  quantité  / qui  entre  dans  cette  équation  représente  la 
surface  de  niveau  qui  s’abaisse  à mesure  que  la  variable  s aug- 
mente. C’est  une  fonction  de  z,  qu’on  doit  éliminer  au  moyen 
de  l’équation  de  la  surface  interne  du  vase;  autrement  nous 
anrions  trois  variables  dans  notre  équation,  et  l’intégration 
deviendrait  impraticable.  Quand  on  aura  donc  substitué  la 
valeur  de  s'  et  intégré,  on  connaîtra  z en  fonction  de  et  si 
l’on  retranebe  de  a cette  valeur  de  s,  on  aura  celle  de  h qu’on 
substituera  dans  la  formule  (4^^)  • en  effectuant  une  nou- 
velle intégration , on  obtiendra  la  dépense  Q du  réservoir. 

G34.  Prenons  pour  exemple  un  vase  dont  la  surface  in- 
terne serait  celle  d’un  paraboloïdc  de  révolution.  Cette  sur- 
face étant  engendrée  par  la  rotation  de  l’arc  de  paraliolc 
Fig.aSf.  âD  (lîg.  i5i)  autour  de  Taxé  AB,  si  l’on  nomme  a la  dis- 
tance âB  de  l’orifice  au  niveau  primitif,  il  y aura  entre  l’alis- 
cisae  PB  = z et  l’ordonnée  PM  =jr  la  relation 


y*  = p{a  — a) , équat,  de  la  parab.  rapportée  à l‘orig.  B. 

Donc,  en  représentant  par  1 : 7 le  rapport  du  diamètre  à la 
circonférence  , le  cercle  décrit  par  PM  ayant  pour  expres- 
sion ■*ry^ , équivaudra  à »7>  (a  — s)  ; par  conséquent  nous 
aurons 

= — *)■••  (44®)- 

Mettant  cette  valeur  dans  l’é^quatiou  (4^9)  1 d nous  faudra 
intégrer  celle-ci 

k\/  y a — t 
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ou,  en  réduisajil, 

dt  = -^^  (a  — s)ïtfi-, 

hV2g 

635.  Pour  parvenir  à intégrer  cette  équation , comme  dz 
est,  au  signe  près,  la  différentielle  dq  la  quantité  qui  est 
comprise  enU'e  les  parenthèses,  nous  supposerons  (£/rm.  de 
Calcul  intégral  J art.  271)  a — z — x,  ce  qui  nous  donnera 

I 2 J 

/(a  — z)^  dz  — — fx‘  dx— — jX*  -4-C; 
remettant  pour  x sa  valeur , on  aura  donc 

/(a  — z)*  dz=  — I (a  — s)»  -f-  C, 
et  par  conséquent 

t=-l  (a  - =)i  + C...  (440, 

kV7g 

on  détermine  la  constante  C en  supposant  que  t soit  nul  à 
l’origine  des  s,  car  alors  en  faisant  s = o et  / = o,dansl’é' 
quation  (440,  obtient 

"W^g 

mettant  cette  valeur  dans  l’équation  (440,  nous  aurons 
enfin 

Pour  connaître  maintenant  la  dépense  d’eau , nous  tirerons 
d’abord  de  cette  équation 


cette  valeur  étant  introduite  à la  place  de  h dans  l’équa- 
tion (435),  la  convertira  en 
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422 

q=zkÿ'2gj'(a'—l  dl. 

Celte  équation  s’intégrant  par  le  même  procédé  que  nous 
avons  employé,  at*t.  635,  nous  ne  nous  y arrêterons  pas. 

636.  Cherchons  encore  le  temps  de  f écoulement  d’un  va«e 
dont  la  surface  interne  serait  celle  d’un  cylindre  droit,  et 
qui  se  viderait  sans  réparer  ses  pertes.  Soit  h le  rayon  de 
la  section  du  cylindre  par  un  plan  perpendiculaire  1)  son 
axe,  nous  aurons  = et  l’cquat.  (4^9)  nous  donnera 

^ P dz 

by  igj  y a — a 


Faisant  encore  a — z :=■  h , intégrant  l’équation  U'ansfoi  - 
mée , et  remettant  ensuite  la  >aleur  de  h , nous  trouverons 


t 


■— T—  y « 

ky  2g 


— s + 


c-, 


déterminant  la  constante  par  la  supposition  que  a et  t soient 
nuis  en  même  temps,  on  a enfin 


t-~-={y \/a  — z).. 

h y 2g 


(442). 


prenant  l’intégrale  depuis  le  point  où  z=o  jusqu’à  celui 
où  Z = <2 , on  a pour  l’écoulement  total 


t = —=Va...  (443). 


uy2g 


Si  l’on  suppose,  comme  dans  l’art  6s6,  que  rorificc  soit  un 
cercle  qui  ail  r ^ur  rayon,  on  aura  fe  = »/•’;  celte  va- 
leur réduit  l’équation  (443)  à 


2&«  V^z 

y^'  r-  • 
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En  coluparEiit  cette  valeur  à celle  que  l’on  a obtenue,  ar- 
ticle 629,  on  voit  que,  dans  l’iiypotbèse  actuelle,  le  vase  de- 
meure le  double  de  temps  à s’écouler. 

637.  Les  formules  (44^)  et  (44^)  peuvent  servir  à construire 
une  clepsydre  ou  horloge  d’eau.  Pour  cet  effet,  lorsque  l’on 
aura  déterminé  la  longueur  du  temps,  par  exemple,  1 2 heu- 
res, on  réduira  ce  temps  en  secondes  ; ce  qui  donnera  1 a(6o)* 
ou  12.3600  secondes;  et,  en  substituant  celte  valeur  de  t 
dansla  formule  (44^)i  nous  pourrons  disposer  arbitrairemient 
de  trois  des  quantités  k,beta.  Supposons  donc  que  les  deux 
premières  soient  données,  la  formule(443)déterminera  alors 
la  hauteur  a de  la  clepsydre;  il  ne  s’agira  plus  que  de  di- 
viser convenablement  cette  hauteur.  Pour  cela,  ou  tirera  de 
la  formule  (44^) 


et  en  donnant  à s les  valeurs  successives  1 , 2,  3,  etc.,  on 
aura  les  valeurs  qui  correspondront  à 11,  à 10,  è 9 heu- 
res , etc. , et  qui  devront  être  comptées  depuis  l’orifice.  1 1 
n’est  pas  besoin  d’avertir  qu’il  peut  y avoir  des  clepsydres 
de  tontes  les  formes. 

638.  11  est  utile  d’observer  que  lorsqu’on  sera  arrivé  à la 
dernière  division  , à partir  de  haut  en  lias,  l’entonnoir  dont 
nous  avons  parlé,  art.  6o5 , pourra  influer  sur  les  résultats; 
c’est  pourquoi  il  est  convenable  de  ne  faire  usageqiie  des  onxc 
premières  divisions. 

639.  En  général,  les  conditions  du  parallélisme  des  tran- 
ches et  de  l’égalité  de  vitesse  des  molécules  d’une  même 
tranche,  cessent  d’étre  olsservées  lorsqu’on  s’approche  d’en- 
viron quatre  ou  cinq  pouces  d’un  orifice  borizontaL  C’est 
alors  qne  les  molécules  du  fluide  prennent  des  directions  plus 
ou  moins  inclinées,  et  que  l’espèce  d’entonnoir  dont  nous 
avons  parlé , art.  6o5 , se  forme.  Lorsque  le  niveau  do  fluide 
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est  à tme  grande  distance  de  l’oriRce,  ce  niveau  parais  son- 
siblemcnt  liorisontal;  et  si  l’entonnoir  ne  parait  pas,  c’est 
que  la  vitesse  étant  d’autant  plus  grande  que  la  colonne  d’eau 
est  élevée,  celte  vitesse  est  cause  que  les  molécules  du  fluide, 
qui  d’ailleurs  se  succèdent  inimédiatement,  remplissent  de 
suite  le  vide  qui  a lieu. 

Cet  entonnoir  est  Iieaucoup  moins  apparent,  on  plutôt 
ne  sé  forme  qu’à  <lemi  dans  les  orifices  latéraux*,  eniore 
faut- il  que  le  niveau  de  l’eau  soit  parvenu  à peu  près  à fleur 
de  l’orifice.  C’est  alors  que  ce  niveau  perd  un  peu  sa  direc- 
tion borixontale,  pour  s’enfoncer  légèrcaieot  du  côté  de 
l’erifice. 

Celte  tendance  des  particules  aqucoses  vers  l’orifice,  du 
côté  duquel  elles  éprouvent  une  moindre  pression  , est 
cause  que  le  jet  se  rétrécit  par  degrés  en  sortant  de  l’orifice , 
et  prend  la  forme  d’une  pyramide  ou  cône  tronqué,  dont  la 
plus  grande  base  sc  trouve  à l’orifice.  C’est  ce  qu’on  appelle 
la  contraction  de  la  veine  fluide. 

Dans  un  orifice  circulaire,  la  section  de  la  plus  grande  con- 
traction, c’est-à-dire  la  plus  petite  section  de  la  veine  fluide, 
est  distante  de  l’orifice  d’environ  un  demi-diamètre  de  cet 
orifice. 

640.  La  contraction  de  la  veine  fluide  existe  aussi  bien 
Iors<(ue  l’orifice  est  latéral  que  lorsqu’il  est  borizoutal;  mais 
il  y a celle  diflércnce,  qoe,  dans  ce  dernier  cas,  la  veine  fluide 
conserve  la  même  grosseur  dans  toute  sa  longueur,  tandis 
que,  lorsi{uc  l’ouverture  est  latérale,  ocla  n’a  lieu  que  dans 
nn  orifice  très  petit.  11  résulte  de  cette  observation  que  si 
l’on  pouvait  mesurer  parfaitement  la  section  perpendicu- 
laire à la  veine  contractée,  on  pourrait  regarder  celte  sec- 
tion comme  le  véritable  orifice.  S’il  est  difficile  de  l’évaluer 
avec  exactitude,  du  moins  est- il  constant  que  la  furmniu 
doiiuéc  par  l’expérieiiGe  ne  diflère  de  celle  que  la. théorie 
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a trouvée  que  par  la  valeur  de  k.  Ainsi  en  représentant  par 
Mk  l’orilice  déterminé  par  l’expérience,  on  doit  avoir  pour 
la  dépense  effective  d’un  petit  orifice, 

Q=  Mk[/ 2g. t a, 

au  lieu  de 

Q = k^2g.t\/a. 

64 1.  L’expérience  a aussi  prouvé  que  ce  nombre  M était 
le  même  pour  deux  petits  orifices  percés  dans  de  minces  pa- 
rois. En  effet , en  désignant  par  Q',  par  k'  et  par  a la  dé- 
pense, l’orifice  et  la  hauteur  d’un  second  orifice  de  ce  genre, 
on  aurait,  dans  cette  hypothèse, 

Q : Q'  X Mk  ÿ'  2gt  \^a  : Mk'  2gl  a, 

proportion  de  laquelle  on  conclurait  que  les  dépenses  ef- 
fectives des  deux  orifices  sont  entre  elles  comme  les  pro- 
duits k\/aetk'y^a  des  airesdes  orifices  par  les  racines  car- 
rées en  hauteur  : c’est  aussi  ce  que  confirme  l’observation, 
qui , en  ce  point , s’accorde  avec  la  théorie.  ' 

642.  L’ahbé  Bossut  a trouvé  que  ce  nombre  M était  à pou 

. , 5 , ,6?. 

près  de  g,  ou  , plus  exactement,  de  Lest  parcelle  trac- 
tion qu’il  faut  multiplier  la  constante  k , pour  que  le  résultat 
donné  par  le  calcul  soit  celui  qu’avoue  l’expérience.  Ainsi  la 
dépense  trouvée  par  le  calcul  pour  un  vase  toujours  plein 
étant,  équation  (435),  page 

.Q  = i \/zg.t\^a  , 

la  dépense  corrigée,  ou  celle  que  donne  l’expérience,  sera 
Q = (0,62)  k v/ 2g.t^ a ; 

ou  plutôt  \ 

Q = (4,8.8)  é/v/«, 

on  remplaçant  )/ 7g  par  sa  valeur. 
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Celte  forniiile  est  encore  ap|>tioahle'  aox  petits  orilïcpi 
latéraux. 

A l’égard  d’un  vase  qni  se  vide  graduellement,  en  ne 
peut  rien  statuer  aux  approches  de  l’orifice;  mais  si  l’on  ne 
mesure  la  dépense  d’eau  que  jusqu’à  une  certaine  hauteui- 
au— dessus  de  l’orifice,  la  même  correction  pourra  s’appli- 
quer à la  formule  (439)  , qui  deviendra 


(o  ,6a)  i |/ay  4/fl  — a ’ ' 

cl  à l’aide  de  laquelle  on  déterminera  , comme  on  l’a  ru , 
le  temps  et  ensuite  la  dé|>cDse  d’eau. 

643.  Jusqu’à  présent,  dans  ce  qui  concerne  ces  correc- 
tions, nout  avons  supposé  que  les  orifices  ne  |>énéi(raieHt  que 
de  minces  parois , parce  que  c’est  encore  un  foit  appuyé  sur 
l’expérience,  que  de  deux  orifices  qui  ré|>ondcnt  à des  hau- 
teurs égales,  celui  qui  a le  moins  d’épaisseur  fournit  la  dé- 
pense la  plus  grande. 

Voilà  pourquoi  lorsque  l’eau  sort  par  des  tuyaux  addi- 
tionnels, la  correction  que  nous  avons  fait  connaître  pour 
de  minces  orifices  n’est  plus  applicable  ici.  Un  tnyau  de  ce 
genre  est  ordinairement  très  court,  ooinrae  de  deux  à trois 
pouces;  mais  il  faut  que  l’eau  coule  sur  ses  parois  avant 
que  de  sortir , autrement  on  tomberait  dans  le  cas  des  ori- 
fices ordinaires.  Or,  pour  que  l’eau  puisse  couler  de  la  sorte, 
il  faut , suivant  l’abbé  Bossnt,  que  le  tuyau  ait  au  moins  une 
longueur  double  de  celle  de  son  diamètre.  Le  même  géo- 
mètre a reconnu  que  lorsque  l’ean  sort  à plein  tuyau,  ou , 
suivant  l’expression  technique,  à gueuU  bée,  la  contraction 
de  la  veine  fluide  avait  toujours  lieu  à l’entrée  du  tuyau , cl 
non  à sa  sortie  où  l’eau  prend  une  forme  cylindrique. 

Cette  contraction  est  assez  forte  pour  augmenter  beaucoup 
la  dépense  d’ean , malgré  les  effets  du  frottement. 
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Au  reste,  on  a encore  observé , dans  les  tuyauE  de  ce  genre, 
que  les  dépenses  d’eau  étaient  encore  projiortionncllcs  aux 
produits  des  orifices  par  les  hauteurs  correspondantes  mais, 
d’après  ce  que  nous  venons  de  faire  observer  que  la  dépense 
d’eau  de  ce  tujau  est  plus  forte , on  conçoit  que  le  nomlire  M 
ne  peut  plus  être  le  roême.  L’abbé  Bossut  a encore  reconnu 
que  pour  ces  lujaux  additionnèls  le  nombre  M était  égal 

à ou, plus  exactement,  àenviron  Ainsi  la  formule 

(436)  qui  a lieu  pour  évaluer  la  dépense  d’eau  d’un  réser- 
voir toujours  plein,  étant  corrigée  pour  des  tuyaux  addition- 
nels, deviendra 

Q = (o,8i)  \/2g.kt\^a-, 

et  comme  ces  tuyaux  sont  ordinairement  cylindriques,  ils 
ont  un  cercle  pour  section.  Nommant  r le  rayxw  de  ce  cer- 
cle, k pourra  être  remplacé  par  nr*,  et  si  l'on  calcule  la  va- 
leur de  la  constante  (o,8i)  *-^^2^,  on  trouvera 

Q=(4i9438) 

Â l’égard  d’un  vase  qui  se  vide,  on  agira  comme  nous  l'a- 
vons fait  pour  les  orifices  pratiqués  dans  de  minces  parois. 

Équations  générales  du  mout>ement  des  Jluides . 

64j.  Soient  x,  y,  : trois  coordonnées  rectangulaires  qui , en  prenant 
des  valonrs  particulières,  déteminent  tous  les  points  d’une  tnarse  de 
floide.  Si  cene  masse  est  en  inoarement , les  vskais  qui  se  rappoHeni 
1 un  même  point  doivent  changer  continnelletnenl  ; de  sorte  qne  la  po- 
sition de  oe  point  doit  dépendre  des  quatre  variaMes  x,  y,  t et  t.  Si 
l’on  savait  quelle  est  cette  position  k l’expiration  du  temps  ( , et  qu'on  eût 
le  moyen  de  déterminer  la  vitesse  V du  point  donné  en  fonction  des  quatre 
variables  x,  j-,  x et  (,  cette  vitesse  serait  connue.  Il  en  serait  de  même 
de  la  densité  f du  fluide  en  ce  lieu , et  de  la  pression  p qui  pourrait  être 
communiquée  an  point  x,  y,  t par  divetses  forces  accélératrices. 

64s.  Les  quantités  p et  f seront  donc  1rs  iaceoauca  du  problème, 
et  devront  se  détecminet  eu  fonction  des  coocdoniiéct  x,  y,  * et  dit 
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lempc  t ; inai>  i IVgnril  de  V,  il  rcl  il  observerqnc  l'iiitcnsile  V de  Ia  tiicur 
ne  bulEt  pa*,  et  qu’il  etl  iieccstaire  d’en  avoir  la  direction  , ce  qui  i xig<* 
encore  que  l'on  connaisse  les  angles  6 et  6' que  cette  direction  fait  avec 
des  jiaiallèles  il  deux  des  axes  coordonnis.  Il  faudra  donc  ajouter  ce» 
deux  nouvelles  inconnues  au  prolilime;  mais  au  lien  des  trois  varialdt-s 
V,  6 et  6'r  nous  pourrons  prendre  les  coraposantes  is,  v,  w de  la  vitesse 
parallèlement  aux  trois  axes  coordonnes.  Ainsi,  le  problème  general  dont 
nous  clierchons  la  solution  comporte  ers  cinq  inconnues,  p,f,u,  s',ts', 
et  par  conséquent  nécessite  cinq  équations  pour  les  déterminer.  Il  nous 
sera  donc  permis  de  traiter  p,  f,u,v,w  comme  des  qnautites  cutièrcnicni 
connues,  pourvn  que  nous  parvenions  il  établir  ces  cinq  cquaiions.  Koiis 
' allons  d'abord  voir  comment  les  composantes  u,  o,  iv  de  la  viiesse 

|>euvcnt  déterminer  l'expression  de  cette  vitesse  ainsi  que  sa  direction. 
Pour  cela,  aoit  M un  point  fluide  considéré  è l'expiration  du  temps  t , 
et  r,jr,  Z les  coordonnées  de  ce  point  h cette  même  époque,  les  eoiu- 
posantes  u,  o et  de  la  vitesse  de  ce  point  étant  multipliées  pai  le 
temps  inliniment  petit  dt  qni  succédera  II  (,  donneront  les  produits 
mit,  vdt  y wdt  pour  les  espaces  parcourus  dans  le  temps  dt  j car  on 
doit  fc  rappeler  qne  l’espace  est  égal  au  produit  du  temps  par  la  vi- 
tesse. Au  moyen  de  ces  composantes,  on  trouvera  pour  l’espace  MM' 
Fig  xfx.  (Qg.  aSa)  parcouru  par  le  point  M dans  l’instant  dt , art.  4^^  et  3^7  i 


MM'  = u’dt’  + v^dr  -h  w’dt’  , 
on  , en'  mettant  le  factenr  commun  dt  en  dehors  du  radical , 

MM'=dt  -i- 1'* -f- w*.  . . (444)  i 

Cl  comme  l’espace  parcouru  MM' divisé  par  de  est  égal  .H  la  vilersc,  on 
voit  que  le  radical  ilc  l’équation  (444)  n’est  autre  chose  que  celte  vi- 
tesse, que  nous  avons  désignée  ci-dessus  par  V,  ce  qui  est  d’ailleurs  évi- 
dent puisque  U , O , o"  en  sont  les  trois  projections. 

Pour  en  délcrminer  la  position,  soient  6,  d'ci  9"  les  angles  que 
MM'  fait  avec  les  axes  coordonnés;  si  nous  divisons  les  espaces  parcoti- 
rut  ,udt,  vdt,  wdt,  par  MM',  nous  obiiendrotM,  après  avoir  supprimé 
le  facteur  commun  dt , aux  deux  termes  de  chaque  fiactiuu , 


— , cos  6'  = 


V/if 


vv 


64c.  Mais  tandis  que  le  point  llttidc  M est  transporté  de  M eit  M 
dans  l’instant  dt , voyons  ce  que  devient,  dans  le  même  iustaut,  im 
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jifm  p^irallt1i'|>i|K'ilr  rcctanpic  ilom  Ica  diroenainnt  acraicni  >ij' , dy,  et 
tiz^  et  cjuc  l'un  «luit  con»iiicTer  comme  rdement  de  In  maMC  fluide, 
l'oiir  rein,  prenons  deux  points  fluides  iidininiciu  proches,  et  qui 
correspondent  aux  coordonnées  jr,  y,  s et  r + </>*,  y 4- , s -f- rf r , 
et  ilcVigiioiis  ces  points  par  (M)  et  par  (m) , en  mettant  ainsi  des  paren* 

(lu'scs  pour  distinguer  les  points  fluides  de  ceux  de  1 csp.ace  représentes  , 

dans  la  ligure  i53,  par  les  loémcs  lettres  M et  m ; et  soient  M'  et  m' les  Fig.353« 

lieux  où  ^M}  et  (m]  seront  transportas  an  bout  du  temps  dt.  Ces  points  [M) 

et  (m)  ctaint  sépares  par  un  certain  espace  lioeairci  cet  espace  est  occupé 

par  des  particules  fluides  ; et , comme  il  y a comiouité  dana  Je  ûnide, 

ces  particules  ae  touclicnt  toutes,  mais  sont  susceptibles  de  sVtcndrc  plus 

ou  moins  dans  un  sens,  selon  les  dimensions  que  prendra  notre  parallé*  * 

lepipèile  au  bout  du  tempst-f-d/.  Cela  pose,  les  points  fluides  (M)  et  (m) 

se  irouTant  en  M et  en  m avant  que  le  temps  dt  ait  commencé,  il  suflit 

pour  passer  de  Tun  h Tauire,  de  supposer  que  les  coordonnées  x , jr,  x 

deviennent  a- t^dzj  alors  les  composantes  rcctangulain's 

de  la  vitesse  qui  animeront  (m)  h l'expiration  de  I,  au  lieu  d'étre  les 

fonctions  u , et  w des  coordonnées  x , y*,  £ deviendront  des  fonctions 

dos  coordonnées  X'^dx,  y dy,  s + cis.  Les  composantes  u , utxw 

recevront  donc  en  m des  nccroisscmeos  que  nous  allons  déterminer  ; 

tuais  auparavant  nous  ferons  remarquer  que  ces  composantes  de  la  vi* 

cesse  étant  indépendantes  les  unes  des  autres,  art.  319,  il  en  doit  être  de 

même  des  espaces  parcourus  qui  sont  les  produits  de  ces  vitessespar  dt. 

G47.  On  est  <lonc  fonde  h considérer  séparément  les  trois  coordonnées 
du  point  m'qui  repn'sentcnt  ces  espaces  parcourus.  Ainsi,  en  comment 
cane  par  celle  qui  est  dans  le  sens  des  x,  et  en  prenant  |>our  origine  le 
point  M (lig.  'i54J,  on  voit  que  cette  coordonnée  se  compose,  1®.  de  la 
distance  dx  qui  sépare,  sur  Paie  des  x , lis  projections  des  p(»iii(s  M et 
m;  lo.  du  chemin  (jne  décrira  la  projection  du  point  (m)  en  vertu  de  la 
vitesse  acquise  11  Pexpiration  de  £,  vitesse  qui  amènera  ce  point  (m)  de  m 
en  m't  et  sa  projection  (o)  de  n en  n.  Or,  la  composante  de  la  vitesse 
du  point  (Mj  dans  le  sens  des  x étant  u , elle  deviendra 


, + + + (445) 


lonqa'on  passeni  du  point  (M)  au  point  (m) , dont  la  coordonnée,  dana 
le  tent  dn  x,  est  plus  longue  de  dx  qae  celle  de  (M).  En  considérant 
d'alwrd  le  premier  terme  u de  l'ciprcssion  (445) , ce  terme  noiu  indique 
dans  (ib)  une  vitesse  qui,  dirigée  suivant  l’axe  des  x,  est  e'gale  à telle 
qui  anime  (Mj  suivant  le  même  axe. 

Il  suit  del.’iquc,  dans  Pinstaut  dt,  la  projection  (.’i)  parcourt  sor  l’axe 
des  X,  en  vertu  ile  celle  scqIc  vitesse,  iiu  e.*|wce  udl  égal  au  clicmin  NN 


Digitized  by  Google 


4^**  HYOItODTHAMIQVB. 

d^rit  par  la  projeclion  (N)  du  point  (M)  tur  le  m^me  ate;  e(  en  reprr^ 
tcmani  par  nP  (lig.  934)  ce  chemin  parconni  par  U projection  (<i),  on 
a donc 

nP  = KN'i 

et  en  retranchant  la  partie  comnmne  nN',  il  reste 
• N'P  = Nn=r£r; 

mais  la  projection  (»}  |dn  point  (m)  arrivée  en  P,  doit  continuer  h se 

, du  . dv  , dw  , . . 

mouvoir  en  vertu  des  vitesses  -^dx,  .-^dx,  « pnrconrir  les 

, espaces  que  mesureront  les  produits  de  ces  vitesses  par  l'element  de  temps 

dt.  Le  premier  de  oei  espaces  sera  donc  ~ dx.dt,  et  transportera  notre 

projection  (n)  de  P en  Q toujours  tur  la  direction  de  l’axe  des  x ; mais 
du 

la  vitesse  ^ dx  qui  agit  parallilement  à l’axe  des  y,  sortira  notre  pennt 

mobile  qni  est  en  Q de  la  direction  de  l'axe  des  x,  et  lui  fera  décrire 

une  petite  l%nc  QR  {tarallèle  k l’axe  des  y,  et  égale  à dx.dt.  £■• 

lin  , notre  point  de  projection  arrivé  en  R changera  encore  de  direction, 
et  décrira  une  ligne  Rn'  parallèle  & l’axe  des  z,  et  égale  il 

dx.de  n 

648-  Il  soit  de  ce  qni  précède  que  quand  (m)  sera  en  m',  la  projeclion  île 
(m)  dans  le  sens  de  l’axe  des  x sera  parvenne  en  n'.  Par  conséquent , dans 
' l’intervalle  de  temps  dt,  les  projections  de  (M)  et  de  (m)  dans  le  sens  des 
X,  auront  pria  les  positions  N'  et  n'.  La  distance  de  ces  deux  poinu  est 
Fig  955.  évidemment  la  diagonale  d’un  parallélépipède  rectangle  (fig.  a55}  dont 
M'Q,  QR  et  Rn'  seraient  les  trois  arêtes;  cette  distance  anra  donc  pour 
expression 

4-lPQ)"+  QR*  + R/r'*...  (44<S)i 

è l’égard  des  valeurs  des  lignes  qni  entrent  tons  ce  radical,  nons  avons 


(’)  Nous  avons  prit  les  chemins  décrits,  k partir  de  P,  par  le  point 
de  projection  dans  cet  ordre  : 

dx.dt , ~ dx.dt , ^ dx.dt  ; 
dx  dx  dx 

mais  si  l’on  eût  placé  ces  espaces  dans  nn  ordre  different,  on  serait  par- 
venu, par  une  autre  construction,  an  même  point  n'. 
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cutlemoiciu,  «rapiè*  la  ibc'orie  que  noua  tenons  dViahlii , 

N'P  = iiW<=~</t,  PQ=^i“dx.dt, 

= Æ + È +s  *> 

QR  dx.dt,  Rn'=  ^ dx.dt. 

^dx  tix 

Mettant  cea  Talenrt  Hans  rexpresaion  (44^»  ce  faisant  passer  le  fact^nr 
commun  dx*  en  dehors  du  signe  radical,  on  aura  pour  la  coonlonneo 
de  M'm'  dans  le  sens  des  x. 

On  Toil  qui"  retic  coordonnvc  formant  un  angle  QW'n'  (*)  atcc  cet  axe, 
en  quitte  un  pen  la  direction. 

En  cherebant  par  le  m^me  procède  les  compountea  de  M'm'  dam 
le  sent  de  l’axe  des  y et  de  l'axe  dei  z,  on  trourerait  que  cez  compo- 
aaolea  sont  respectisement 

•îr  ^ *’■*■  (0)  *■■■• 

<«• 

et  qn’elles  s’écartent  un  peu  de  la  direction  des  axes  primitift.  Par  con- 
acqueut,  les  trois  côtés  de  notre  parallélépipide  changent  un  pen  d’in- 
clinaison : ce  parallélépipède,  de  rectangle  qn’il  était  avant  le  temps 
dt,  devient  donc  obliquangle  quand  ce  temps  s’est  éconlé. 

649.  Mais  pour  pouvoir  alErmer  que,  malgré  l'ohliquité'de  ces  arêtes, 
notre  prisme  élémentaire  conserve  encore  la  forme  d’nn  paralléléplpèile 


(')  Il  n’est  pas  inutile  de  faire  observer  que  l’angle  n'N'Q  est  infini- 
du  dw 

ment  petit,  car  les  quantités  -^dx^dt  et  ^ dx.dt,  qui  sont  les  ra- 

leurs  de  RQ  et  de  n'R , étant  des  infiniment  petits  du  second  ordre , il  en 
doit  être  de  même  de  l’bjpotbénose  n'Q  du  petit  triangle  rectangle n'QR 
formé  par  ces  côtés.  Mais  le  côté  N'n'  des  triangles  n'N'Q  éunt  nn  infi- 
niment petit  du  premier  ordre , il  en  résulte  que  l’angle  n'N'Q  est  in- 
linimeni  petit.  * 


< 


» 
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nprts  l'inslani  >//,  il  fan(  pronrirr  qne  tous  cia  râles  rrslmt  parallrirs. 
Or,  c'cjt  ceqn’il  est  facile  de  vérifier  en  cherchant  ce  que  deviennent  les 
composantes  u,  n,  tv  de  h vitesse  lorsqu'on  passe  du  point  M de  notre 
Fig  a56.  parallélépipède  primitif  DC  (fifi.  a56)  h l’un  de  ces  points  B,  C,  D,  etc., 
qui  sont  aux  extrémités  des  angles.  Or,  si  le  point  M dont  les  coordon- 
nées sont  X,  y,  Z,  a pour  vitesses 


dr 

dT' 


(45o); 


le  point  B qui  correspond  aux  coordonnées  y^àjr  et  : , aura  pour 
vitesses 


-,  di/'  dv^  dv*  , , dv  ilu  dv  , 

et  I on  voit  que  T- I devront  remplacer -7-  et  dans 

^ dx  df  <U  ^ dx  djr  dz 

les  formules  (44?)»  (44^)  (449)*  nous  allons  voir  que  cette  sul>> 

stitutiun  est  inutile.  En  effet , si  l’on  compare  le  terme  — qui  doit  ^irc 

di* 

substitue  au  terme  --  de  la  formule  (447)f  on  reconnaîtra  A l’aide  des 

formules  (45o}  et  (45t)  que  ces  termes  ne  diff^rcnt  que  par  un  infiniment 
petit  (fu’on  a le  droit  de  supprimer.  Par  conséquent  la  formule  (44/)  » 
qui  donne  la  longueur  du  cdtc  MA  au  bout  du  temps  dt , exprime  aussi 
bien  la  longueur  du  côte  MB  au  bout  du  même  temps. 

On  prouverait  de  même  que  tous  les  autres  côtes  qui  étaient  parallèles 
dans  le  parallclipipède  priiuitif  sont  encore  égaux  daus  sa  nouvelle  po- 
sition. « 


G5o.  Négligeant  les  iofinimeot  [iciUs  du  second  ordre  (*),  autres  que 
ceux  qui  coaiposcntle  premier  carré,  et  qui  donneront  lieu  par  la  suite  à 
des  léduciions,  les  formules  (44;)i  (44^)  (449)»  deviennent 


v/ (’ ‘^0’’  ^ ('  ‘^0’’ 


>• 


■ (45a;. 


et  en  extrayant  les  racines  carrées,  donnent 


(*}  On  pourrait  croire  qu'un  devr.dl  .aussi  supprimer  les  infiniment  pe- 
tits du  premier  onire  devant  la  quantité  finie  i , ce  qui  réduirait  notre 
ladical  h 1.  Si  nous  ne  le  faisons  pas,  e’esl  que  l'esprit  de  ce  calcul 
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poar  les  trois  projections  <la  M'm'  (Gg.  o53);  et  comme  dans  l'instant  F>g.>53« 
4t  les  exlrcmilcs  M ci  m de  la  petite  droite  dont  Hz , dy  et  dz  sont  les 
projections,  arrireni  en  M'  et  en  m',  la  distance  .M'm'  représente  donc 
ce  que  devient  la  droite  Mm  au  bout  de  l’instant  dt. 

65i.  Ayant  ainsi  détermine  les  trois  projections  de  M'm',  si  noiu  en 
formons  le  produit,  c’cst-i^lire  si  nous  multiplions  entre  elles  les  trois 
quantités  comprises  sons  le  n°  4^  > nous  aurons 


pour  ce  que  sera  devenu  le  parallélepipMe  dzdydz  nu  bout  de  l’Instant 
dt.  A la  vérité,  le  nouveau  parallélépipède  serait  obliqnangle  dans  la 
rigueur  mathématique,  comme  nous  l'avons  vu,  et  par  conséquent  ne 
serait  pas  égal  an  prorloit  de  ses  trois  arêtes;  mais  l’erreur  ne  porterait 
que  sur  les  termes  en  dl'  que  omis  avons  négligés,  parce  que  ces  termes 
sont  les  seuls  qui  écartent  les  projections  de  leurs  directions  primitives. 
Ainsi  noos  pouvons  adopter  que  le  nouveau  parallélépipède  est  exacte- 
ment représenté  par  la  formule  (454).  Cela  posé,  en  formant  le  prorluit 
indiqué  par  Cette  formule,  et  en  effaçant  les  termes  en  dt'  et  en  dO, 
qui  se  trouvent  compris  entre  les  parenthèses,  il  restera 


65a.  Si  nons  représentons  maintenant  par  f la  densité  du  (liiide  au 
bout  du  temps  C , et  par  cette  densité  au  bout  du  temps  t-hdl,  comme 
la  masse  est  égale  au  volume  multiplié  par  la  densité,  et  que,  par  bypo- 
tlièse,  le  volume  dzdydz  correspond  au  temps  t;  la  masse  fluide  ren- 
fermée dans  ce  volume  sera  donc  exprimée  par  fdxdydz,  et,  d’après  ce 
qui  précède,  cette  même  masse  Guide,  au  bout  du  temps  t +dt,  de- 
viendr.1 


consiste  è ne  point  faire  de  suite  la  réduction,  parce  que,  comme  nous  le 
verrons , les  quantités  finies  te  détruisent  mntuellcment  a la  fin  du  cal- 
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pourra 


HTORODYNAMIQVE. 
t’A:rire  de  celte  mauière  abrc'gee 

f dxdydz  (i  ^hdt)< 


653.  Dana  le  cas  où  le  fluide  est  incompressible,  une  niasse  donnée 
derant  toujours  occuper  le  mime  espace  dans  quelque  temps  que  ce 
soit , la  densile'  sera  constante,  et  les  masses  que  nous  venons  de  con- 
sidérer seront  égales;  d’ou  il  suit  qu’on  aura 

f dxdfdz  = f [dxdfdz  ( i -f-  AA)]  i 

réduisant  et  supprimant  les  facteurs  communs,  il  restera  A =Oi  met- 
tant la  valeur  que  représente  A , art.  65ï , on  aura  donc 

du  dv  dw 

dx^  djr  dz 

Telle  est  la  condition  qui  doit  être  satisfaite  pour  que  le  fluide  soit  in- 
comprcMible. 

654-  Dans  le  cas  où  le  fluide  est  compressible  on  élastique , ou  doit 
regarder  la  densité  qui  a lien  au  point  m' comme  une  fonction  des  co- 
ordonnées X,  y,  * ; et  cette  fonction  se  déterminera  en  aïontant  4 ^ les 
accroisaemens  dut  ans  variables  i , s i on  aura  donc 


mais  comme  l’instant  qui  s’est  écoulé  pendant  le  monveraeut  de  notre 
petit  parallélépipède  est  dl , on  aura 

dx=zudt,  dy=-vdt,  dz  = wdf, 
remplaçant  dx,  dy  et  dt  par  ces  valenrs,  l’équation  (455)  deviendra 


équation  qui  est  de  la  forme 

f>=zf  + Ldt. 

Or,  la  densité  étant  en  raison  inverse  du  volume,  on  a 
, ; / : : dxdydx  (I  -I-  AA)  : dxdyds  ; 
o« , en  mettant  la  valeur  de  et  en  supprimant  le  factenr  commun 

égalant  le  produit  des  extrêmes  4 celui  des  moyens,  on  a 
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f = {f  + hJt)'{i+kdl). 

t I . 

déreloppanl  e(  n^Iigcam  le  terme  en  dt',  qui  est  un  iiiGniment  petit 
du  second  ordre  , il  restera 


f hdt  + Ldt  =r  O , 

ri  CO  supprimant  le  facteur  commun  dt , celte  Quation  sc  riiduira  k 
P A .4*  la  as  O. 


Si  l'on  met  dans  ce  dernier  résnllst  les  vnleuis  de  k et  de  L,  on  ol>- 
liendra  enfin 


(du  . dv  dw\ 


dzj^dt 


'!■ 


.Éi. 

àj- 


df 

■ w = n. . 
dt 


(436). 


655.  Celte  tfrinstion  [>enl  se  simplifier;  car,  en  consîdenint  d’abord 
les  deux  termes  aficctes  de  u,  il  est  aise  de  roir  qu’ils  sont  la  dilTc- 
rrntielle  exacte  de  fu,  par  rapport  h x et  divisée  par  dx. 

La  ra^mc  obvrrration  pouvant  s’appliquer  aux  deux  termes  en  t>,  et 
aux  deux  termes  en  tw,  il  en  résulté  qu’on  peut  mettre  l’cquation  prc'> 
ee'dcnte  sous  cette  forme 


•Il 

dt  • Jt 


d.pv  d.àw 


(45;). 


656.  Cette  équation  renferme  comme  ras  particnlier,  celui  oit  la  den- 
sité' est  constante.  En  effet,  la  diffeientielle  d'une  cnnsunte  étant  nulle , 


df  = 0; 

donc  le  terme  en  ^ n’existe  pas , et  dans  les  autres  f <!tant  corutant, 

devient  un  factenr  commun  qn’on  supprimé;  alors  l’éqnatinn  precedente 
ne  rcdiJit  «H  t 

du  du  dw 

ce  qui  s'accorde  avec  cc_  que  nous  avons  vu,  art.  653. 

657.  L’cqoation  (467),  qui  établit  nne  relation  entre  la  vitesse  et  la 
densité',  est  appelée  l'équation  de  la  contionité  dn  fluide,  parce  que 
c’est  d’après  celle  hypothèse  qu’elle  est  fonde'e.  En  effet,  lorsrfne  nous 
passons  des  petites  arêtes  du  parailéicpipède  au  volume  de  ce  parallé- 
lépipède, nous  admettons  que  le  fluide  qui  y est  renfermé  participe 
au  mouvement  que  reçoivent  ces  arêtes  Or,  c’est  ce  qui  a lien  s’il  n’y 
a point  de  solution  de  continuité  qui  empêche  les  particules  fluides 
de  se  suivre.  Cette  liyp<. thèse  de  la  continuité  du  floide  se  ironve  en 
•léfant  ilans  quelques  cas  parliriiliers.  Par  exemple,  lorsque  les  mnlé- 

28.  . 
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culci  fltiidr»  qu’un  jet  d'eau  a iraïupurte'e*  dam  l'aimotpbtre  descen- 
dent sur  la  terre,  elle  se  subdivisent,  et,  se'pare'es  par  l’action  de  l’air, 
elles  laissent  entre  elles  des  vides  qui  les  font  retomber  en  petites 
gouttes  d'eau.  Dans  de  semblables  cas  , la  théorie  ge'ncrale  que  nous 
avons  exposée  n'est  plus  appliquable,  aussi  n'est-eUe  pas  toujours  d’ac- 
rord  avec  l’eipericnce. 

638.  L’e'qnation  de  la  continuité  d’on  fluide  e'taot  loin  de  solEre  pour 
la  détermination  de  nos  trois  inconnues,  nous  en  allons  obtenir  trois 
autres  qui  nous  seront  données  par  la  considération  des  forces  accé- 
lératrices. Pour  cet  eflét , supposons  qu’on  ait  réduit  toutes  les  forces 
accélératrices  il  trois  composantes  rcctangnlaires  X , Y et  Z , paral- 
lèles à chacun  des  axes,  et  agissant  k l’expiration  du  temps  ( sur  les 
molécules  fluides  dont  les  coordonnées  sont  x,  s;  si  ces  forces 
agissaient  librement , comme  elles  impriment  an  bout  du  temps  t des 

vitesarx  qui  sont  —,  elles  accroîtraient  ces  vitesses  des  quan- 

tités Xdt,  Yd<  et  ZJt , qui  sont  les  vitesses  que  les  forces  accéléra- 
trices X , Y , Z sont  capables  de  produire  dans  l'instant  dt  ; mais 
comme  le  point  fluide  que  nous  considérons  est  lié  aux  autres,  et  par- 
ticipe h leur  commua  mouvement,  les  accroissemens  de  vitesse,  au 

lien  d’étre  \dt,  Mdt  et  Xdt,  seront  les  accroissemens  d.^-,  d.^f-, 

dt'dt' 

, dz  dx  dy  dz  , , ....... 

</.-7-  que  reçoivent  et  -7-  au  bout  du  temps  </(.  Ainsi,  a lex- 

dt  ^ • tU'  dt  dt  ’ 

pirstion  de  dt,  nous  aurons  pour  les  accroissemens  de  vitesse  efiêctifs, 

dx  dy  dz 

‘^  dt’  ’^-dt'  ^ dv'  , . , 

et  pour  les  accroissemens  dns  aux  seules  forces  accélératrices, 

Xdt,  Ydl,  Zdtj 


et  comme,  d'après  le  principe  de  d’Alemliert,  les  vitesses  gagnées  oa 
perdues  doivent  équivaloir  aux  vitesses  qne  pourraient  communiquer  les 
forces  accélératrices , moins  celles  qui  ont  réellement  lieu , on  aura 
pour  les  vitesses  perdues  ou  gagnées 


<lans  le  sens  des  x. 

dans  le  sens  des  y. 

dans  le  sens  des  z.. 


\dt-d.~, 

dt 

Ydt  -d."^^, 
dt 

r.  ..  S 'i* 


Soient  maintenant  X',  Y',  7.'  les  forces  accélératrices  qui,  dans  le 
cas  de  l’équilibie,  seraient  capables  d’imprimer  ces  vitesses  an  tlnidr. 
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Comme  on  a tu  art.  (ïgS^,  qu’une  force  acc<!lératrice  f étant  donnée, 
l'accroiMement  qu’elJe  eat  capable  de  communiquer  k on  mobile  dana 
l’initant  dt , était  repréuntc  par  fdt , noua  anrona  donc 


X'A,  Y'dt  et  T/dt, 

pour  lea  accroiaaemena  de  TÎteaae  qne  penrent  communiquer  b noire 
molécule  floide  lea  forcea  bjpothétiqoea  X',  Y'  et  TJ.  Or,  comme 
noua  auppoaona  que  cea  accroiaaemena  aont  prr'ciaément  égaux  aux  ri- 
leaaea  gagoéea  ou  perduea  ; noua  anrona  donc , d’apria  le  principe  de 
d’Alembert , 

\dt-d.i-  = \'dt. 
dt 

\dt-d.-J^  = Ydt, 
dt 

Ldt  — = 7/dt  ; 


et  puiaqne  dx , dy,  dz , aont  lea  capacea  parconrua , on  a 

(458). 


d.r  dy  d» 

dZr^: 


En  aobalituant  cea  ralenri  dana  lea  éqnationa  précédentca,  nona  rédui- 
rona  cea  éqaaiioiia  b 


Xdt  — du  = X'dtf 

\dt  — dv  = Vdt  i...  (45p). 

Zdt—dsv=Z'dt  ) • 

D’une  autre  part,  lea  force»  X',  Y'p.Zl'  étant  celleaqni  aont  capable»  de 
mettre  le  fluide  en  équilibre,  aatiafont  néceaaairement  aux  éqnationa 
genéralea  (385)  dca  fluidea,  page  357;  ^nc,  en  j remplaçant  X,  Y, 
Z par  lea  compoaantea  X',  Y',  Z',  on  n;:i 


±-,X'  Î??-.Y'' 


65g.  Au  mojien  dea  ralenra  de  X',  de  Y'  et  de  Z'  foomtta  par  ce» 
cquationa , lea  formniea  (45g)  deriennent  . _ . c 


\dt-dur=l^dt  ] 

Ydt  —d^  =-^^^dt  (46o). 

Zdt  -dw='-^j^dt  ) . 
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Les  différentielles  du,  dt>  et  dw , qui  entrent  dans  ces  équations,  de- 
rant  dire  prises  en  regardant  les  composantes  u,  t>  et  w de  la  Tiiesse 
comme  fonctions  des  Tariablcs  t , x ,y  eiz , on  a en  général 


du  = -dt+^-dx  + ~dr  + j-dz. 


dx 


J dvf  . du  . du  ^ du  , 

^ Tt  Tx^-^  Ts^’ 

, dw  , . dw  , . dw  , . dw  , 

dw=-^dt  + — dx+^dy^^dz-, 


ft , en  mettant  clan*  cct  éqoations  les  valenrs  des  diffcrenticiles  dx  y dy 
et  dzy  tirces  des  «^nations  (458).  on  obtient 


_ du  , , du  , , thi  . ^ du 

du  = dl  + • ^*dt  -h  J-  • *^dt  -f-  . wdt. 

dt  dx  dy  dz 


dx' 


, du  , du 
du  — - - dt  ^ ~r- . udt  • 
dt  dx 


du 


dz 


. wdt, 


tJu 

-- . udt  • 
dy 

J dw  . dw  , dw  , dw  , 
dw  = -T-  dt  •+■  -7— . udt  H-  — r— . udt  + -t"  • wdt» 
dt  dx  df  dz 


Introduisant  rcs  Veilenrs  dans  les  équations  (4^)i  transposant  et  supprn 
mant  le  facteur  commun  dt,  noos  aurons  ce  dernier  resaltat. 


^ I dp  du  du 

^—,di=di-^"rx 


du  du 

dy  dz 

du  du  du  du 

-4-  w • *4-  - — h w 


+ )...  (46,). 


Y — 

~,dy~  dt'^“  dx'^’''dy~^'"' dz  T” 
r,  I dp  dw  dw  . dw  . dw  \ 


660.  Ces  trois  ëqnations  jointes  li  celle  de  la  continuité  du  fluide 
et  h IVquaiion  pz=:Tlf,  qui  établit  une  relation  entre  la  pression  et  la 
densité  (démontrée  page  36}),  suffiront  pour  déterminer  les  cinq  in- 
eonnnet  z:’,  u,  et  w» 

Telles  sont  les  équations  générales  do  mouvement  des  fluides,  équa- 
tions dont  rinicgration  présente  des  difficnliéf  que  Ton  n'a  pn  vaincre 
jnsqn'ü  ce  jour  que  dans  des  cas  particuliers. 


FIN. 


Digitized  by  Googif 


NOTES. 


NOTE  PREMIÈRE,  page  4- 

Considérations  sur  deux  manières  différentes 
de  commencer  la  Statique. 

Il  se  présente  deux  manières  diflércntes  de  commencer 
la  Statique,  selon  qu’on  démontre  à priori  le  parallélo- 
gramme des  forces  ou  le  principe  fondamental  des  forces 
parallèles.  Celte  seconde  niarclie  me  paraissant  plus  natu- 
relle que  l’autre,  je  l’ai  adoptée.  Cependant  ceux  qui  pré- 
féreront suivre  la  première,  le  feront  aisément  en  rempla- 
^nt  les  articles  compris  depuis  i8  jusqu'à  2^  inclusive- 
ment, par  l’une  des  démonstrations  du  parallélogramme 
des  forces  de  MM.  Duchajla  et  Poisson , que  je  vais  exposer 
dans  cette  note. 

Démonstration  du  parallélogramme  des  forces  de 
M,  Duchayla. 

. Cette  démonstration  reposant  sur  les  articles  aS  et  26,  le 
lecteur  voudra  bien  en  prendre  connaissance  lorsqu’il  sera 
arrivé  à l’article  17  , et  ajouter  ce  qui  suit  : 

I*.  Considérons  maintenant  deux  forces  égales  appli- 
quées à un  point  A (lig.  257),  et  dirigées  l’one  suivant  AC  P'g.257. 
et  l’autre  suivant  AB.  Si  l’on  représente  les  forces  P et  Q 
par  les  parties  égales  AB  et  AC  de  leurs  directions  ,et  que 
l’on  construise  le  parallélogramme  ACDB,  la  diagonale  AD 
partagera  l’angle  CAB  en  deux  parties  égales  ; donc  la  résul- 
tante des  forces  P et  Q sera  dirigée,  art.  26,  suivant  la  dia- 
gonale de  ce  parallélogramme. 

2*.  Si  l’on  augmente  ensuite  la  force  AB  (fig.  258)  d’une  Fîg.a58- 


Digitized  by  Google 


44^’  NUTE  FREMiènE. 

partie  136  qui  lui  soit  égale , et  qu’on  forme  le  second  paral- 
lélogramme DB6R,  comme  les  droites  BD  et  B6  sont  ^alcs, 
leur  résultante  sera  encore  dirigée  suivant  la  diagonale  BR. 

Cela  posé , on  va  démontrer  que  la  résultante  R des  forces 
AC  et  Ab  sera  aussi  dirigée  suivant  la  diagonale  ÂR  de  leur 
parallélogramme.  Pour  cet  effet , on  remarquera  que  le  point 
A tiré  par  les  forces  égales  AB  et  AC , doit  se  mouvoir  de  la 
même  manière,  art.  26,  que  si  une  force  unique  l’entraînait 
suivant  AD;  or,  cette  force  ne  peut  agir  sur  A qu’à  l’aide  , 
d’une  suite  de  points  contigus  liés  immédiatement  entre  eux, 
et  dont  l’un,  en  s’avançant  vers  S,  contraindrait  tous  les 
autres  à marcher  dans  le  même  sens.  Le  point  D faisant  par- 
tie de  CCS  points,  puisqu’il  est  dans  leur  direction  , on  sent 
qu’au  lieu  de  considérer  A comme  tiré  par  les  forces  égales 
AC  et  AB,  c’est  la  même  chose  que  de  supposer  que  D , 
qui  lui  est  lié  par  les  points  mobiles  intermédiaires,  soit 
poussé  par  les  forces  égales  CD  et  BD  dans  la  direction 
DS.  On  peut  donc,  au  système  des  trois  forces  AC,  AB  et 
B6,  substituer  celui  des  forces  CD,  BD  et  B6.  La  force 
BD  qui  pousse  le  point  D,  agit  comme  si  elle  entraînait 
B;  par  conséquent  on  a le  droit,  art.  i*,  de  remplacer 
les  forces  BD  et  B6  qui  sont  appliquées  en  B , par  BR  ; 
nos  trois  forces  se  réduisent  donc  à deux , l’une  dirigée  sui- 
vant CD,  et  l’autre  suivant  BR  : or  une  force  |K>uvant  tou- 
jours être  transportée  en  tout  point  pris  sur  sa  direction 
art.  12,  on  peut  transporter  les  deux  forces  qui  agissent 
suivant  CD  et  BR  à leur  point  de  concours  R , et  ce  point 
R sera  md  comme  s’il  était  sollicité  par  l’action  simultanée 
de  ces  deux  forces,  par  conséquent  il  sera  un  point  de  leur 
résultante.  D’une  autre  part,  cette  résultante,  étant  celle 
de  tout  le  système,  passe  aussi  par  le  point  A.  Ainsi  voilà 
deux  points  A et  R par  lesquels  elle  passe,  ce  qui  suffit  pour 
en  déterminer  la  direction  et  pour  qu’on  puisse  alfiriiier 
i|u’elle  agit  suivant  AR. 
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3*.  Par  cette  démonstration  on  prouve  donc  que  lorsqu’on 
a deux  parallélogrammes  CB  et  D6  dans  lesquels  les  résul- 
tantes suivent  les  directions  des  diagonales  AD  et  BR , le  pa- 
rallélogramme CA  jouira  de  la  même  propriété  d’indiquer 
par  sa  diagonale  AR  la  direction  de  la  réspltante  des  forces 
AC  et  AA. 

4*.  Construisons  les  deux  parallélogrammes  AD  et  B F 
(lig.  aSq)  , dont  les  côtés  AC  et  AB^  BD  et  BE  soient  égaux  ; l''ig.aS9. 
la  résultante  dans  chacun  sera  dirigée,  art.  i*,  suivant  la 
diagonale;  par  conséquent  le  parallélogramme  AF,  qui  ré- 
sulte de  leur  assemblage , et  dont  les  côtés  AC  et  AE  sont 
dans  le  rapport  de  i à 2,  aura  sa  résultante , art.  3*,  diri- 
gée suivant  la  diagonale  AF.  Prenons  ensuite  £G  =.£F,  le 
parallélogramme  AH  aura  encore , art.  3”,  sa  résultante 
dirigée  suivant  la  diagonale;  et  l’on  voit  que  les  côtés  AC 
et  AG  seront  entre  eux  dans  le  rapport  de  i à 3.  En  conti- 
nuant à augmenter  ainsi  l’un  des  côtés  du  parallélogramme 
de  parties  égales  à AB , on  obtiendra  une  suite  de  parallèle  ■ 
grammes  dont  les  côtés  seront  successivement  dans  les  rap- 
ports de  I à 4 > de  i é 5 , etc. , et  qui  jouiront  tous  de  la 
même  propriété.  Donc  en  général,  dans  un  parallélogramme 
formé  par  deux  forces  dont  les  intensités  sont  entre  elles 
dans  le  rapport  de  l’unité  à un  nombre  entier  n , la  dia- 
gonale indique  la  direction  de  la  résultante. 

5*.  Si  les  côtés  AK  et  Al  (lig.  260)  d’un  parallélogramme  t'ig.aOo. 
sont  cummcnsurables , c’est-à-dire  s’ils  sont  entre  eux  dans 
le  rap|K>rt  de  deux  nombres  entiers  m et  n,  la  résultante 
sera  encore  dirigée  suivant  la  diagonale  AM.  En  effet,  en  par- 
tageant AK  et  Al  en  parties  égales  à l’unité  de  mesure  AC, 
on  formera  une  suite  de  parallélogrammes  AL,  CL',  C'L*, 

CLà",  etc.,  qui  tous  ayant  leurs  côtés  dans  le  rap(>ort  de 
AC  à Al  ou  de  il»,  jouiront  chacun,  art.  4*,  de  la  pro- 
priété re<|uisc.  Donc,  art.  3*,  les  deux  preraier.s  prouveront 


Digitized  by  Google 


44^  NOTE  PEEiniBE. 

qu’il  en  est  de  même  du  parallélogramme  AL'  qui  résulte  de 
leur  réunion,  et  dont  les  côtés  sont  dans  le  rapport  de  a à n. 
Le  parallélogramme  AL'  et  le  3‘  B'L",  montreront  à leur 
tour  que  la  même  propriété  Uppartieht  au  parallélogramme 
AL°,  dont  les  côtés  sont  dans  le  rapport  de  3 à n,  et  ainsi 
de  suite  jusqu’au  parallélogramme  A!VI , dont  les  côtés  sont 
dans  le  rapport  de  à /»  (*). 

6”.  Pour  traiter  le  cas  où  les  côtés  du  parallélogramme 
sont  incommensurables,  on  Ta  démontrer  préliminairement 
Fig.  s6i  que  la  résultante  de  deux  forces  inégales  P et  Q (fig.  261  et 
262)  qui  concourt  nt  en  un  point  A,  est  dans  l’angle  formé 
par  les  directions  de  ces  forces:  cela  se  réduit  à prouver  que 
Fig. 361.  cette  résultante  ne  peut  agir  dans  l’espace  R (fig.  261)  , ter- 
Fig.aôa.  miné  par  la  droite  indéfinie  mm,  ni  dans  l’espace  L (fig.  262), 
Fig.afii.  terminé  par  la  droite  indéfinie  nn'.  En  efict  (fig.  261)  la 
force  Q ne  peut  faire  mouvoir  le  point  A dans  l’espace  K , 
pui.sque  son  action  est  dirigée  dans  le  sens  de  A vers  m;  la 
force  P ne  peut  faire  mouvoir  ce  point  dans  l’espace  R , 
puisqu’elle  :igit  dans  un  sens  opposé , ainsi  rien  ne  peut  con- 
tribuer à faire  mouvoir  A dans  l’espace  R.  Un  même  rai- 
sonnement s’appliquerait  à la  figure  262,  pour  prouver  que 
A ne  peut  se  mouvoir  dans  l’espace  L. 

Il  résulte  de  ce  qüi  précède , qu’un  point  A sollicité  par 
deux  forces  quelconques , doit  se  mouvoir  dans  l’angle 
formé  par  les  directions  de  ces  forces. 


;*)  S»  l’on  voulait  sc  coolenter  tic*  conftidcralion*  Hc  Pinfini*  on  pour- 
rait &e  dispenser  tle  lire  le*  article*  G*,  7*  et  8*,  cl  conclure  de  *uilc  de 
la  ruanitTc  «uivanle,  t^nc  la  proposition  e»i  encore  vraie  dan*  le  ca*  où  le* 
Fig.  aGo.  droites  AK  et  Al  (ûg.  iGo)  sontincomnicoeuiahlo»  ; cnefFei , si  Ton  partage 
AK  en  partie*  tfgalcs , plu*  Icnr  nombre  sera  grand , plus  Pane  de  ces  par^ 
tics,  tpic  nous  repr*fM*n lirons  parr/,  sera  pcüle.  Or,  si  en  portant  q nn  cer- 
tain nombre  île  fois  sur  Al  on  ne  recouvre  pa*  entièrement  celle  droite , 
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7*.  Soient  deux  forces  représentées  (fig.  a63)  par  les  par-  ^'8 
ties  AB  et  AC  qui  leur  sont  proportionnelles  : on  va  prou- 
ver qu2  si  l’on  augmente  la  composante  AB  d’une  partie 
B&,  la  résultante  s’approchera  de  AB.  En  effet,  soit  AR  la 
résultante  inconnue  des  forces  AB  et  AC;  la  nouvelle  force 
BA  pouvant  être  transportée  à tout  point  pris  sur  sa  direction, 
transportons-la  au  point  A,  en  prenant  kb'  = BA:  alors  la 
nouvelle  résultante  sera  la  même  que  celle  des  forces  AC, 

AB  et  Ai'.  Ces  trois  forces  pouvant  être  remplacées  par  ces 
deux- ci,  AR  et  Ai',  il  suit  de  l’article  6*  que  la  nouvelle 
résultante  passera  dans  l’angle  R Ai'  formé  par  la  direction 
de  ces  forces , et  par  conséquent  s’approchera  plus  de  AB 
que  AR  ne  s’en  approchait. 

8*.  Considérons  maintenant  deux  forces  incommensu- 
rables AB  et  AC  (Cg.  264).  Si  leur  résnltantc  n’était  pas  Fig.  a&j. 
dirigée  suivant  la  diagonale  AT) , elle  ne  pourrait  qu’être 
située  au-dessus  ou  au-dessous,  comme  le  sont  AR'  et  AR*. 

Dans  le  premier  cas , on  partagerait  CA  en  parties  égales 
plus  petites  que  DR';  et  en  portant  un  certain  nombre  de  ces 
parties  sur  CD,  l’un  des  points  de  division  D' tomberait  né- 
cessairement dans  l’intervalle  compris  entre  R'  et  D;  alors 


il  J aura  an  reatc  r iDoindrq  que  q\  par  consrqaent  en  partageant  AI  en 
un  nombre  coiitrnalilc  <lv  paiiiea  égales,  q , et  li  plus  forte  raison  r qui 
lui  est  inferieur, dc%ienilia  aussi  petit  que  l'on  vouilraj  ce  qui  nous  fait 
voir  que  ce  reste  r peut  ÿirc  pris  au-dessous  de  toute  quantité  donnée,  et 
par  conséquent  être  eompt^  pour  nul.  Cela  deviendra  encore  plus  évident 
si  l'on  fait  attention  que  la  quantité  variable  r devenant  d'.vuiant  |dog  pe- 
tite qu’on  augmente  davantage  les  [loints  de  division,  on  a la  possibilité 
de  prendre  r an-drssons  de  tonte  ligne  donnée , quelque  peu  d’clendue 
qu'elle  ait.  Or,  cela  ne  revient-il  p.is  .S  dire  que  toute  quantité  linéaire 
qni  existe  est  an— dessus  de  r,  on , en  d’antres  termes,  qne  c doit  être  re- 
gartle  comme  nul?  Il  résulte  donc  de  cotte  démonstration  que  In  pro|>o- 
sition  est  vraie  dans  toutes  les  hypothèses. 
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le  parallélogramme  AD'  aurait  ses  côtés  commensurables  ; 
donc  sa  diagonale  serait  dirigée  suivant  AD'  : mais  il  s’en- 
suivrait qu’en  augmentant  de  B'B  le  côté  AB'  de  ce  paral- 
lélogramme, la  diagonale  qui  était  AD' deviendrait  AR',  et 
qu’ainsi,  au  lieu  de  s’approcher  de  AB,  elle  s’en  écarterait-, 
ce  qui  est  absurde  par  l’article  précédent. 

Dans  le  second  cas,  si  la  résultante  du  parallélogramme 
AD  était  dirigée  suivant  AR",  on  partagerait  CA  en  parties 
égales  plus  petites  que  DR";  et  en  portant  un  nombre  suiR- 
sant  de  ces  parties  sur  la  droite  CD  prolongée,  l’un  des 
points  de  division  D"  tomberait  entre  D et  R*.  Alors  le 
parallélogramme  AD*  ayant  ses  côtés  commensurables,  la 
résultante  des  forces  AC  et  AB*  serait  dirigée  suivant  AD*; 
mais  la  résultante  du  parallélogramme  AD  étant,  par  hypo- 
thèse, AR“,il  en  résulterait  que  si  l’on  augmentait  AB  de  BB*, 
la  résultante,  qui,  dans  le  premier  cas , est  AR* , deviendrait 
dans  le  second  AD*,  et  par  conséquent  s’éloignerait  du  côté 
AB;  ce  qui  est  encore  absurde  d’après  ce  qui  précède  : donc 
la  résultante  ne  peut  être  que  AD. 

9*.  On  démontrerait  ensuite,  comme  dans  l’article  28, 
que  lorsque  les  composantes  P et  Q sont  représentées  en  in- 

Fig.  aO\j.  tensité  par  les  droites  AC  et  AB  ( fig  264  ) la  résultante 
doit  l'être  par  les  diagonales  AD. 

Démonstration  du paralUlogramme  deë  forces  de  M.  Poisson,, 
présentée  avec  quelques  modifications. 

Fig.  'j65.  Soient  deux  forces  égales  P et  P'  (fig.  265)  qui  sollicitent 
un  point  A,  et  sjt  l’angle  qu’elles  l'oriuent  entre  elles  : il  y a 
deux  choses  à déterminer  dans  ce  problème;  i“.  l’angle  que 
forme  la  résultante  avec  l’une  des  composantes;  2®.  l’inten- 
sité de  cette  résultante.  Nous  avons  vu,  art.  26,  que  cette 
résultante  passait  par  le  milieu  de  l’angle  des  forces  : ainsi 
il  ne  s’agit  ipie  d’en  trouver  l’intensité.  Or,  il  est  évident 
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<jue  la  résultante  dépendant  de  l'angle  x qu’elle  forme  avec 
l’une  des  composantes,  et  de  l’intensité  P de  cette  compo- 
sante, nous  avons 

R = F (P,  x). 

Représentons  (fig.  a65)  l’intensité  de  la  force  P par  AB,  F'g-’®- 
et  l’unité  de  force  Ab  par  / : si  / est  renfermé  un  certain 
nombre  de  fois  dans  AB , quatre  fois , par  exemple , nous 
aurons 

P = 

En  général  si  n exprime  le  facteur  entier,  fractionnaire 
ou  irrationnel,  qui,  multiplié  par/,  doit  reproduire  P, 
nous  aurons 

P = n/. 


La  question  est  de  trouver  la  longueur  inconnue  AR  de 
la  résultante,  et  par  conséquent  le  nombre  de  fois  que 
Ab  = l est  renfermé  dans  AR.  Soit  s ce  nombre , nous 
aurons  ’ 

' R = s/, 


on  tire  de  ces  équations, 


P ^ 

5"= 


ni 
si  ' 


ii.ai  "1 
}*iil  ne 


to  i tl  ii  't. 
M \U 


Si,  au  lieu  de  l=Ab,  on  prend  une  droite  arbitraire  p 
pour  unité  de  force,  et  qu’ou  repréeente  par  m le  nombre 
qui,  multiplié  par  p,  doit  reproduire  /,  nous  aurons 
/ = mp.  Substituant  cette  valeur  dans  l’équation  précé- 
dente , on  obtiendra , après  avoir  supprimé  les  facteurs 
communs , > ^ 

P 

R ~z' 


Ce  résultat  nous  montre  que  le  rapport  est  indépendant 
de  l’unité  de  force  représentée  par  p.  . . 
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Cela  posé,  R étant  une  fonction  de  P ét  de  x,  ordon-> 
nons  cette  fonction  par  rapport  aux  paissances  de  P , nous 
aurons 

R = A 4-  BP  + CP»  + DP3  -I-  etc. , 
divisant  par  P , il  viendra 

+ B + CP  + DP«  + etc., 

et  en  mettant  dans  le  second  membre  de  cette  équation  la 
valeur  de  P,  on  obtiendra 

R 4 

= B Cmnp  + Dm*n*p*  + etc. 

P rnnp 

R 

Or , P devant  être  indépendant  de  p , il  faut  que  les  termes 
affectés  de p s’évanouissent;  donc 


les  puissances  de  P étant  en  évidence  dans  le  dévelo])peuient 
de  R , il  s’ensuit  que  6 est  une  quantité  qui  ne  contient  pas  P : 
donc  P ne  peut  renfermer  que  x;  ainsi  nous  supposerons 

B = ^c, 

hypothèse  qui  n’empéche  pas  que  ^x  ne  soit  une  cons- 
tante, si  le  cas  l’exige  : cette  valeur  étant  mise  dans  l’équa- 
tion précédente , la  convertit  en 

R 

|7 

d’où  l’on  tire 

R = P^x (46a)- 

Occupons-nous  maintenant  à dcterniiner  la  forme  depx. 
Fig. a66.  Pour  cela,  regardons  P et  P'-  (fig.  266)  comme  les  résul- 
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tantes  de  quatre  forces  égales  Q,Q',  Q',  Q*  qui  forment 
chacune  un  angle  x avec  P ou  P',  nous  aurons 

QAQ'=2ï,  Q*AQ"  = 2s. 

Or,  par  la  même  raison  que  la  résultante  R des  forces 
égales  P et  P'  qui  forment  entre  elles  un  angle  2x,  est 
donnée  par  l’équation  (41>3)  i 1a  résultante  des  forces  égales 
Q et  Q',  qui  forment  entre  elles  un  angle  2%,  nous  sera 
donnée  par  l’équation 

P = Qp= C463). 

Les  forces  Q et  Q"  étant  aussi  égales  à Q , et  comprenant 
entre  elles  un  angle  t^AQ*  = QAP  -1-  PAP'  + P'AQ" 
= aj-f  2X  -|-  s = 2 (x+  c) , la  résultante  de  ces  forces  sera 
représentée  par 

Q?  (x  + z). 

De  même  les  forces  et  Q"  égales  à Q,  qui  forment  entre 
elles  un  angle  Q' AQ*  = PAP'  — PAQ'  — V AQ"  = 2X  — as 
= 2 (x  — s) , auront  pour  résultante 

Qp(x  — *). 

Nous  avons  vu,  art.  26,  que  lorsque  les  forces  étaient  • 
égales , leur  résultante  passait  par  le  milieu  de  l’ongle  de 
ces  forces;  il  suit  de  là  que  les  résultantes  des  forces  Q 
otQ*,  Q'  et  Q*  coïncideront;  par  conséquent  il  suflira  de 
les  ajouter  pour  former  la  résultante  totale  R;  nous  aurons 
donc 

R = Qp(x+.)-»-Q^(x-*) (464).  . 

» • 

Si  maintenant  nous  éliminons  P entre  les  équations  (462) 
et  (463)  , nous  trouverons  cette  autre  valeur  .de  la  ré- 
sultante, 

RzzrQ^z.px'.  ^ . 
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Substituant  celte  valeur  dans  l’équation  (4^4)  , et  divisant 
par  Q , facteur  commun , nous  obtiendrons 


9t.(px  = ip(x  + z)-i-<(i  (X  — s). 


Développant  le  second  membre  par  la  formule  de  Taylor 
{^Elémena  de  Calcul  différentielj  page  36),  on  obtient 


+ px- 


dx 


d*fix 

Z* 

d^fx  z'* 

d'^x 

z* 

dx‘ 

2 

^ dx'  2.3 

2.3.4 

d‘fx 

cp(px  z"* 

,d^<fx 

z* 

~dx'^ 

2 

dx'  2 . 3 

2.3.4 

-eic., 


• etc., 


et  en  réduisant,  on  trouve 


^z. 


d'^x  z' 


/ «f  (pi- 


d^<px  s* 
dx'  2.3-4 


Divisant  par  tpx , on  tire  de  cette  équation 

jt 


^z 


= ^( 


^ ^ d‘^x  Z*  ^ d^^x 

^xdx* ’>■  Çxdx':i.i.^ 


+ etc 


•> 


Or,  l’angle  z est  indépendant  de  l’angle  x des  forces  P 
et  P';  car  cet  angle  s peut  être  donné  arbitrairement , et  l’on 
conçoit  qu’il  peut  exister  deux  forces  égales  Q et  Q',  qui 
formant  cbacune  avec  P un  angle  z,  produiront  ensemble 
le  même  effet  que  P.  A la  vérité  l’intensité  Q,  nécessaire 
pour  produire  cet  effet,  ne  sera  pas  connue;  mais  nous 
n’avons  pas  besoin  ici  de  la  connaître  : s pouvant  donc 
être  pris  à volonté , est  indépendant  de  l’angle  x qui  ré- 
sulte nécessairement  des  directions  données  des  forces  ; 
d’où  il  suit  que  ^z  est  une  quantité  indépendaatd  de  zr  ; 
car  si  z était  égal  à une  fonction  de  x que  je  représen- 
terai par  X,  alors  ^z  deviendrait  , et  par  conséquent 
dépendrait  de  x. 

&-la  posé , le  développement  de  çz  se  trouvant  ordonné 
par  rapport  aux  pui.s.sances  de  z,  les  coefficiens  qui  y entrent 
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ne  peuvent,  par  cela  même,  renfermer  que  den  x et  de* 
constantes.  Or,  nous  venons  de  prouver  que  dans  le  dé- 
veloppement de  pt,  il  n’entrait  aucun  terme  en  x]  donc 
ces  coeiHciens  sont  constans , et  nous  avons 


d‘px  J d*px 

pxdx*  ’ fxdx* 


c,  eto. 


La  première  équation  nous  donne 
d'px  , 


^ 1 

f 


différentiant  deux  fois  de  suite  cette  équation  , et  divi~ 
sant  par  dx*,  on  en  déduit 

d*px 

IF  ' 


‘ le  second  membre  de  cette  équation  se  réduit , au  mojen 
de  la  précédente,  à b'px\  donc 


pxdx'  ' 

déterminant  de  même  les  autres  constantes,  on  en  mettra 
les  valeurs  dans  le  dévelop[>ement  de  pt,  et  l’on  obtiendra 

/ , é«*  I b'x^  , A’a®  , \ 

?*=>0+T+r37^+o:4r5:B+*‘"> 

Si  l’on  fait  b = — a*,  on  trouvera 

/ o*a*  , o'a*  n®s®  , \ 

‘ ’ V — r + ro  - rjTsTê + > 


pz: 


celte  valeur  de  pz  est  précisément  le  développement  de 
2 cosas,  ainsi  qu’on  peut  le  vérifier  en  réduisant  en  série 
a cos  as  par  la  formule  de  Maclanrin  {ÈUmena  dt  Calcul 
différenüelj  page  2i);  donc 

Elim,  dt  Mécanique.  29 

\ 
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^s=:  2 COS  as  ; 

changeant  2 en  x dans  cette  équation , on  a 
çx  = 2 co  s ax  ; 

substituant  cette  valeur  dans  celle  de  R,  on  obtient  ennn 
R = 2P  cos  ax. ..  (465). 

Pour  déterminer  la  constante  a,  soit  2x  =200°:  alors  P 
et  P'  se  trouvent  directement  opposés;  et  comme  ces  forces 
sont  égales,  elles  se  font  équilibre;  la  résultante  est  donc 
nulle  dans  ce  cas , et  l’on  a 

2P  cos  (a  X 100)  = o, 

et  en  supprimant  le  facteur  2P,  il  reste 

cos  (a  X 100)  = O. 

. Or,  le  cosinus  qui  est  nul  ne  peut  appartenir  qu’à  l’un  * 
Fig.t6g.  de  ces  arcs  (6g.  i6g), 

B£,  BEAF,  BEAFBE,  etc.; 

c’est-à'dire  à l’un  des  suivans , 

100,  3.100,  5.100,  etc.; 

' donc  a ne  peut  être  qu’un  nombre  impair. 

Je  dis  maintenant  que  a = i ; car  aucune  antre  hypo- 
thèse de  nombre  Impair  ne  peut  subsister.  Par  exemple, 
si  l’on  faisait  a = 3 , comme  x est  arbitraire,  ou  pourrait 
supposer 

100 
* T’ 

et  l’angle  zx  des  forces  deviendrait 
2.100  2 
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CCS  forces  formant  alors  un  angle  moindre  que  aoo°,  au- 
raient une  résultante;  car  il  faudrait  que  leurs  directions 
se  confondissent  pour  qu’il  n’y  en  eût  pas. 

D’une  autre  part,  l’hypothèse  de  o = 3 et  de  * = 
change  l’équation  (465)  en 

R = aP  cos  loo, 

et,  en  observant  que  le  cosinus  de  100°  est  nul,  celte 
équation  se  réduit  à 

R = o , 

résultat  qui  est  en  contradiction  avec  le  précédent , car 
nous  avons  vu  que,  dans  cette  hypothèse,  les  forces  au- 
raient une  résultante;  donc,  puisqu’on  ne  peut,  sans  ab- 
surdité, prendre  pour  le  nombre  impair  a une  autre  va- 
leur que  l’unité,  concluons  que  a = 1 , et  que  l’on  a 


R = aP  cos  X. 

Si  l’on  construit  maintenant  la  losange  BAB'D  (fig.  367),  Fig. 967. 
le  cûté  âB  étant  représenté  par  P,  et  l’angle  BOA  par  x, 
on  a évidemment 

AO  = P cos*; 

donc 

aAO  ou  AD  = aP  cos  *. 

Il  est  facile  maintenant  de  démontrer  que  la  proposition 
est  vraie,  lorsque  les  forces  P et  P'  sont  inégales  et  rec- 
tangulaires. En  effet , ayant  achevé]  le  parallélogramme 
PAP'D  ( fig.  268  y,  on  mènera  la  parallèle  EF  à la  dia-  Fig.aSS. 
gonale  PP*,  et  les  parallèles  PE , H'F  à la  diagonale  AD. 

Cela  posé,  les  diagonales  PP'  et  AD  se  coupant  en  quatre 
parties  égales  au  point  O,  on  aura 


r _ : ;Goo<^le 


AO  = OP. 
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D’une  autre  part,  les  droites  OP  et  EA  étant  égaies  comme 
parallèles  comprises  entre  parallèles,  il  s’ensuit  qu’on  a 

AO  = EA  : 

le  parallélogramme  EAOP  est  donc  une  losange  qui  a AP 
pour  diagonale  ; par  conséquent  , en  rertu  du  théorème 
précédent,  on  peut  substituer  à la  force  AP  les  deux  forces 
égales  AE  et  AO. 

On  prouverait  de  même  qu’on  peut  remplacer  AP'  par 
les  forces  égales  AO  et  AF;  donc,  au  lieu  du  système  des 
forces  AP  et  AP',  on  peut  mettre  celui  des  forces  2AO  , 
A£  et  AF;  ces  deux  dernières  forces  se  détruisent  comme 
directement  opposées  et  égales  chacune  à la  moitié  de  PP. 
Ainsi,  il  ne  reste  plus  que  2AO  pour  la  résultante  de  AP 
et  de  AP'.  Or, 

2A0  = A0  +0D  = AD; 

donc  la  résultante  des  forces  AP  et  AP  peut  être  repré- 
sentée par  la  diagonale  du  parallélogramme  PAPD. 

Dans  le  cas  oit  les  forces  sont  inhales,  mais  non  rec- 
tangulaires, la  proposition  est  encore  vraie;  car  soient  AP 
Fig. *69.  et  AP  (fig.  269)  ces  deux  forces,  on  substituera  à AP  les 
deux  composantes  rectangulaires  AC  et  AD;  alors  le  sys- 
tème des  forces  AP  et  AP'  sera  le  même  que  celui  des  forces 
AD  -4-  AP  -F  AC.  Or , AD  étant  égal  à PF,  on  peut  mettre 
AF  à la  place  de  AD  -f-  AP,  et  il  ne  s’agira  plus  que  de 
déterminer  la  résultante  des  forces  AF  et  AC.  Cette  résul- 
tante , d’après  ce  qui  précède , est  évidemment  AE  ; et 
comme  A£  est  la  diagonale  du  parallélogramme  AP£P', 
il  s’ensuit  que  la  proposition  est  vraie  quel  que  soit  l’angle 
des  forces. 
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' ' NOTE  DEUXIÈ.ME,  page  ai. 

Démonstration  dont  le  but  est  de  prouver  que  la 
somme  des  carrés  du  sinus  et  du  cosinus  est 
égale  à l’unité. 

On  parTiendraît  encore  à démontrer  de  la  manière  sui- 
vante , que  la  somme  des  carrés  des  cosinus  des  angles 
formés  par  les  composantes,  est  égale  à l’unité.  Soit  p 
l’angle  UAC  formé  par  la  droite  AD  (fig.  ag)  avec  sa  projeo-  Fig.  99. 
tibn  AC  sur  le  plan  xky , et  fl  l’angle  BAC  que  cette  projec- 
tion fait  avec  l’axe  Ax;  les  triangles  ABC , ADC , rectangles 
en  C , nous  donnent 

AB  = AC  cos  fl  , BC  = AC  sin  fl  , 

AC  = AD  cos  P,  DC  = AD  sia  f. 

On  tire  des  trois  premières  de  ces  quatre  équations, 

A B = AD  cos  P cos  fl , BC  = AD  cos  p sin  fl. 

Substituant  ces  valeurs  et  celles  de  DC  dans  les  équations 
(7)  c*  C^),  page  ai,  et  supprimant  le  fadeur  commun,  il 
restera 

cos  m = cos  P cos  fl , cos  C = cos  P sin  fl  , cos  y = sin  p. 

Ces  équations,  élevées  au  carré  et  réduites,  reproduisent 
l’équation  (8). 

NOTE  TROISIÈME,  page 

T 

Nouveau  procédé  pour  déterminer  les  équations  de 
la  résultante  des  forces  appliquées  à un  point. 

Voici  un  moyen  très  simple  de  trouver  les  équations  de 
. la  résultante.  On  sait  qu’une  droite  dans  l’espace,  assujettie 
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à passer  par  un  point  dont  les  coordonnées  sont  J,  y%  s', 
a pour  équations 

s— /=sA(*  — *'),  * — s'  = B(j^~y)...  (466). 

Supposons  que  les  coordonnées  des  points  extrêmes  de  la 
droite  qui  représente  en  intensité  la  résultante,  soient  re»* 
pectivement  x,  y',  d et  x , y’,  les  équations  (466) 
nous  donneront 

«"-*'=  A (*•-*'),  s'-s'  = B(j.*-y); 

•d’oi  l’on  tirera  ' 


B: 


(46?). 


y —y 

Or,  il  est  évident  que  les  dificrences  x’  — y“  — y' , 
g"  — d des  coordonnées  des  points  extrêmes  de  la  résul- 
tante ne  sont  autre  chose  que  les  projections  X , T et  Z 
de  cette  droite  sur  les  axes  des  x,  des  y et  des  z;  par  con- 
séquent les  équations  (467)  peuvent  s’écrire  ainsi , 


A = : 


B = 


Z 


X’ Y’ 

substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (466),  on  aura 


s 


ai 

le 

ce 

« 

fs 

ui 

tè 

e 

le 

s 

cl 

a 

l 

1 

r 

1 

I 


NOTE  QUATRIÈME,  page  5a. 

Réflexions  sur  les  équations  d’équilibre. 

Les  équations  (Sa) , (53)  et  (54) , page  5a  , nous  of- 
frent des  conséquences  remarquables.  En  considérant  d’a- 
bord les  deux  premières,  on  reconnaît  celles  que'  nous 
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avons  troavc  être  nécessaires,  art.  4®  4^»  pour  <iue 

les  forces  soient  en  équilibre  autour  d’un  point  fiie;  c^est 
ce  qui  résulte  iaimédiatemeut  de  la  théorie  que  nous  avons 
exposée;  car  en  supposant  que  l’équation  (54)  soit  satis- 
faite , les  forces  du  système  concourent  nécessairement  en 
un  point,  et  si  l’on  transporte  toutes  les  forces  du  sys- 
tème en  ce  point , on  pourra  les  décomposer  en  deux 
groupes  de  forces,  les  unes  parallèles  à l’axe  des  x,  et 
les  autres  parallèles  è l’axe  des  y.  Ces  nouvelles  compo- 
santes auront  les  mêmes  intensités  que  lorsque  les  forces 
étaient  appliquées  en  dÜTérens  points,  parce  que  ces  forces 
ayant  été  transportées  parallèlement  à elles-mêmes,  art.  9a, 
les  parallélogrammes  n’ont  pas  changé.  Il  suit  de  là  que  si 
la  somme  des  composantes  parallèles  à chacun  des  axes  est 
nulle,  le  point  de  concours  qui  est  sur  la  résultante  ne 
pourra  se  mouvoir  dans  aucun  sens;  car  s’il  avait  cette 
faculté,  le  système  des  forces  aurait  une  résultante,  et  cette 
résultante  serait  décomposahie  en  deux  forces  X et  Y,  pa- 
rallèles aux  axes  coordonnés;  or,  par  la  nature  des  équa- 
tions (52)  et  (53),  les  composantes  parallèles  aux  axes 
coordonnés  étant  nulles,  nous  tomlx;rions  dans  une  con- 
tradiction. 

Lorsque  l’équation  (54)  n’est  pas  satisfaite , les  équa- 
tions (52)  et  (53)  ne  suffisent  pas  pour, obtenir  l’équi- 
libre. £11  effet,  soit  R la  résultante  de  toutes  les  forces, 
hors  P et  P’;  ayant  réduit  le  système  aux  trois  forces  P, 

P' et  11,  CCS  forces  ne  (lourront  concourir  en  un  point , 
parce  que  l’équation  (54)  n’est  pas  satisfaite;  par  consé- 
quent le  point  de  concours  Û ( fig.  270)  des  forces  P et  fi;. 271 
P'  ne  sera  pas  le  même  que  le  point  d’application  A de 
la  force  R.  Nommons  R'  la  résultante  des  forces  P et  P'; 
et  supposons  que  R et  R'  forment  respectivement  avec 
les  axes  coordonnés  des  angles  a , ê , et  a',  b',  nous  au- 
rons 
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R'  cos  a'  = P C05  • + F cos 
R'  cos  i'.=3  P cos  -f-  F cos  C, 

U cos  a s=Fco$«'+ P*cos  «*-f- etc., 

R cos  b s=FcosC*+  P* cos  5"+  etc. 

Au  moyen  de  ces  valeurs  les  équations  (5a)  et  (53)  de- 
viendront 

R cos  a = — R^  cos  a' , 

R cos  5 = — R'  cos  b'. 

composantes  étant  égales  et  de  signes  contraires , il 
suit  de  là  que  si  R cos  <i  et  R cos  b sont  représentés  par 
les  droites  AC  et  AD,  les  deux  autres  composantes  1c 
seront  par  les  droites  RE  et  BF,  respectivement  égales  à 
AC  et  à AD;  par  conséquent  les  rectangles  CD  et  EF  se- 
ront égaux.  D’où  il  résulte  que  les  forces  R et  R'  repré- 
sentées par  les  diagonales  de  ces  rectangles,  seront  égales 
et  parallèles.  Ainsi,  en  supposant  que  les  forces  R et  R' 
agissent  par  pulsion , la  force  R traiis|>ortera  le  point  A 
en  A',  tandis  que  R'  transportera  le  point  B en  B'  ; et 
comme , d’après  ce  qui  précède , ces  forces  ont  la  même 
intensité  , les  points  A et  B parcourront  des  chemins 
égaux;  de  sorte  que  l’efiFet  de  ces  forces  sera  de  faire 
prendre  à la  droite  AB,  la  position  A'B',  et  par  consé- 
quent lui  imprimera  un  mouvement  de  rotation  autour 
tlu  point  O. 

On  a donné  aux  équations 

2Pcos«  = o et  sPcos>=:o, 

le  nom  tYéquations  d’équilibre  de  translaliorij  et  à l’é- 
quation 

ïPy>=  O, 

celui  à' équation  d’équilibre  de  rotation. 
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NOTE  aNQÜlÈAIE,  page  76, 

Manière  de  réduire  toutes  les  forces  situées  dans 
le  plan  des  x , y ^ à deux  résultantes.  ' 

Voici  de  quelle  manière  on  peut  exécuter  celte  opéra- 
tion. On  réduira  d’abord,  art.  1 14>  toute  les  forces  situées 
dans  le  plan  des  x , y*  deux  résultantes  MA  et  NB  (fig. 
égales  et  dirigées  en  sens  contraires;  on  en  fera  autant 
à l’égard  des  forces  parallèles  à l’axe  des  s,  et  il  ne  s’agira 
plus  que  de  composer,  deux  à deux,  les  quatre  résultantes 
qu’on  aura  ainsi  obtenues. 

Pour  cela,  soient  P et  Q les  point.s  où  les  deux  résul- 
tantes parallèles  à l’axe  des x rencontrent  le  plan  des  x,  y\ 
il  faudra  faire  en  sorte  qu’en  changeant  les  directions  de 
MA  et  de  NB,  ces  forces  passent  ]>ar  les  points  P et  Q.  On 
parviendra  à ce  but  par  la  construction  suivante  : Sur  le 
prolongement  de  PM  , on  formera  le  parallélogramme 
AMIJC , et  en  prenant  N£  = MD,  on  formera  le  second 
parallélogramme  BNEF  : alors  on  pourra  substituer  au 
système  des  forces  MA  et  NB  celui  des  forces'  MA,  NB, 
MD  et  NE,  parce  que  ces  dernières,  directement  oppo- 
sées , se  détruisent.  Remplaçant  ces  quatre  forces  par  les 
diagonales  MC  et  NF,  ces  diagonales,  d’après  notre  cons- 
truction, seront  égales  et  dirigées  en  sens  contraires;  et 
comme  alors  la  direction  de  MC  passera  par  le  point  P , 
on  y transportera  le  point  d’applicatibn  M de  cette  force. 
Par  le  même  procédé,  on  changera  la  direction  de  NF,  et 
l’on  transportera  le  point  d’application  de  bette  force  au 
point  Q.  De  cette  manière , le  ^stème  des  forces  situées 
dans  le  plan  des  x , y',  se  réduira  à deux  forces  égales  di- 
rigées en  sens  contraires , qui  rencontreront  aux  points 
P et  Q les  forces  de  même  gom-e  PZ'  et  QZ*,  parallèles  à 
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l’axe  des  z;  par  conséquent  la  résultante  des  deux  forces 
situées  au  point  P,  sera  égale  à la  résultante  des  forces  si- 
, tuées  en  Q,  et  agira  en  sens  contraire. 


NOTE  SIXIEME,  page  76. 

Démonstration  qui  tend  à prouver  que  la  projeo- 
tion  dune  aire  sur  un  plan  est  égale  au  pixHÎuit 
de  cette  aire  par  le  cosinus  de  C inclinaison. 

On  pourrait  démontrer  cette  proposition  par  la  simple 
considération  des  triangles  rectangles , en  prouvant  que 
toute  ordonnée  qui , dans  la  projection  , serait  perpendi- 
culaire k la  commune  section  du  pian  de  projection  et 
de  la  surface  plane  projetée  est  égaie  à l’ordonnée  corres- 
pondante de  celte  surface , multipliée  par  le  cosinus  de 
l’inclinaison,  mais  nous  ne  nous  y arrêterons  pas:  nous 
préférons  démontrer  ce  théorème  en  faisant  voir  que  si 
l'on  décompose  la  surface  projetée  en  triangles , chaque 
triangle,  multiplié  par  le  cosinus  de  l’inclinaison  des  plans, 
sera  égal  au  triangle  de  projection.  Pour  le  prouver,  soit 
Fig.a^a.  A.BC  (Cg.  272)  l’un  de  ces  triangles;  sa  projection  DEF  est 
détermipée  par  les  pieds  des  perpendiculaires  AD,  B£  , 
CF  qui  sont  abaissées  dessus. 

Cette  projection  DEF  peut  être  r^ardée  comme  la  hase 
d’un  prisme  triangulaire  tronqué,  dont  AD,  DE  et  CF  se- 
raient les  trois  arêtes.  Or  on  sait , par  la  Géométrie,  que  le 
volume  de  ce  prisme  est  égal  au  produit  de  l'aire  de  la 
hase  par  le  tiers  de  la  somme  des  trois  perpendiculaires 
abaissées  des  sommets  A,  B et  C sur  cette  base;  ces  per- 
pendiculaires n’étant  autre  cliose  que  les  trois  arêtes  AD  , 
DE  et  CF,  lu  volume  de  notre  prisme  aura  pour  expression 
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aire  DEF  X j (AD  + BE  + CF) . . . (468). 

Mais,  en  posant  le  prisme  sur  le  triangle  ABC,  ce  triangle 
en  deviendra  la  nouvelle  base,  et  le  prisme  aura  pour  me- 
sure le  produit  de  ABC  par  le  tiers  de  la  somme  des  trois 
perpendiculaires  Dû?,  E(f,  F/  menées  des  extrémités  D,  E, 
F sur  le  plan  ABC;  de  sorte  que  la  solidité  de  notre  prisme 
tronqué  aura  encore  pour  expression 

aire  ABC  X 3 (Dt^  -J-  E<  -1-  F/) . . . (4^)* 

Cela  posé,  les  droites  De?,  Es,  Frétant  perpendiculaires 
au  plan  ACB  sont  parallèles,  et  font  les  mêmes  angles  avec 
les  anciennes  arêtes.  Or,  AD  et  Dd  étant  deux  droites  per- 
pendiculaires-aux  plans  DEF  et  ABC,  mesurent  l’angle 
d’inclinaison  de  ces  plan^;  nommons  ç cet  angle  d’incli- 
naison, nous  aurons  donc 

angle  ADd  = ç ; 

par  conséquent  le  triangle  ADd  rectangle  en  d,  nous 
donnera 

Dd  = AD  cos  ÿ. 

On  prouverait  de  même  qu’on  a ‘ 

Ee  = BE  cos  p , F/‘=  CF  cos  p ; 

substituant  ces  valeurs  dans  l’expression  (469),  on  ob- 
tiendra 

aire  ABC  X 3 (AD  -i-  BE  -f-  CF)  cos  pf 

et  comme  cette  expression  du  volume  du  prisme  est  égale 
à celle  qui  est  désignée  par  (468),  nous  trouverons  enfin,  en 
les  égalant  et  en  supprimant  le  facteur  commun  , 

aire  DEF  = aire  ABC  cos  p , 

ce  qui  démontre  notre  proposition. 
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^OTE  SEPTIÈME , page  76.  ‘ 

Sur  la  mesure  de  Cangle  formé  par  deux 
plans. 

Voici  de  quelle  manière  on  pourrait  démontrer  que 
l’angle  formé  par  deux,  plans  sc  mesure  par  l’angle  coiu- 
pris  entre  deux  perpendiculaires  menées  d’uii  même  point 
Fig.aaS.  C ( fig.  7a  ) à chacun  de  ces  plans  : Ayant  mené  d’un 
même  point  C les  deux  perpendiculaires  CR  et  CH  aux 
plans  MF  et  EN,  nous  pourrons,  d’après  les  principes  de 
la  Géométrie , faire  passer  un  plan  KCH  par  ces  deux 
droites.  Ce  plan,  à cause  des  perpendiculaires  qu’il  ren- 
ferme, sera  perpendiculaire  à chacun  des  plans  MF,  EN; 
il  le  sera  donc  k leur  commune  section  EF.  Réciproque- 
ment, EF  doit  être  perpendiculaire  aux  intersection* 
KD,  DH,  formées  par  le  plan  KCH;  donc  l’angle  KDH 
mesure  l’inclinaison  des  plans  MF  et  EN.  Cela  posé,  la 
somme  des  angles  du  quadrilatère  CKDH  ralant  quatre 
angles  droits , si  l’on  en  retranche  les  angles  R et  H qui 
sont  droits  par  hypothèse,  il  restera  , 

KOll  -f-  KCH  =£  deux  angles  droits  ; 

mais  ACK  -f-  KCH  équivaut  aussi  à deux  angles  droiU.' 
Retranchant  la  partie  commune  KCH , il  reste 

ACK  = KDH; 

et  comme  KDH  mesure  l’angle  des  deux  plans , il  en 
doit  être  de  même  de  l'angle  ACK  formé  par  les  deux  per- 
pendiculaiies. 
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NOTE  HUITIÈME,  page  I a3. 

Observations  sur  le  levier. 


Noos  aTons  dit,  art.  225,  que  si  la  puissance  P (llg.  1 15)  Fig.  ii5. 
était  dirigée  en  sens  contraire  de  la  résultante,  la  charge 
du  point  d’appui  serait  P-f-S— P'.  Si  Pon  en  avait  quelque 
doute,  soit  H la  résultante  de  P+  S;  le  sjstëme  des  forces 
sera  remplacé  par  celui  de  la  figure  2^3.  Le  point  d’appui  Fig. 973. 
étant  pressé  par  CB,  fait  résistance  à ce  levier;  par  con- 
séquent C a l’efiet  d’une  force  qui  agirait  suivant  CL.  Soit 
L cette  force,  nous  aurons 


donc 


L + P'=R; 

L = R — P': 


mettant  pour  R sa  valeur  P-f-S , il  viendra 
L = P -I-  S - P'. 

Or,  il  est  évident  que  la  force  L,  qui  tend  à enlrainer  le 
point  C,  a la  même  intensité  que  la  force  qui  pousse  le  It^ 
vier  contre  le  point  d’appui;  par  conséquent  l’intensité  de 
L mesure  la  pression  que  supporte  le  point  d’appui. 


NOTE  NEUVIÈME , page  194. 

Sur  les  composantes  de  la  vitesse. 

La  vitesse  étant  représentée  par  la  droite  mm'  (Cg.  274),  Fig.  174. 
si  l'on  abaisse  des  extrémités  m et  /»'  les  perpendiculaire.-^ 
mn  et  m'n  sur  l’axe  des  x,  il  est  possible  que  ces  perpen- 
diculaires ne  soient  plus  parallèles;  mais  cette  circonstance 
n’eni  pèche  pas  que  l’on  n’ait  encore 

nn'  — mm'  cos  «.  ' 


I 
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Voici  de  quelle  manière  je  le  démontre  : Je  fais  passer 
par  les  points  n et  n'  les  plans  KL  et  K'L',  perpendi- 
culaires à nn'  : alors  toutes  les  perpendiculaires  menées 
aux  points  n et  n de  l’axe  des  x,  doivent  se  trouver 
dans  ces  plans  ; donc  les  perpendiculaires  mn  et  mn!  j 
seront  renfermées.  Cela  posé,  si  par  le  point  m nous  menons 
jusqu’à  la  rencontre  du  plan  K'L',  une  parallèle  mo  à l’axe 
des  X,  les  droites  mo  et  nn  seront  égales  comme  parai-  , 
lèlcs  interceptées  par  des  plans  parallèles , et  le  triangle 
mtno  sera  rectangle  en  o,  parce  que  mo  étaut  perpen- 
diculaire au  plan  K'L',  devra  l’étre  à toute  droite  tracée 
dans  ce  plan  par  le  point  o.  11  suit  de  là  qp’on  a > . 

mo  = mm'  cos  mmo  ; 

or,  l’angle  m'mo  étant  égal  à a,  cette  équation  devient 
jno  = mm  cos  • ', 

et  comme  nous  avons  vu  que  mo  était  égal  à nn,  nous 
avons  donc  aussi 

nn'  = mm'  cos  ot. 


NOTE  DIXIÈME,  pge  278. 

Sur  l’intégration  dune  fonction  radicale  et 
exponentielle. 

Pour  obtenir  l’intégrale  du  premier  membre  de  l’équa- 
tion (3o5),  j’intègre  par  parties,  ce  qui  me  donne  < 

(470). 

D’une  autre  part , je  multiplie  et  divise  dp  ^ i p*  par 
y/ 1 -j-  p‘,  et  j’obtiens  l’équation  identique 
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dp  V I +/>*  = — 4- 
K > + P‘ 

et  en  intégrant,  je  trouve 


P*dp 

v/t+7*’ 


(4,0. 


Ajoutant  cette  équation  à l'équation  (470j>  et  divisant 
par  a,  j’ai  ce  résultat  ’ • 

fdpV/T+y  = ipV^i+P  + i r—^=...  (472). 
J ^ yi+p' 

Pour  intégrer  — -=~= , je  fais  ' 

V«+P* 


y'î+p*=p-i-z; 

d’où  je  déduis  

— P = *5 

difierentiant  et  réduisant  au  même  dénominateur,  je  trouve 


p=dz-,  . 
d% 

T’ 

intégrant,  j’ai 

Ç 77==  = — log  a = — log  (Vi+p*— /»). 

J yi  +/>• 

Cette  intégrale  peut  se  mettre  sous  une  autre  forme;  car 
l’équation  identique  i + p*  — p*  — i,  décomposée  en  fac- 
teurs, nous  donne 

(V^7+p— /’)(/\+P*  + P)====.iv 

on  tire  de  cette  équation , ’ .-=  ■* 


|>ar  conséquent 


V i/r+7  J 


dp 


t 
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V'  ' 


V > +/>“+/» 


An  mojen  de  cette  râleur  » l’intégrale  qne  nous  renonr 
d’obtenir  dericnt 


V^i+p’  V^+p*  + p 


A 

et  l’équation  (47^)  peut  être  changée  en 

Jdp  y'  1 +/>■  = ip  v/ 1 +p»+  iiog(|/ 1 +p*+p>. 

A l’egard  de  l’intégrale  du  second  membre  de  l’équation 
(3o5),  i’obserre  que  puisqu’on  a en  général 

r=  «-“*  aJx , 


on  trouve 


/' 


e^dx  = —: 


comparant  k cette  formule,  on  obtient 


/• 


'*■'  du  — . • 


On  parriendrait  encore  plus  promptement  à trouver 
l’intégrale  qui  entre  dans  le  second  membre  de  l’équation 
(473}, en  opérant  de  la  manière  suivante:  on  mudiiplicrait 

^P 

V/i+p' 

sant , 

+ f/p. 


^ par  p-f-\/ 1 + P*,  ce  qui  donnerait,  en  rédiii- 
pdp 


l/l  + P* 

Mais  pobr  détruire  l’eiTet  de  cette  multiplication,  on  di- 
viserait ce  résultat  par  p -f-  1 -f- p*,  et  l’on  oblicndraH 

une  fraction  dans  laquelle  le  numérateur  serait  la  difl'é- 
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rentielle  do  dénominateur  p+|/i  +/>*;  par  conséquent 

on  Terrait  que  l’expression  ■ ■ y-  -P — a pour  intégrale 

K I + ”• 


log  I + P*)  , Talcnr  qu’on  substituerait  dans  l’é- 

quation (2^o). 

NOTE  ONZIÈME,  page  287. 

Démonstration  pour  prouver  que  les  masses  sont 
en  raison  inverse  des  vitesses. 

En  général,  supposons  que  l’on  ait 

M : M'  ::  P : y ; 

on  représentera  par  m l’unité  de  masse , et  par  V,  V'  et  v 
les  Titesses  respectires  qui  animent  les  masses  M,  M'et  m, 
et  l’on  aura 

M ; n»  : : S'  : V , M'  ; m : : ^ ; v'; 

d’où  l’on  tirera 

M : M'  V'  : v. 

Mais  si  les  masses  M et  M'  sont  incommensurables,  re- 
présentons par  m une  masse  très  petite  qui  ne  soit  pas 
contenue  un  nombre  juste  de  fois  dans  les  masses  M et  M', 
et  appelons  p et  jp  les  qootiens  de  M et  de  M' par  m , et 

^ , y \es  restes,  nous  trouverons 

< 

M sspm 

et  ' 

M'=gm  + r. 

Nommons  Y et  V'  les  vitesses  qui  animent  les  masses  pm  et 
qm,  on  aura,  dans  le  cas  où  elles  se  font  équilibre, 

V : V'  ::  qm  : pm. 

Or,  plus  m sera  petit,  plus  / et  le  seront;  de  sorte 
EUm.dt  Micaniqu*.  3» 
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qu’en  regardant  t et  i''  coiuiiie  au-dessout  de  toute  quan- 
tité donnée,  on  pourra  mettre  M et  M'  à la  place  de pm 
et  de  qm  ; ce  qui  donnera 

V ; V'  M'  : m. 

NOTE  DOUZIÈME,  page  3i5. 

Vétermxnation  des  momens  ditiertie  des  surfaces 
et  des  vobtmes. 

La  détermination  des  momens  d’inertie  devant  s’appli- 
quer à des  corps  plutôt  qu’À  des  lignes  et  à des  surfaces, 
qui  ne  sont  que  des  abstractions,  proposons-nous  de  trou- 
ver le  moment  d’inertie  d’un  corps  terminé  par  une  sur- 
face dont  i’équalion  serait  donnée  Mais  avant  que  de  ré- 
soudre cc  problème , nous  allons  nous  occuper  du  suivant , 
qui  servira  à en  faciliter  la  solution. 

Troiu-er  le  momertl  d‘in«rtU  d"un€  surface  plane  BAC 
Fig.  175.  (Cg-  275)  comprise  entre  les  axes  rectangulaires  Ax  et 
Aj,  dont  le  plan  serait  perpendiculaire  à l'axe  fixe  Az 
mené  par  l’origine. 

Pour  cet  effet,  soit  M/>  une  tranche  élémentaire  paral- 
lèle à Taxe  des  y\  nous  pourrons  regarder  cette  tranche 
comme  un  assemblage  de  petits  élémens  rectangulaires  posés 
les  uns  sur  les  autres.  Représentons  par  Am  l’un  de  œs 
élémens,  et  par  mA  sa  distance  à l’axe  fixe^  le  moment 
d’inertie  de  dm  sera  évidemment 
--  — 

Km  X dm , 

et  ën  remplaçant  dm  par  drdjr,  et  Km  par  x* -j-  y', 
nous  aurons  pour  le  moment  d’inertie  de  dm,- 

(x* . . (4:3). 

Soit  dm'  un  second  élément  qui  reposerait  sut  dm,  et  qui 
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eorretpumlant  à la  même  absci&ae,  aurait  y'  pour  ordou''- 
née;  le  moment  d’inertie  de  dm  serait 

(»*  4"  y*)  • 

En  ('éiiéral , soient  y,  j/,  y*,'  etc. , les  ordonnées  suo- 
cessivcs  d’une  suite  d’élémens  qui  reposeraient  les  uns  sur 
les  autres,  et  qui  correspondraient  à la  même  abscisse;  la 
somme  des  momens  d’inertie  de  ces  éléiqens  sera.e:iprimée 
par 

(*•  +J'*)  dxdy  (*■  dxdy  (jc*  dxdj’ 

. + (**  •¥y‘  yd^dy" etc.; 

X et  dx  étant  les  mêmes  dans  cette  suite  de  toxmes,  on 
peut  l’écrire  de  cette  manière, 

x*rfx  {dy  -f-  dy'  + d\'  + dy"  ■+■  etc.) 

+ dx  (y*dy  + y’dy'  + y"*dy‘  + y’*dy"  •+■  ato.) 

Ces  expressions  reviennent  évidemment  è 

x'dxfdy  + dxjly'dy...  (474), 

et  n’expriment  autre  chose  que  l’expression  (473),  qu'on 
intégrerait  en  y regardant  x et  dx  comme  des  constantes. 
En  efièctuant  les  intégrations  indiquées,  on  trouve 

j^dx.y  + dx.Y' 

Cette, expression , prise  entre  les  limites  y=o  et  j'=PM, 
donnera  pour  le  moment  d’inertie  de  la  tranche  élémrar 
taire  Mp , 

x'dx  X PM  + </*•  X . (475). 

Considérant  maintenant  la  surlace  ABC  comme  composée 
de  tranches  élémentaires  parallèles  è l’ordonnée  PM  ; lors- 
qn’on  passera  de  l’une  de  ces  tranches  à l’autre,  l’ordonnée 
PM  qui  entre  dans  l’expression  ( 475  ) , variera  en  raisqn, 
de  la  valeur  qu’on  donnera  à «;  par  conséquent  on  devra 

3o. . 
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regarder  PM  comme  nne  fonction  de  x : cette  fonction  sera 
donnée  par  l’équation  de  la  courbe.  Ainsi , en  supposant 
que  cette  équation  soit  représentée  par 


y—fx. 


il  faudra , dans  l’expression  (47^) , changer  PM  en  fx , 
et  nous  aurons  pour  le  moment  d’inertie  de  l’élément  de 
la  surface  plane  AJBC, 


jfdx.fx  -|- 


dx  {fxY 
3 


Cette  expression  étant  intégrée  entre  les  limites  « = o et 
X — AB , nous  donnera  le  moment  d’inertie  de  la  surface 
plane  ABC 

Si  la  courbe,  au  lieu  d’étre  renfermée  dans  l’angle  y lue, 
a’étendait  dans  les  autres  angles  foraiés  par  le  prolongement 
des  axes  coordonnés , le  moment  d’inertie  de  l’aire  de  cette 
courbe  se  déterminerait  de  la  même  manière,  mojennant 
que  les  intégrales  fussent  prises  entre  les  limites  conre- 
nables. 

La  même  marche  que  nous  axons  employée  pour  déter- 
miner le  moment  d’inertie  d’une  surface  courbe  donnée  par 
une  équation , peut  être  suivie  lorsqu’on  veut  obtenir  le 
moment  d’inertie  d’un  volume  terminé  par  une  surface 
courbe  dont  l’équation  serait  donnée. 

Fig  »/®»  effet,  soit  ABCD  (fig.  376)  un  solide  compris  entre 
trois  plans  rectangulaires  coordonnés  et  nne  surface  courbe. 
Représentons  l’équation  de  cette  surface  par 


f(,x,  y,  z)=zo...  (476); 


on  regardera  le  solide  comme  composé  de  parallélépipèdes 
élémentaires  posés  les  uns  sur  les  autres;  le  moment  d’i- 
pertie  de  l’un  de  ces  parallélépipèdes  par  rapport  à l’axe 
AB,  sera  • 

(x*  -f  dxdydf, 


I 
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intégrant  en  ne  faisant  irarier  que  s , on  trourera 

y')  adxdy , 

et  en  prenant  l’int^ale  entre  les  limites  s=o  et  s=PM, 
on  obtiendra  pour  l’eipressiun  du  moment  d’inertie  du  pa> 
rallélépipède  élémentaire  dont  PM  sera  la  hauteur , 

{x*  4-  y')  X PM. 

Si  l’on  suppose  que  l’équation  (47^)  de  la  courbe  étant  ré- 
solue par  rapport  à s,  donne 

« = ^ (*l  J')! 

on  remplacera  PM  par  cette  Talenr  de  2,  et  Ton  aura 
(*•  + y*)  dxdy  X (*,  y)  ■ 

alors,  en  regardant  x eidx  comme  constans,  l’intégrale  de 
cette  expression  représentera  le  moment  d’inertie  d’une  por- 
tion de  tranche  élémentaire,  disposée  parallèlement  au  plan 
des  l’intégrale  obtenue  dans  cette  hypothèse  ne  pourra 
être  qu’une  fonction  de  la  variable  y' et  des  constantes  x et 
dx,  dont  la  dernière  n’entrera  dans  la  fonction  que  comme 
facteur  commun;  par  conséquent  cette  fonction  aura  évi- 
demment la  forme 

^ (*»  y')Xcù:.-.  (477)» 

«t  pour  qu’elle  représente  toute  la  tranche  élémentaire  o6c, 
il  faudra  prendre  cette  intégrale  depuis  le  point  a ou 
y>  = O,  jusqu’au  point  c on  ^ = oc.  Or,  oc  n’est  autre 
chose  que  l’ordonnée  y de  la  courbe  CcD , dont  ka  — x 
serait  l’abscisse;  l’équation  de  la  o>urbe  CcD  s’obtient  en 
faisant  s = o dans  l’équation  (47^)  de  la  surface  courbe, 
qui  donne  alors 

y=fi>, 

mettant  cette  valeur  à la  place  de  y dans  l’expression 


Digitized  by  Google 


4?®  KOTE  TllElZlèME. 

(377),  on  obticlit,  pour  le  moment  d'inertie  de  la  tranche 
élémentaire  bac , 

X dx, 

ou  plus  simplement  dxYx.  Regardant  maintenant  x comme 
variaMe,  et  intégrant  entre  les  limites  x = o et  xs=  AD, 
on  aura  enfin  le  moment  d’inertie  du  volume  proposé. 

NOTE  TREIZ1È.ME,  page  371. 

Nouvelle  démonstration  qui  tend  à prouver  que 
les  forces  horizontales  des  fluides  se  détruisent. 

Voici , je  crois , de  quelle  manière  on  pourrait  démon* 
trer  que  les  forces  liorisonlales  se  détruisent.  Imaginons 
que  le  corps  qui  est  plongé  dans  un  fluide,  soit  partagé 
en  tranches  très  minces  par  les  plans  parallèles  horizon- 
taux coupés  par  des  plans  parallèles  verticaux  ; la  partie  du 
corps  comprise  entre  quatre  de  ces  plans,  c’est-à-dire  entre 
les  deux  plans  parallèles  horizontaux  AB'  et  DC'  (6g.  277^, 
et  les  deux  plans  parallèles  verticaux  AD'  et  BC',  sera  dé- 
terminée par  les  surfaces  ABCD  et  A'B'C'D';  ces  surfaces 
ont  en  général  des  inclinaisons  différentes,  puisque  le  corps 
''  est  quelconque,  et  peuvent  être  considérées  comme  planes, 

)iarce  que  les  plans  étant  très  rapprochés,  elles  sont  in6- 
niment  petites.  Cela  posé,  la  pression  qu’exerce  le  fluide 
étant  la  même  sur  tons  les  points  du  corps,  les -pressions 
P et  P que  supportent  les  surfaces  ABCD  . A'B'C'D',  au 
ront  pour  es  pressions 

P=y,XAKCÜ,  K = /)  X A'B'C'D'. 

Remplaçant  les  parallélogrammes  ABCD A'B'C'iy,  |>ar 
les  produits  AB  X mn  et  A'B'  X m'n'  des  bases  par  les 
hauteurs , nous  aurons 
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P = ^ X AB  X mn  , F X A'B'  X nin  ; 

et  Comme  les  largeurs  AB  et  A'B'  sont  les  mêmes , il  y 
aura  égalité  entre  les  produits  p X AB  et  p X A'B'  ; 
nommons  Q l’un  de  ces  produits,  les  équations  précé- 
dentes deviendront 

P = Qmn , F = Qm'n  . . . (477)* 

Or,  les  pressions  P et  P'  étant  perpendiculaires  à leurs 
surfaces  respectives,  et  par  conséquent  aux  droites  mti  et 
m'n,  nous  pouvous  représenter  ces  pressions  par  les  droites 
IH  et  l'H*  (fig.  278);  décomposons  chacune  de  ces  forces  Fig.  778. 
en  deux  autres  IK  et  IL,  !'&'  et  l'L',  l’une  horieontale  et 
l’autre  verticale , et  menons  les  perpendiculaires  mr  et 
m'r  entre  les  plans  horizontaux , nous  formerons  des 
triangles  semblables  mnr , mnr  aux  triangles  IKH  et 
l'K'H',  comme  ayant  des  côtés  perpendiculaires.  On  en 
déduira  donc  les  proportions  suivantes  : 

IH  ou  P ; IK  : IL  ;;  mn  ; mr  : nr, 
l'H'  ou  F:I'R';I'L';:m'n':m'/-':»'r'; 


d’où  l’on  tirera 


IR  = PX— , IL=:Px  — , 

mn  mn 


l'R'=  F X ^ , l'L'  = Fx  - A. 

m n m n 


Mettant  les  valeurs  de  P et  de  F,  données  par  les  équa 
tiens  (477)  > O»  obtiendra 


IR  = QXmr,  lL=.QXnr, 
I'R'=  Q X m'r',  l'L'  = Q X nr'. 


Or,  les  droites  mr  et  m'r'  étant  égales  comme  parallèle* 
conyirises  entre  parallèles,  on  voit  que  les  pressions  lio- 
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risontales  IK  et  l'K.'  sout  égales  et  se  détruisent , puis- 
^ qu’elles  agissent  en  sens  opposé.  Il  n’en  est  pas  de  meme 
. des  pressions  Terticales  IL  et  l'L'  qui,  à cause  du  facteur 
' commun  Q,  sont  entre  elles  dans  le  rapport  des  projec» 
tiens  nr  et  n'r  des  longueurs  nm  et  r'«n'. 

e 


FIN  DU  NUTS&. 
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